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178. Sur une reprdsentation de la fonction
delta de Dirac. III

Par Shizu NAKANISHI

Universit d’Osaka Prefecture

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1965)

Montrerons que dans cette Note nons pouvons ddfinir un noyau
P(x) intdgrable (E.R. 9) inddfiniment ddrivable, sauf pour une
infinitg ddnombrable, de faon que les conditions suivantes soient
remplies: quelle que soit la fonction (x) continue et pdriodique
de pgriode 2, on a

(x)--(E. R. )t P(x--y)(y)dy,)
j-

et la ddrivde d’ordre m de la fonction (x) s’exprime

R. ) I P()(x-y)(y)dy()(x)-(E.
j-

chaque lois que (x) est exprimable comme une m’ intdgrale
(m--l, 2,--.).

En particulier, on volt que, dans le cas de de Dirac, on peu
localement connaitre comme la d6rivde au sens ordinaire d’un
noyau la ddrivde au sens de distribution de la manire que" pour
toute fonction 9(x) indfiniment drivable dont le support est contenu
dans l’intervalle -, 73, on a

()()--(--1)()(0)-(E. R. ) P()(x)(x)dx

en considrant la fonction (x)gale (?(x) pour -z_x_z et de
p(riode 27: la place de F(x).

Prenons pour une mesure dfinie par

(A)- Ix e-Idx
On a d’abord le
Lemme 3. Soient qa(x) une fonction bornde et pdriodique de

pdriode 2z, et {k.(x); 3"-1, 2, ---} une suite des fonctions satisfaisant
les proprits suivantes"

i) k(x)-O en dehors d’intervalle --<_x,
ii) on a maxlk(x) <_ max[k+(x)[ ,

1) Plus pr4cis4ment, il suffit que p(x) soit une fonction born4e (pas n4cessaire-
ment continue). On a alors

(x)=(E. R. ,)_P(x-y)(y)dy
en tout point x tel que la fonction (x) soit continue.
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iii) on a max[k(x)[ =o(j).

Alors, si l’on pose

,g(x)-kl(x)/ .., k(x-2(j--1))

(E. R. v) K(x)(x)dx- lira --1 k(x)(x)dx

Dmonstration. Posons simplement p(j) max]k(x), et soit

M un nombre positi tel que (x) <M. Dsignons par A l’intervalle
< (2n- 1), et posons

K.(x) k(x) + k(x-2(j- 1)w)
=2

et s=16Mp()/. Puis, eondidrons la suite des voisinages v=
{g(s, A; K()())}. 0n a d’abord (CA)-I/e-, de sorte que
la suite jouisse des rorits (F(u)) et (P*()). 0n a de plus

B

our tout ensemble B dont la mesure u(B) est inrrieure (CA).
En effet, uisqu’alors la onetion K()() a son suort darts
l’intervalle [-, (2-1), il sut de vrifier le eas off l’ensemble
B est eontenu darts l’intervalle [-, (-1).
Posons simplement

2) Pour la dfinition, voir Hatsuo Okano: Sur une gnralisation de l’intgrale
(E. R.)et un thorme gnral de l’intgration par parties. J.M.S. of Japan,
430-442 (1962).

3) a dsigne le plus grand nombre des entiers a tels que a<_a.
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1 Iki(x-2(j-1)z) ]) dx+j-1___
2Mp(I-l) mes B_
2Mp(n)/e < e,/2,

de mme, on a

K(x)(x)ldx_8Mmes Bp(n)/n
B2

<_ 8Mp(n)/n e/2.
Doric, v est une suite de Cauchy convergeant vers K(x)(x). De
plus, on peut voir acilement qu’on a

K(x)(x)dx- --1 k(x)(x)dx,

d’ofi, par dfinition de l’intgrale (E. R. ), on ale rsulta annonc.
Ensuite, nous dsignons par P(r, x) les noyaus de Poisson et par

F()(r,x), 0grl, les moyennes d’Abel de la drive d’ordre m
d’une onction (x). Alors, nous avons dj vu qu’on a

et
lira (()(r, x)):0--()(0)

pour toute fonction (x) continue et priodique de priode 27:, qui
est exprimable comme une m;m intgrale (m--0, 1, 2,-..). De plus,
nous avons vu que si l’on pose

1r(n)--l--
log (n+ 2)

on a max lP()(r(n), x) o(n) pour tout m--0, 1, 2, ---. Dsignons

simplement par ](x)l’entier I x+ 1"
Nons avons maintenant le
Lemme . Dio par P(x) e foetio ddfiie de ffo

que
1 (P(r(j(x)+l),x) 1 j() }P(x)-

7:(j(x)+ 1) j(x)
P(r(i), x)

sur 1 intervalle -<_x et 0 aiIleurs. Alors, on a

pour route fonction (x) continue et pdriodique de pdriode 27, qui
est exprimable comme une m intdgrale) (m-0, 1, 2, ...).

Ddmonstration. Pour tout m, posons

4) Dans le cas off m=0, il suffit que (x) soit une fonction borne et continue
au point x=O seulement.
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k(x)- l--P(l(r(j), x)

sur l’intervalle --<_x< et 0 ailleurs. Puisqu’alors la suite des
fonctions {k/x); 3"-1, 2,...} satisait aux conditions i), ii), et iii) de
Lemme 3), et que la drive P()(x) d’ordre m de la onction P(x)
est gale la fonction K(x) dfinie, dans Lemme 3, pour la suite, on
a aussitSt par Lemme 3

(E. R. ) P(x)(x)dx= lim

D’autre part, on a

k(x)(x)dx- --1 P()(r(j), x)(x)dx

=(-)(’(r(), x))=o,
de sorte qu’on a

lira ()p(x)d--(--1)p(0).

Donc, P(x)(x) est intgrable (E. R. ) et on a

(E. R. ) P)(x)(x)dx- lim 1 k(x)(x)dx
3=1

(-- 1)()(0).
Thdorme 3. Soit P(x) une fonction ddfinie dans Lemme 4.

Alors, on a

(N. . ) P’(-)(v)g-(g. . ) P,(v)(-v)g-’()

eome e iale (-0, 1, , ...).
Nn effet, darts emme 4, si l’on pose ()=(-), on a

(g. . ) p(v)(-)g-().

De lus, on a

lim P’()f(--)gg
lim P(--)p()d,

off P()est la fonetion dfinie de aon que P()-P() sur l’intervalle
-N<(-1) et 0 ailleurs. D’autre art, on oit que P(-)()
est intgrable (N. N. ) et on a

(N. . ) P((-)()g- lim P (-)p()gg.

Done, on obtient le rsulta oulu.
5) Pour le voir, il suffit de prendre la suite des voisinages

v= { V(A., e.,
tels que A. soit l’intervalle [-(2n-1)=+x, et e.=16MmaxlP()(x)i/n.


