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172. Sur le thorme de la continuit dans l’espace
de deux variables complexes. II

Par kuo Ktm
Universit de K6b

(Comm. by Kinjir6 KUNUGL M.J.n., Nov. 12, 1965)

Introduction. Dans une Note antrieure _3], j’ai trait la pseudo-
convexit par rapport w et dmontr que tout domaine D pseudo-
convexe par rapport w est pseudoconvexe si la section D(zo) de D
un plan z-const, z0 dpend continfiment de z0. Dans cette prsente

Note, nous tudions quelques autres proprits de la pseudoconvexit
par rapport une direction complexe, et montrons surtout qu’un
domaine D est pseudoconvexe si D est pseudoconvexe deux directions
complexes distinctes. Pour la simplicitY, nous limitons toujours notre
consideration aux domaines univalents dans l’espace de deux variables
complexes, comme dans la Note antrieure.

1. Dfinitions et notations. Soit D un domaine univalent
dans l’espace de deux variables complexes wet z. Soient a et b deux
nombres complexes tels que a I+Ib -1; introduisons nouveau les
coordonnes W et Z par

Z-az-bw, W-bz+w.
Nous disons que le domaine D est pseudoconvexe la direction

complexe (a, b) ou simplement pseudoconvexe (a, b), si D est pseudo-
convexe par rapport W (voir [3) en tant que domaine dans l’espace
de W et Z. Dsignons par R(w, z; a, b) le rayon de Hartogs R(Z)
de D par rapport W au point Z-az-bw, W-bz+w, dans l’espace
de W et Z. La valeur R(w, z; a, b) est dite le rayon de Hartogs de
D la direction complexe (a, b). On dmontre acilement que
R(w, z; a, b)-inf {I u l[ (w + au, z + bu) D}. Dans le cas off a-1 et
b-O, R(w, z; a, b) n’est d’autre que le rayon de Hartogs de D par
rapport w. Enfin pour un hombre positif m, dsignons par D
l’ensemble des points de D, dont les distances la frontire de D
sont plus grandes que m.

2. Lemmes. Le lemme suivant est une consequence directe
d’un lemme que nous avons donn darts

Lemme 1. Si D est un domaine pseudoconvexe une direction
complexe (a, b)(I a + b - 1), la fonction G(w, z; a, b) logR(w, z; a, b)
est plurisousharmonique dans D.

Comme la preparation de la dmonstration des rsultats noncs
dans l’Introduction, tablissons quelques autres lemmes.
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Lemme 2. Si D est un domaine pseudoconvexe par rapport
w, et m est un hombre positif, routes les composantes connexes de
D () sont pseudoconvexes par rapport w.

Preuve. Soit D une des composantes connexes de D () et soit
f(z, t) une fonction continue sur {I z--zl

_
r, 0 t =< 1} telle que f(z, to)

soit holomorphe dans un voisinage du cercle Z-Zol<r pour tout to
fixe. Considrons la famille des surfaces analytiques

Ft" w- f(z, t), Z--Zo <=r, 0_<_t_<_l,
et supposons que Ft D1 pour 0t 1 et Fr. F0cD1 mais F0D;
alors il y a un point frontire (w, z) de D tel que

w-f(z, 0), z-Zo [< r,
et il y a un point frontire (w., z2) de D tel que w2--wl [2/lz.--z --m. D4plaons la amille {F} par la translation

W-w-w+ w., Z -z-z- z.,
et dsignons par Gt l’image de Ft, de sorte que nous avons

G" w g(z, t) f(z+ z-z., t)-w+w,
Z--Zo+Z--z lr, 0_<_t_l.

Si 0t=<l et IZ-Zo+Z-Z.l<=r, on a
(f(z+z-z, t), z+z-z) e D (),

puisque FtcD pour 0t =< 1. Par consequent, pour 0t__< 1 on a
(g(z, t), z)e D, c’est--dire GtD. En outre on obtient Fr. GoD par
le mme raisonnement. Mais (w, z.)=(g(z., 0), z)e Go Fr. D; ceci est
une contradiction avec la pseudoconvexit de D par rapport w.

Corollaire 1. Si D est un domaine pseudoconvexe d une di-
rection complexe (a, b)(I a + b - 1), et que m soit un hombre positif
alors routes les composantes connexes de D () sont aussi pseudo-
convexes (a, b).

Lemme 3. Soient donnds deux directions complexes distinctes
(a, b), (a., b)(I a. I+lb [-1, j-1, 2), un hombre positif m et un
domaine D; soit D une des composantes connexes de D(). Ddsignons
le rayon de Hartogs de D d la direction complexe (a, b) et celui
d la direction complexe (a., b) par R(w, z) et R.(w, z) respectivement;
alors la fonction

F(w, z)-min. {R(w, z), R(w, z)}
tend vers 0 lorsque le point (w, z) de D s’approche de Fr. D.

Preuve. Pour raisonner par l’absurde, supposons qu’il existe une
suite (w,, z.), n-1, 2, ..., de points de D convergente vers un point
(Wo, Zo) de Fr.D et telle que nous ayons F(w,z,)_2ko, n=l, 2, ..-,
pour un certain hombre positif k0. Soit (W’o,Z) un point de Fr.D
satisfaisant W’o-Wol+lZ’o-Zol=m, et 3" un des indices 1 et 2,
mais fixe pour le moment; dsignons par B(w,z) le cercle {(w+au,
z+bu)llul_ko} et par C(w,z) l’ensemble des points (w’,z’)tels
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que dist. {(w’, z’), B(w, z)} < m. La suite C(w,, z), n-1, 2, ..., con-
verge vers C.(w0, z0). Par. consequent on a C(wo, Zo)D.

Introduisons nouveau les coordonnes
Z-az-bw, W-bz+gw;

le changement des coordonnes conserve la distance. Soient (Wo, Zo)
et (W, Z0’)les coordonnes nouveaux des points (w0, z0) et (w, z)
respectivement; B(wo, Zo) est reprsent par

W Wo+ u, Z- Zo,
La ermeture de C(wo, Zo) comprend l’hypersphre S:IW-
Z-Zo I-m. I1 est clair que le point (W, Zg) appartient S et
Fr. C(wo, Zo) en mme temps. D’autre part, pour tout point (W’, Z’)
(W’-Wo=/:O) sur S, il existe une valeur complexe u’ autant petite
que l’on veut, relic que

done l’interseetion de S et Fr. C(Wo, Zo) est identique la eireonrenee
W- W0, Z-Z0 m. Cela montre que l’on a

Wg- Wo, Zg-Zo l-m.
En revenant aux eoordonnes antrieures w, z, nous voyons que le
point frontire (w, z) de D est situ sur le plan trou au point
(w0, z0)"

b(z--Zo)+a(W--Wo)-O, (w, z)=/= (w0, z0).
Mais les dex plans b(z-Zo)+(W-Wo)-O, 3"-1,2 se coupent seulement
en W-Wo, Z-Zo, puisque a: ba b. C’est une contradiction.

C.Q.F.D.
3. Th4ormes. Concernant la pseudoconvexit une direction

complexe nous avons le
Th4orme 1. Soit D,,n-l, 2, ..., une suite croissante de

domaines pseudoconvexes (a, b); le domaine D--limD, est aussi
pseudoconvexe (a, b), o (a, b) est une direction complexe donnde
auparavant ([ a I+lb - 1).

Preuve. I1 suffit de dmontrer ce thorme dans le cas off a-l,
b-0, c’est--dire de prouver que la limite D d’une suite croissante
des domaines D,, n-l, 2,-.o, pseudoconvexes par rapport w est
aussi pseudoconvexe par rapport w.

Soit en effet f(z, t) une fonction continue sur {I Z-Zo Ir, O<__t_-<l}
telle que f(z, to) soit holomorphe dans un voisinage du cercle Z-Zo Ir
pour tout to fixe (0t0-<l). Considrons la famille des surfaces
analytiques

Ft" w =f(z, t), Z-Zo [<-_ r, 0 <_ t <__ 1,
telle que FtcD pour 0t_<_l et Fr. FocD. L’ensemble compact
F+

_
Fr. Ft tant compris dans D, pour un entier positif n,D,

0t
contient cet ensemble. Comme D. est pseudoconvexe par rapport
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w, nous avons F0cDcD. C.Q.F.D.
Th4orme 2. Si D est un domaine pseudoconvexe d deux

directions complexes distinctes (a, b) et (a, b) (I a + b - 1, j-
1, 2), alors D est pseudoconvexe.

Preuve. Soit m un hombre positif, et soit D1() une des com-
posantes connexes de D (). D() est pseudoconvexe (a, b.)(j-1, 2),
d’apr6s le corollaire 1. D6signons par R(w, z) le rayon de Hartogs
de D() la direction complexe (a, b-)(j-l, 2);-logR(w,z) est
plurisousharmonique darts D) (le lemme 1). Done la fonction G(w,z)-
max. {-log R(w, z), -log R(w, z)} est plurisousharmonique dans D();
de plus elle tend vers l’infini lorsque le point (w, z) de D() s’approche
de Fr. D) (le lemme 3). Done D) est pseudoconvexe d’aprSs [1],
[2]. Par consequent D est pseudoconvexeo puisque D--limD:").

--*0

On peut dfinir de mme la pseudoconvexit par rapport z
comme celle par rapport w et on ale

Corollaire 2. Si D est un domaine pseudoconvexe par rapport
d w et z, alors D est pseudoconvexe.
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