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105. Sur une représentation des distributions

Par Shizu NAKANISHI

Université d’Osaka Préfecture
(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M.J.A., May 12, 1966)

Nous allons considérer dans cette Note wume représentation de
Uespace des distributions sur un intervalle [—a, a]. 1. L. Bondi
[1] a déja montré que telle distribution 7T s’écrit sous une forme
d’intégrale, utilisant 1’intégrale (4). Nous allons ici montrer d’autre
représentation que celle de Bondi, par l’intégrale. Précisément,
désignons par K(a) un espace des fonctions indéfiniment dérivables,
périodiques de période 2a, qui s’annules, avec leurs dérivées, pour
| ¢ |=a. Nous allons introduire une topologie dans l’espace K(a)
comme il suit: des ensembles U,, définis par 1’inégalité || ¢ |, <e, ou

” @ “n:max max l 90(‘”(%) I’ n:O, 1’ 2’ °t Y
forment un systéme fqégdanqental de voisinages de 0. Désignons par
K’(a) le dual de K(a). Alors, on a le

Théorem. St l’on choisit convenablement ume fonction K(x)
définie dans [— oo, o] et indéfiniment dérivable sauf pour une
infinité dénombrable, la totalité des fonctions (f * K'®) (x) définies
de fagon que

(FxK?) @=|" K@)y,

ot p est un entier quelconque, positif ow nul, et f(x) est une fonc-
tion comtinue quelconque, définie dans [—a, a], donne une re-
présentation de K'(a) de la maniére que: quel que soit Te€ K'(a),
1) 1l existe une fonction fx K telle qu’on ait
(T, 9)=(—17(B. R)|” (/x K) @) e(w)ds
pour toute ¢ € K(a),

2) la dérivée T' est définie par la dérivée auw sens uselle de
(f* K (%), c.-a-d. on a

(T", p)=(—1)*(&. R.)S ((F* K®) (@) p(w)da.

Nous avons utilisé I’intégrale (E. R.) [2].

Commencons par donner la définition de I'intégrale (E. R.).

Soient [a, b] un intervalle finie ou infinie, et ¥ une mesure finie
ou o-finie dans [a, b], jouissant des propriétés suivantes:

1*) Tout ensemble mesurable au sens de Lebesgue est aussi
mesurable au sens de v.

2*) mes(4)=0 si est seulement si v(A4)=0.
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Désignons par K(v) la totalité des fonctions f(x) pour lesquelles
il existe une suite d’ensembles {A4,} qui sera appelée la suite
d’exhaustion d’ensembles, définie comme il suit: C’est une suite
d’ensembles monotones croissantes telle que y([a,b]—A,)—0, qui
jouit de trois conditions suivantes:

(P) f(xz) est sommable sur tout 4,,

(P,) pour tout ensemble E tel que ECA, et vE)Z
v([a,b]—A,), on a

[,| fa) | da<e.,

ou {¢,} est une suite des nombres positifs monotones décroissants,
convergeant vers 0,
(P*) il existe un entier positif %k, £>2 (indépendant de n) qui
satisfait, pour tout n, n=0,1,2, -.., a 'inégalité:
k mes{[a, b]—A, .} >mes {[a, b]—A,}.
Alors, pour toute fonction f(x) appartenant a K(v), les limites
@S Sf(x)dx sont déterminées seulement par f(x). Nous désignons

ces v?leurs limites par (E. R. v)s flx)dx ou simplement (E. R. )S flx)dx
respectivement, Si ces valeurs limites coincident, la valeur commune
sera dite l’intégrale (E. R.) du type v sur [a,b], et désignée par
(E. R. v)S flw)dx ou simplement (K. R. )S flx)dx. Lorsque la valeur
de lintégrale est finie, f(x) sera dite intégrable (E.R.v) ou
simplement intégrable (. R.).

D’abord, on a sans peine le

Lemme 1. Si {A,} est une suite d’exhaustion d’ensembles pour
une fonction f(x) appartenant ¢ K(V), et g(x) est ume fonction
bornée, la fonction f(x)g(x) appartient aussi d K(v) et {A,) est une
suite d’exhaustion d’ensembles pour f(x)g(x).

Considérons maintenant une mesure v(A) telle qu’il existe une
fonction i(x) localement bornée, pour laquelle, on a, quel que soit
I’ensemble A, pour tout x l’inégalité;

v({z+y; y € AH<A(@)v(A).

Alors, on a le

Lemme 2. Sotent E un ensemble bornée et Ik(x) ume fonc-
tion appartenant & K(v). Si v est une mesure qui posseéde la
propriété ci-dessus, et on peut choisir une suite d’exhaustion
d’ensembles {A,} pour k(x) de telle sorte que pour tout n l’ensemble
{x—y; x€ A,, yc E} soit contenu dans A, (I est un mombre
naturel indépendant de n), la fonction

o(@)={ fwk@—y)dy
appartient & K(v), quelle que soit la fonction f(x) bornée, et onm
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peut prendre la méme suite {A,} comme une suite d’exhaustion
d’ensembles.
Dorénavant, désignons par v une mesure définie par

v(A):S e '"\dx,
A
Soit {k;(x)} une suite des fonctions définies dans l’intervalle
[—a,a]. Pour cela, nous considérons trois conditions suivantes:
i) On a max|k;(x)|=o0(7),
il) k;(x) satisfait aux conditions des noyaux de Fejér, c.-d-d.
(4) S ki@)do=1, (B) kx)=0,
©C) pi0)= max Ic ;@®)—0  pour tout 0<i<a.
iii) On a lc“”( a) k”(a) pour tout p=0,1,2, ...,
Nous considérons en outre la suite des fonctions {K,(x)} et la
fonction K(x) définies, en posant que k;x)=0 pour x€[—a, a],
comme il suit:

" j—1
K@=k@+ 3 {ka—2(-Do——25 Ske—2(-Da)},
K(ac)—hm K, (x).
Alors, on a le
Lemme 3. Si une suite des fonctions {k;(x)} définie dans

Uintervalle [—a, a] satisfait a la condition i), on obtient que:
1) On a K(x)e K(v) et hm K(x)=0.

2) Quelle que soit la fonctwn o(x) bornée et périodique de
période 2a, on a
K(x)sD(OG) e K(v),

| K@peds=231|" k@padn,

()

et (E. R)S K(x)<p(x)dx—llm—2‘,g (@) (@),

De plus, si la suite {kjx)} satisfait, outre qu’elle jouit de la
propriété i), a la condition ii), on obtient que:

3) quelle que soit la fonction ¢(x) continue et périodique de
période 2a, la fonction K(x)p(y+x) est intégrable (K. R.v) quel que

soit y, et la suite des fonctions r K. (x)p(y+x)dx converge
uniformément vers la fonction (E. R.) r K(x)p(y+x)dx, et on a

(B. R)|”_K@ply+e)dz=¢(v).
Démonstration. Nous avons déja montré 1) et 2) dans la Note
précédente [8]. Dans le cas, on a pris {4,=[— o <x<(@2n—1)al}
comme une suite d’exhaustion d’ensembles. Pour 3), puisque ¢(x)
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est continue, quel que soit s>0, il existe un 6>0 tel qu’on ait
| o(x)—p(x") | <e/2 pour x, ' tels que |x—a’|<d. Pour ce >0,
considerons ;(0). Puisqu’on a hm 1;(0)=0, il existe un =, tel que
}"_,/J i(0)/n<e/8Ma pour tout n>fn<,, ol M est un nombre tel que
Igo(x) |<M. Par conséquent, on a pour tout n>n, (indépendant de
Y)

3
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+z§ k)| o +) [+ o) [z | <e,
d’ot 'on déduit 3).

Lemme 4. Soit p un entier positif on nul. Soit {k;(x)} une
suite des fonctions définies dans Uintervalle [—a, a], dérivables
jusquw’a Vordre p dans [—a, a], satisfaisant aux conditions 1) et
ii), Supposons de plus que la suite des fonctions dérivées {kP(x)}
satisfasse d la condition i) et qu’on ait

kW (—a)=k™(a) pour tout m=0,1,2 -+ p—1,
On obtient alors, pour toute fonmction ¢(x) périodique de période
2a ayant des dérivées continues jusqu’a lUordre p inclusivement,
que:

1) quel que soit y, la fonction K®(x)p(y+x) est intégrable
(E. R.v),

2) la suite des fonctions r KP(x)p(y + x)dx converge uniformé-

[
—

4
Ms

)

ment vers la fonction (E. R.) Sw K®(@)p(y+x)dx, et on a

(8. R) |”_KP@0ly+a)da=(~1r"() [4],
3) quelle que soit la fonction f(x) bornée, on a
|| f@pr@do=(-1r B.R) | (£+K) @),

Démonstration. Désignons par K(x) et K(p;«x) les fonctions
définies par (x) pour les suites {k;(x)} et {k{(x)} respectivement.
Alors, K(x) est dérivable jusqu’a l’ordre p, sauf pour une infinité
dénombrable {x; x=2j—1a, j=0,1,2,.--}, et on a K®(z)=
K(p; £). On voit, par Lemme 3, que K(p;x)p(y+x)c K(v). Par
suite, on a K®(x)p(y+x)e K(v) et on a
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Tim S:K;"’(x)so(y+ )= (E. R.)Sle(x)go(erx)dx.

n—oo

On a de plus

[ kr@gtu+odo=(=1y " k@p+axds,
puisqu’on a k‘]-"'_’z—a)-—_k?”’(a) pour tout m:O, 1,2,.--,p—1, Done,ona
|” Er@ew+odo=(—17"_K.@p"@+nds.
Par conséquen]: on déduit, par Lemme 3—,0° 1) et 2), puisque la fonc-
tion dérivée ¢*'(x) est continue, Pour 8), on a

|| @@
=(-1p |" @) (@ R) |” Ko @)eta-+y)dy)da

== lim |” (| fokr@—2)ds)ewdy.

On voit, par Lemmes 1), 2), et 3), que (f* K)(y)o(y)e K(v) et

A,=[—c<x<(@n—1)a] est une suite d’exhaustion d’ensembles.
De plus, on voit que

.0 ks ([ goket-ossjori]-o (42),

Done, il existe limS (f* KP) (x)p(x)dx et il s’ensuit que
4y

n—roco

lim | (% K®)@) ew)do=(=17 | fx) o (@)da,
ce qui prouve (§).

Nous allons maintenant montrer le

Démonstration du Théoréme. Prenons une suite des fonctions
indéfiniment dérivables {k;,(x)} définies dans lintervalle [—a,a],
satisfaisant aux conditions i), ii), et iii), et dont la suite des fonc-
tions dérivées {kP(x)} satisfait a la condition i) pour tout p=
0,1,2, ..., Par exemple, il suffit de prendre, comme telle {k;(x)},

la suite des noyaux de Poisson {P(r(j), «)} tels que r(j)=1—

log(j+2)’
Soit K(x) la fonction définie par (x) pour la suite {k,(x)}. Nous
avons déja vu que pour une T e K’(a) quelconque, il existe un entier
p>0 et une fonction f(x) continue tels qu’on ait

(T, 9)=|" @) (@),

quelle que soit ¢(x)€ K(a). Donc, par Lemme 4, on obtient 1),
Ensuite, puisqu’on a

(T, 9)=—(T, ¢) == f@) ¢ (w)ds
=(=1E. R)|" (£ K™) () g(a)da,
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et qu'on a

(f = K@) (@)=((f x K) (x)),
on obtient 2),
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