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105. Sur une representation des distributions

Par Shizu :NAKANISHI
Universitd d’0saka Pr!fecture

(Comm. by Kinjir5 KUNU(, M.J.., May 12, 1966)

Nous allons considrer dans cette Note une reprdsentation de
l’espace des distributions sur un intervalle I-a, a. I.L. Bondi
_1 a dj montr que telle distribution T s’crit sous une forme
d’intgrale, utilisant l’intgrale (A). Nous allons ici montrer d’autre
representation que celle de Bondi, par l’intgrale. Prcisment,
dsignons par K(a) un espace des fonctions indfiniment drivables,
priodiques de priode 2a, qui s’annules, avec leurs drives, pour
Ix [=a. Nous allons introduire une topologie dans l’espace K(a)
comme il suit: des ensembles U,, dfinis par l’ingalit ]ll[e, off

II ? I1=max max I?(q)(x)[, n--0, 1, 2, ...,
q<

forment un systSme fondamental de voisinages de 0. Dsignons par
K’(a) le dual de K(a). Alors, on a le

Th4orm. Si l’on chois.it convenablement une fonction K(x)
de"finie .dans. ] et inddfiniment ddrivable sauf pour une
infinite denombrable, la totalitd des fonctions (f. K()) (x) ddfinies
de faon que

(f , g(’)) (x)-- _f(y)g(’)(x--y)dy,
o(t p est un entier quelconque, positif ou nul, et f(x) est une fonc-
tion continue quelconque, ddfinie dans I--a, a, donne une re-
prdsentation de K’(a) de la manidre que: quel que soit T e K’(a),

1) il existe une fonction f, K() telle qu’on ait

(T, )-(--1)(E. R.)f_(f , g()) (x) (x)gx

pour toute e K(a),
2) la ddrivde T’ est ddfinie par la ddrivde au sens uselle de

(f. K()) (x), c.-d-d, on a

f ((f* (x))’ (x)dx.(T’ )-(--1)(E. R.) g

Nous avons utilis6 l’intdgrale (E. R.) [2.
Commenons par donner la ddfinition de l’intdgrale (E. R.).
Soient [a, b un intervalle finie ou infinie, et une mesure finie

ou a-finie dans [a, b, jouissant des propri6t6s suivantes"
1") Tout ensemble mesurable au sens de Lebesgue est aussi

mesurable au sens de .
2*) mes(A)=0 si est seulement si (A)=0.
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Dsignons par K() la totalit des fonctions f(x) pour lesquelles
il existe une suite d’ensembles {A} qui sera appele la suite
d’exhags$ion d’ensembles, dfinie comme il suit: C’est une suite
d’ensembles monotones croissantes telle que (a, b-A)-0, qui
jouit de trois conditions suivantes:

(P) f(x) est sommable sur tout A,
(P) pour tout ensemble E tel que EA et (E)

([a, b--A), on a

off {e,} est une suite des hombres positifs monotones dcroissants,
convergeant vers 0,

(P*) il existe un entier positif k, k2 (indpendant de n) qui
satisfait, pour tout n, n-0, 1, 2,..., l’ingalit.

k mes {[a, b--A+}mes {[a, b--A}.
Alors, pour toute fonction f(x) appartenant K(), les limites

lira f(x)dx sont dtermines seulement par f(x). Nous dsignons
bb

valeurs limites par (E. R. )f(x)dx ou simplement (E. R.)_f(x)dxces

respectivement. Sices valeurs limites coincident, la valeur commune
sera dite l’int@rale (E. R.) du type sur [a, b, et dsigne par

R. )[f(x)dx ou simplement (E. R.)[f(x)dx. Lorsque la valeur(E.
de l’intgrale est finie, f(x) sera dite intdgrable (E.R.) ou
simplement intgrable (E. R.).

D’abord, on a sans peine le
Lemme 1. Si {A,} est une suite d’exhaustion d’ensembles pour

une fonction f(x) appartenant d K(), et g(x) est une fonction
bornde, la fonction f(x)g(x) appartient aussi K() et {A.) est une
suite d’exhaustion d’ensembles pour f(x)g(x).

Considrons maintenant une mesure (A) telle qu’il existe une
fonction (x) localement borne, pour laquelle, on a, quel que soit
l’ensemble A, pour tout x l’ingalit;

({x+y; y e A})2(x)(A).
Alors, on a le
Lemme 2. Soient E un ensemble bornde et k(x) une fonc-

tion appartenant K(). Si est une mesure qui possde la
propridtd ci-dessus, et on peut choisir une suite d’exhaustion
d’ensembles {A} pour k(x) de telle sorte que pour tout n l’ensemble
{x-y; x eA,, y eE} soit contenu dans A+ (l est un hombre
naturel inddpendant de n), la fonction
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peut prendre la mme suite {A} comme une suite d’exhaustion
d’ensembles.

Dornavant, dsignons par une mesure dfinie par

(A)- I
Soit {k(x)} une suite des fonctions dfinies dans l’intervalle

I--a, a. Pour cela, nous considrons trois conditions suivantes:
i) On a max k.(x) o(j),

"rii) k(x) satisfait aux conditions des noyaux de Feje, c.-d-d.

(A) _k(x)dx- 1, (B) k(x) >_ O,

(C) /()- max k(x)--O pour tout 0<<_a.

iii) On a k.)(-a)-k.)(a) pour tout p-0, 1, 2,....
Nous considrons en outre la suite des fonctions {K(x)} et la

fonction K(x) dfinies, en posant que k(x)-O pour x[-a, a,

KI(x)__kl(x)+l{k,(x_S(j_l)a) 1’-1

(,)
K(x)= lim K(x).
Alors, on ale
Lemme . Si une suite des fonctions {k(x)} ddfinie dans

l’intervalle [--a, a satisfait a la condition i), on obtient que:
1) On a K(x) e K() et lim K(x)=0.
2) Quelle que soit la fonction (x) bornde et pdriodique de

pdriode 2a, on a
K(x)(x) e K(,),

et (N. R.) _K()p()g-lim
De plus, si la suite {k(x)} satisfait, outre qu’elle jouit de la
propridtd i), la condition ii), on obtient que:

3) quelle que soit la fonction F(x) continue et pdriodique de
pdriode 2a, la fonction K(x)(y+x) est int@rabIe (E. R. ) quel que

font o  covvrg6

uniformdment vers la fonction (E. R.) K(x)(y+x)dx, et on a
j-

(N. R.)

Dmonstration. Nous aons dj montr 1) et )dans la Note
rgedente 8. Dans le eas, on a ris {A=- <x(-l)a}
eomme une suite d’exhaustion d’ensembles. Pour ), uisque ()

comme il suit:
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est continue, quel que soit e>0, il existe un 6>0 tel qu’on ait
I(x)--(x’) 1</2 pour x, x’ tels que [x--x’ I<c. Pour ce
considrons /2(6). Puisqu’on a lim p.()=0, il existe un no tel que

,[(6)/ne/SMa pour tout n>no, off M est un nombre tel que
=1
(x) ]<M. Par consequent, on a pour tout n> no (indpendant de

y)

I +
Tb ’=

Tb = Tb =
k(x){I e(Y+ x) + (y) I}dx

d’ofi l’on dduit 3).
Lemme 4. Soit p un entier positif on nul. Soit (k(x)} une

suite des fonctions ddfinies dans l’intervalle -a, a, ddrivables
3usqu a l’ordre p dans -a, a, satisfaisant aux conditions i) et
ii). Supposons de plus que la suite des fonctions ddrivdes {k)(x)}
satisfasse la condition i) et qu’on

k)(-a)-k)(a) pour tout m O, 1, 2, ..., p-- 1.
On obtient alors, pour route fonction (x) pdriodique de pdriode
2a ayant des ddrivdes continues ’"3usqua l’ordre p inclusivement,
que:

1) quel que soit y, la fonction K()(x)(y+x) est intdgrable
(E. R.

la suite des fonctions K)(x)(y+ x)dx converge uniformd-2)

ment vers la fonction (E. R.) O

(E.

3) quelle que soit la fonction f(x) bornde, on a

Dmonstration. D4signons par K(x) et K(p; x) les fonctions
dfinies par (.) pour les suites {k(x)} et {k)(x)} respectivement.
Alors, K(x) est drivable jusqu’ l’ordre p, saul pour une infinit
dnombrable {x;x=(2j-1)a, j=0,1,2,...}, et on a
K(p; x). 0n volt, par Lemme 3, que K(p; x)?(y+x)eK(). Par
suite, on a K()(x)(y+x)e K() et on a
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lim K)(x)(y+x)dx-(E. R. K()(x)(y+x)dx.

On a de plus

puisqu’on a.. (-a)-... (a) pour tout m-0,1,2, ..., p-1. Donc, on a

K"(x)(y/ x)dx-(-- 1)" ("(y+ x)dx.

Par consequent, on dduit, par Lemme 3, 1) et 2), puisque la lone-
tion drive (’)(x) est continue. Pour 3), on a

’(y)(x+ y)dy)dx

0n voit, par Lemmes 1), 2), et 3), que (f, K()) (y) F(y) e K(,) et
A.=[-<x(2n-1)a est une suite d’exhaustion d’ensembles.
De plus, on voit que

Donc, il existe lim (f, K) (x)(x)dx et il s’ensuit que

lim,. ,.(f* K’")(x)(x)dx-(--l)" ;/(x)("(x)dx,
ce qui prouve (3).

Nous allons maintenant montrer le
Dmonstation du WhOop’me. Prenons une suite des fonctions

indfinimen drivables {k(x)} dfinies dans l’intervalle I-a, a,
satisfaisant aux conditions i), ii), et iii), et dont la suite des fonc-
tions drives {k(x)} satisfait a la condition i) pour tout p-
0, i, 2,.... Par exemple, il sut de prendre, comme telle {k(x)},

1la suite des noyaux de Poisson {P(r(j), x)} tels que r(j)= l-

Soit K(x) la fonction dfinie par (.) pour la suite {k(x)}. Nous
avons dj vu que pour une T K’(a) quelconque, il existe un entier
p0 et une fonction f(x) continue tels qu’on ait

( T, ,)--/(x)
quelle que soit 9(x)e K(a). Done, par Lemme 4, on obtient 1).
Ensuite, puisqu’on a

f)- 4)-
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et qu’on a

on obtient 2).
(f K(+1) (x)-- ((f K()) (x))’,

[2]

[3]

[4]
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