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64. Caracterisation des algbres de Nelson
par des egalits. I

Par Diana BRIGNOLE et Antonio MONTEIRO
Instituto de Matemtica, Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina

(Comm. by Kinjir5 KuNuGI, M.J.A., April 12, 1967)

1. Introduction. La notion de N-lattice, introduite par Helena
Rasiowa, [13, F14, joue un rSle fondamental dans l’tude de la
logique constructive avec ngation forte considr6e par David Nelson
12, et A. Markov F8. Le calcul propositionnel correspondant a
t. aussi tudi par N. Vorobiev, 16, 173.

Ce rSle est analogue celui qui joue la notion d’algdbre de Boole
(de Heyting) dans l’tude du calcul propositionnel classique (intui-
tionniste).

Les axiomes indiqus par Helena Rasiowa pour caractriser les
N-Lattices, auxquelles nous donnerons dans cette note le nora
d’algdbres de Nelson, sont assez nombreux, et en outre ils ne sont
pas tous des galits.

Nous nous proposons d’indiquer une caractrisation des algbres
de Nelson par des galits, au moyen d’un nombre assez rduit
d’axiomes.

Nous supposerons connus les rsultats indiqu6s dans [11.
2. La Dfinition de H. Rasiowa.
Rappelons tout d’abord la d4finition suivante:
2.1. Dfinition. Un syst$me (A, 1,-, A, V) formd par 1)

un ensemble, non vide, A; 2) un lment 1 e A; 3) un ope’rateur
monaire dfini sur A; 4) deux opdrations binaires A et V
ddfinies sur A, sera dit une algdbre de Morgan, ou une algdbre
quasi-booldenne, si les conditions suivantes sont vdrifie’es"

N1) xVI=I
N2) xA(xVy)=x
N3) xA (yV z) (zA x)V (yA x)
N4)
N5) (xAy)= xVy
Un systme (A, A, V) vrifiant les axiomes N2), N3) est, d’aprs

M. Sholander [15J, un r4ticul distributif. De N1) on dduit que
1 eat le dernier lment de A. On dmontre immdiatement que

NS’) ,-,.,(xvy) xAy
et que 0-1 eat le premier .lment de A. A propos de cette

I) Les nombres entre crochets se rapportant aux ouvrages citds dans la biblio-
graphie dans la deuxime note.
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notion voir [1], [2], [4], [7], [10].
Rappelons maintenant la dfinition de N-lattice introduite par

H. Rasiowa 14.
2.2. Dfinition" Un syste’me (A, 1, ..,--,--,/, V) formd par:

1) un ensemble non vide A; 2) un dldment i e A; 3) deux opdrations
monaires ..,-- ddfinies sur A; 4) trois ope’rations binaires
A, V, ddfinies sur A, sera dit une Alg$bre de Nelson si les axiomes
suivants sont vdrifids:

Axiome 1" Si nous posons a-<b pour indiquer que a--b-1 alors:
la)
lb) Si a-<b et b-<c alors
Axiome 2- Le systme (A, 1, , A, V) est une algbre de Morgan

et en outre la relation _< dfinie par l’quivalence
E) a<_b si et seulement si a-<b et ..b-<..a coincide avec la

relation d’ordre du rticul A.
Axiome 3" Si a-<c et b-<c alors (aVb)-<c
Axiome 4- Si c-<a et c-<b alors c (aA b)
Axiome 5" (a-b)-<(aA b)
Axiome 6" (aA b)-< (a-.b)
Axiome 7: a -a
Axiome 8: -a-<a
Axiome 9: (a/ a)-.b- 1
Axiome 10" a--.(b-c)-i si et seulement si

(a/b)-c- 1

Axiome 11- a-a-0 (off 0- 1)
Dans cette dfinition figurent, en ralit, plus de 1 axiomes. Si

nous utilisons la dfinition 2.1 d’Algbre de Morgan; l’axiome 2 est
une faon abrge d’indiquer 7 axiomes.

D’un autre ct, l’axiome 1 peut tre considr comme une
dfinition de l’opration .

Rappelons encore que, d’aprs H. Rasiowa 14,.
2.:. Lemme: Dans une algbre de Nelson nous avons:
N6) xA x

_
yV y quels que soient x, y A.

La condition N6) est vrifie dans le calcul propositionnel considr
par S.C. Kleene 5, p. 153, 6J p. 334.

2.4. Dfinition: Une algbre de Morgan qui re’rifle la condition

N6) sera dire une algbre de Kleene.
Cette notion a t considre et tudie par J. Kalmann [4,

SOUS un autre nom.
3. L’implication intuitionniste. Un ensemble ordonn( A era

dit rticul infrieurement si chaque couple ordonn (, 5) d’lments
de A a une borne infrieure /5. Rappelons la dfinition suivante"
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(qui a un sens dans les ensembles rticuls infrieurement A est qui
est bien connue).

:.1. Dfinition" Nous dirons qu’il existe l’implication intui-
tionniste du couple ordonnd (a, b) d’dldments de A, s’il existe un
dldment c de A tel que"

I1) aAc_b
I2) Si x est tel que aA x

_
b alors x

_
c. Pour indiquer l’gldment

c nous dcrirons c-a@b _3.
element a@b existe il est univoquementOn voit de suite que si ’"

dtermin.
Nous ne savons pas si dans les algbres de Nelson A x@y existe

pour tout couple ordonn (x, y) d’lments de A. En tout cas on
peut dmontrer que

element a: 2. Theoreme: Dans une algbre de Nelson ’""
@(a/b) existe pour tout couple ordonng (a, b) d’glgments de Aet
en outre a--b a@(a/ b) 11.

Rappelons les rsultats suivants que nous aurons utiliser par
la suite et qui sont valables dans tout ensemble rticul infrieure-
ment A.

:.:. Lemme: Si A contient un dernier glgment 1 alors les
deux conditions suivantes sont dquivalentes"

(1) a_b (2) ab existe et ab-1
:.4. Lemme" Si a@b existe alors

aA (a@b) aA b; (a@b) Ab- b
:.;. Lemme: Si a@b et a@c existent alors a@(bAc) existe

et en outre

a@(b c) (a@b) (a@c)
Dmontrons maintenant que

:.6. Lemme" Si A est une algbre de Kleene dans laquelle
d elements de A,a@( a/b) existe pour tout couple ordonne (a, b) ’"

et si nous posons a--b-a@(..a/b), alors les dgalitds suivantes sont
vdrifiges"

N7) a--a- 1
N8) (a-b) /(a/ b) .-a/ b
N9) aA (a--b) aA (.a/ b)
N10) a--(b c) (a--b) (a---c)

I) a---(a--b)-a--b
Dmonstrations: N7) De a_ a/a et de 3.3 on dduit 1- a

@(a/a) a--a
NS) Par 3.4 nous avons ..a/b_a@(a/b)-a--b d’ofi l’on

dduit N8.
N9) Comme a(a/b) existe, N9 est une consequence de 3.4.
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N10) Par hypothse
a--(bA c)-a(aV(b/ c)) a((aVb)/ (..aV c)).

Comme a(aV b) a--b et a(aV c) a-c existent nous pouvons
crire d’aprs 3.5

a--(b /k c) (a--b) /k (a--c)
Montrons finalement
I) a--(a-b) a--b
D’aprs NS)

aV(a--b)_a--(a--b)
et comme ab_ aV(a-b), nous pouvons crire

I’) a--ba--(a--b)
I1 nous reste donc dmontrer que

II’) a--(a--b)

_
a--b

Par N9) nous avons:
a/k (a--(a--b)) a/k(aV (a--b)) (a /k a)V (a /k (a--b))

-(aA a)V (aA(aV b))-aA (-- aV b)_aVb
c’est--dire

(1) aA(a--(a---b))_aVb
et comme a(,-aV b)- a-ob existe par hypothse, de la condition I2
(Df. 3.1) et de (1) on dduit" a---(a--b)_a-ob et la dmonstration
est termine.

Comme consequence immediate de 3.2 et 3.6 nous pouvons
affirmer que

.7. Corollaire: Les ggalits N7)-N10) et I) snt valables dans
toute algbre de Nelson.

4. Caracterisation des algbres de Nelson par des galites.
Les rsultats precedents nous eonduisent tudier les systmes

(A, 1, ,---, A, V) que vrifient les galits N1)-N10) et I.
4.1. Lemme- Si le systme (A, 1, ,--, A, V) es tel que les

dgalitds N1)-N10) et I) sont vdrifides alors a@(aVb) existe pour
tout couple ordonnd (a, b) d’dldments de A et en outre a--b-a
@(aVb).

D4monstration: Dmontrons tout d’abord que

M) Si b

_
c alors a--b a--c

Supposons que b_c c’est--dire que b-bAc alors en utilisant N10),
nous aurons

a--b- a---(bA c) (a--b)/ (a--c)
c’est--dire a--b<_ a---c et M est d4montre.

Pour dmontrer que a@(..-aVb)-a---b nous avons dmontrer
d’aprs 3.1 que

I1) aA(a-ob)_ .-aVb
I2) Si aAx_aVb alors x<_a---b
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I1) est une consequence immediate de N9) Pour dmontrer I2)
supposons que

aAx_ a/b
En tenant compte de NS) nous pouvons crire

aA x

_
a/b) A (a---b)

_
a--b

d’ofi par (M)
a--(aAx)_a--(a--b)

C’est--dire, d’aprs N10) et I)
(a---a)A(a--x)_a--b

ou encore d’aprs N7)
(1) a--xa--b

D’autre part d’aprs N8)"
(2) x_ a/x_a--x

De (1) et (2) on dduit x_a--b; ce qu’il fallait dmontrer.
Rappelons maintenant le rsultat suivant:
4.2. Thorme" Si (A, 1, , A, /) est une algbre de Kleene

dans laquelle a@(a/b) existe pour tout couple ordonnd (a, b)
d’dldments de A et si nous posons a--b- a@(..a /b) et a- a--O
alors le systme (A, 1, .-,-,--, /, /) vdrifie les axiomes (1)-(9)
de la ddfinition 2.2. Pour que l’axiome 10) soit aussi vdrifid il
faut et il suffit que:

Nll) a--(b--c)-(aAb)--c
Des rsultats precedents on dduit immdiatement (en remarquant

que I) est une consequence de l’axiome Nll).


