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64. Caracterisation des algebres de Nelson
par des egalités. 1

Par Diana BRIGNOLE et Antonio MONTEIRO
Instituto de Mateméatica, Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina

(Comm. by Kinjird KuNuGI, M.J.A,, April 12, 1967)

1. Introduction. La notion de N-lattice, introduite par Helena
Rasiowa, [137], [14], joue un role fondamental dans 1’étude de la
logique constructive avec négation forte considérée par David Nelson
[12], et A. Markov [8]. Le calcul propositionnel correspondant a
été aussi étudié par N. Vorobiev, [16], [17].

Ce rdle est analogue a celui qui joue la notion d’algébre de Boole
(de Heyting) dans I’étude du calcul propositionnel classique (intui-
tionniste).

Les axiomes indiqués par Helena Rasiowa pour caractériser les
N-Lattices, auxquelles nous donnerons dans cette note le nom
d’algébres de Nelson, sont assez nombreux, et en outre ils ne sont
pas tous des égalités.

Nous nous proposons d’indiquer une caractérisation des algébres
de Nelson par des égalités, au moyen d’un nombre assez réduit
d’axiomes.

Nous supposerons connus les résultats indiqués dans [117.

2. La Définition de H. Rasiowa.

Rappelons tout d’abord la définition suivante:

2.1. Définition. Un systéme (A,1, ~, A, V) formé par 1°)
un ensemble, non vide, A; 2°) un élément 1€ A; 3°) un opérateur
monaire ~ défini sur A; 4°) deux opérations binaires A et V
définies sur A, sera dit ume algébre de Morgan, ou une algébre
quasi-booléenne, si les conditions suivantes sont vérifiées:

N1) zv1l=1

N2) sAEVY)=2

N3) 2AWYVI)=EAZ)VHYAZ)

N4) ~~E=1

N5) ~(EAY)=~zV ~Y

Un systéme (A4, A, V) vérifiant les axiomes N2), N3) est, d’aprés
M. Sholander [15], un réticulé distributif. De N1) on déduit que
1 est le dernier élément de A. On démontre immédiatement que

N5’) ~@VY)=~xN\~Yy
et que 0=~1 est le premier élément de A. A propos de cette

1) Les nombres entre crochets se rapportant aux ouvrages cités dans la biblio-
graphie dans la deuxieéme note.
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notion voir [1], [2], [4], [7], [10].

Rappelons maintenant la définition de N-lattice introduite par
H. Rasiowa [14].

2.2. Définition: Un systéme (A,1,~,—,—, A, V) formé par:
1°) un ensemble non vide A; 2°) un élément 1 € A; 3°) deux opérations
monaires ~,— définies sur A; 4°) trois opérations binaires —,
N, V, définies sur A, sera dit une Algébre de Nelson si les axiomes
suivants sont vérifiés:

Axiome 1: Si nous posons a<b pour indiquer que a—b=1 alors:

la) a<a

1b) Si a<b et b<c alors a<c

Axiome 2: Le systéme (4,1, ~, A, V) est une algébre de Morgan
et en outre la relation < définie par 1’équivalence

E) a<b st et seulement si a<b et ~b<~a coincide avec la
relation d’ordre du réticulé A.

Axiome 3: Si a<c et b<c alors (aVb)<c

Axiome 4: Si ¢<a et ¢<b alors c<(aAb)

Axiome 5: ~(a—b)<(a N ~b)

Axiome 6: (a A ~b)< ~(a—Db)

Axiome T: a<~—a

Axiome 8: ~—a<a

Azxiome 9: (aN ~a)—b=1

Axiome 10: a—(b—c)=1 si et seulement si

(aAb)—c=1

Axiome 11: —a=a—0 (ou 0=~1)

Dans cette définition figurent, en réalité, plus de 11 axiomes. Si
nous utilisons la définition 2.1 d’Algébre de Morgan; ’axiome 2 est
une facon abrégée d’indiquer 7 axiomes.

D’un autre co6té, I’axiome 11 peut étre considéré comme une
définition de ’opération —.

Rappelons encore que, d’aprés H. Rasiowa [14].

2.3. Lemme: Dans une algebre de Nelson nous avons:

N6) TN ~TZ<YV ~y quels que soient x,y € A.

La condition N6) est vérifiée dans le calcul propositionnel considéré
par S.C. Kleene [5], p. 153, [6] p. 334.

2.4. Définition: Une algébre de Morgan qui vérifie la condition
N6) sera dite une algebre de Kleene.

Cette notion a été considérée et étudiée par J. Kalmann [4],
sous un autre nom.

3. L’implication intuitionniste. Un ensemble ordonné A sera
dit réticulé inférieurement si chaque couple ordonné (a, b) d’éléments
de A a une borne inférieure a Ab. Rappelons la définition suivante:



No. 4] Caracterisation des algébres de Nelson par des egalités. I 281

(qui a un sens dans les ensembles réticulés inférieurement A est qui
est bien connue).

3.1. Définition: Nous dirons qu’il existe I’implication intui-
tionniste du couple ordonné (a,b) d’éléments de A, s’il existe un
élément ¢ de A tel que:

I1) ane<d

12) Si x est tel que a Ax<b alors x<c. Pour indiquer I’élément
¢ nous écrirons c=a=pb [3].

On voit de suite que si I’élément a=b existe il est univoquement
déterminé.

Nous ne savons pas si dans les algébres de Nelson A x=y existe
pour tout couple ordonné (x,y) d’éléments de A. En tout cas on
peut démontrer que

3.2. Théoréme: Dans une algébre de Nelson Uélément a
=(~a\/b) existe pour tout couple ordonné (a,b) d’éléments de A et
en outre a—b=a=(~a\/b) [117.

Rappelons les résultats suivants que nous aurons & utiliser par
la suite et qui sont valables dans tout ensemble réticulé inférieure-
ment A,

3.3. Lemme: Si A contient unm dernier élément 1 alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes:

1) a<b (2) a=b existe et a=>b=1

3.4. Lemme: Si a=b existe alors

aN(a=b)=aAb; (a=>b)\Nb=Db

3.5. Lemme: Si a=b et a=c ewistent alors a=(bAc) existe

et en outre

a=(bAc)=(a=b) A\ (a=>c)

Démontrons maintenant que

3.6. Lemme: St A est une algébre de Kleene dans laquelle
a=>(~a\/b) existe pour tout couple ordonné (a,b) d’éléments de A,
et si nous posons a—b=a=(~a\/b), alors les égalités suivantes sont
vérifiées:

N7) a—a=1

N8)  (a—b)A(~aVb)=~aVb

N9) aN(a—b)y=aA(~a\b)

N10) a—(bAc)=(a—Db)A(a—c)

D a—(a—b)=a—b

Démonstrations: N7) De a<~aVa et de 3.3 on déduit 1=a
=S(~aVa)=a—a

N8) Par 3.4 nous avons ~a\Vb<a=(~a\Vb)=a—b d’oi 'on
déduit NB8.

N9) Comme a=>(~a\/b) existe, N9 est une conséquence de 3.4.
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N10) Par hypothése
a—(bAc)=a=(~aV (bAe)=a=((~a VBN (~aVec)).
Comme a=(~a\Vb)=a—b et a=(~a\/ ¢)=a—c existent nous pouvons
écrire d’aprés 3.5
a—(bAc)=(a—b) A(a—c)

Montrons finalement

) a—(a—b)=a—b

D’aprés N8)

~a\ (a—b)<a—(a—b)
et comme a—b< ~a\/ (a—b), nous pouvons écrire
IN a—b<a—(a—b)
Il nous reste donc & démontrer que

Iy a—(a—b)<a—b
Par N9) nous avons:

aN(@a—(a—b)=aN(~aV(e—b)=(aN~a)V(aA(a—D))

=(@N~a)V(aA(~aVbd)=aA(~aVb)<~a\Vbd
¢’est-a-dire

1) aAN(a—(a—b)<~aVb
et comme a=>(~a\/b)=a—b existe par hypothése, de la condition I2
(Déf. 3.1) et de (1) on déduit: a—(a—b)<a—b et la démonstration
est terminée.

Comme conséquence immédiate de 3.2 et 3.6 nous pouvons
affirmer que

3.7. Corollaire: Les égalités NT)-N10) et I) sont valables dans
toute algebre de Nelson.

4, Caracterisation des algébres de Nelson par des égalites.

Les résultats précédents nous conduisent & étudier les systémes
(4,1, ~,—, A, V) que vérifient les égalités N1)-N10) et I.

4.1, Lemme: Si le systéme (A, 1, ~,—, A, V) est tel que les
égalités N1)-N10) et I) sont vérifiées alors a=(~a\Vb) existe pour
tout couple ordonmé (a,b) d’éléments de A et en outre a—b=a
S(~a\Vb).

Démonstration: Démontrons tout d’abord que

M) Si b<c alors a—b<a—ec
Supposons que b<c c’est-d-dire que b=bAc alors en utilisant N10),
nous aurons

a—b=a—(bAc)=(a—b) A (a—c)
c’est-d-dire a—b<a—c et M est démontrée.

Pour démontrer que a=>(~a\/b)=a—b nous avons i démontrer
d’aprés 3.1 que

1) aN(@a—b)<~a\Vb

12) Si aANx<~aVb alors x<a—b
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I1) est une conséquence immédiate de N9) Pour démontrer 12)
supposons que

aNE< ~a\Vb
En tenant compte de N8) nous pouvons écrire
aNt<(~a\Vb)A(a—b)<a—b
d’ot par (M)
a—(a A x)<a—(a—Db)
C’est-a-dire, d’aprés N10) et I)
(a—a) A\ (a—x) < a—b

ou encore d’aprés NT)

1 a—x<a—b
D’autre part d’aprés N8):

2) r< ~aVrelo—w
De (1) et (2) on déduit x<a—b; ce qu’il fallait démontrer.

Rappelons maintenant le résultat suivant:

4.2. Théoréme: Si (4,1, ~, A, V) est une algébre de Kleene
dans laquelle a=>(~a\/b) existe pour tout couple ordonné (a,b)
d’éléments de A et si mous posons a—b=a=(~a\/b) et —a=a—0
alors le systeme (4,1, ~,—,—, A\, V) vérifie les axtomes (1)-(9)
de la définition 2.2. Pour que Uawxiome 10) soit aussi vérifié il
faut et il suffit que:

N11) a—(b—c)=(a ANb)—c [11].

Des résultats précédents on déduit immédiatement (en remarquant
que I) est une conséquence de ’axiome N11).



