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214. Sur une certaine classe d’opérateurs différentiels
ordinaires, elliptiques et dégénérés

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. J.A., Nov. 12, 1968)

1. Opérateurs traités L et espaces de Sobolev avec poids Wi
Désignons par R* et par R. les ensembles des nombres réels et des
nombres positifs respectivement. Leur point générique est noté par .
Soient L*(RY, L*(R.) et H"(R.) (r: entier =0) l'espace des fonctions
mesurables carrés sommables sur R, celui sur R et I’espace de Sobolev
habituel d’ordre 7 sur C respectivement. La transformée de Fourier

de 7(t) e LX(RY) est définie par ssz(r)=j+°°e-itr FB)dt.
Nous traitons dans ce mémoire un opérateur L de la forme
Lu(t)=L(t ; D)u(t) = %} Pr(D){t*ru(t)} (1)
h=0

sur la demi-droite R, ol D,=i"'d/dt, et
(i) Les P*(D,) (0<h=<k) sont des opérateurs différentiels ordinaires
d’ordre <(m—h) & coefficients constants complexes :

PYD)="Y piDi, @}eC,0sh=<ketO=jsm—h)  (2)
J=0

et les k et m sont deux entiers donnés tels que

0<k<m; (3)
(ii) Parmi eux, PY(D,) est un opérateur elliptique d’ordre m avec
%=1, c’est-d-dire, le polynéme P(t) ne s’annule jamais sur R.

Soient m, et m_ les nombres des zéros du polyndme P%(z) situés
dans les demi-espaces Imz >0 et Imr <0 respectivement. On a alors
m=m,+m_. Le casolu m,=0 ou m_=0 est permis.

Nous définissons ensuite ’espace de Sobolev avec poids W7 sur
lequel opére L. Etant donnés, en général, deux entiers 1 et u tels que
0< 1 <4, nous désignons par W I’espace vectoriel complexe défini par

Wi={u(t) e H-*(R') ; t*u(t) ¢ H(R')} (4)
muni de la structure hilbertienne naturelle. Cet espace peut étre
identifié avec un sous-espace vectoriel de L*(RY) par le prolongement
par 0 hors de R:. de chaque élément. Notons cette application:
WioLARY) par w(t)—u(t). Et, si 0<p <4, alors I'inclusion par identi-
fication W2c Wiz} est continue.

Quel que soit u(t) élément de W2, il existe des valeurs suivantes
qui sont majorées par la norme de u(t) dans W2:
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7M= ltl}‘f)l Diu(t) , pour 0=/<A—p—1, si A>pu; et
72FU=D*FU(7)),o, pour 0<h=<p—1, si u>0.

Nous considérons dés maintenant 1'opérateur L défini par (1)
comme une application linéaire continue de W7 dans Wi=L*R.). Et
nous notons par u(t)—% ’application linéaire continue de Wi dans C™
définie par

ﬁ:t{rou: oy Tm-n—1Us TOC_F’ITL, ) rk-1ga}' (5)
L’opérateur L devient, par la transformation de Fourier,
L=i(c;D)= 3 Pe)(—D )", (6)
h=0

Il nous convient d’introduire les polyndmes Q,(z) d’ordre <(m—Fk
—1—9):

Q=3 "5 hri-rezaypi-ngi-r-e1 pour 0<g<m—k—1. (7)

h=0 j=h+q+1
Nous avons d’abord une formule importante (de Stokes) :

L(z; D)FUR) =TT @)+ 3 7o Qul), pour u) e We.  (8)

2. Position du Probléme, Hypothése et le Théoréme. Soit
m,>0. Alors, on se donne de nouveau une application linéaire (c’est-
a-dire, une matrice) B de C™ sur C?, et un probléme se pose par le
couple {L, B} comme suit:

Probléeme. FEtant donnés une fonction g(t) e L*(R:) et un m,-
vecteur be C™ quelconques, trouver une solution u(t) e Wir de U'équation

Lw)(t)=9(t) et DBi=>. (9)
(Si m,=0, alors le probléme se pose en supprimant la condition sur %
dans ’équation (9)).

Cette formulation du probléme est déja classique dans la théorie
des équatione elliptiques non-dégénérées comme probléemes aux limites
généraux non-homogénes (voir, par exemple, [2]). Dans cette théorie
classique, il s’agissait d’une condition sur @, dite de Shapiro-Lopa-
tinski. Pour le probléme présent, nous pouvons également formuler
une condition analogue que nous appelons aussi celle de Shapiro-Lopa-
tinski. Nous allons éclaircir cette circonstance sous une condition
supplémentaire sur L suivante :

Condition. Les zéros {p,}_, du polynome

Oo(0) = éopfn;’;_ki"p(p—l)- (o—h+1) (10)

vérifient les trois hypothéses qui sutvent :
(1°) Aucun d’eux ne soit entier,
(2°) Awucune des différences p,—p,; A1=<1<j<k) ne soit entier,
(8°) Les parties réelles des p, soient toutes <<(k—m—3$).
Sous cette Condition sur L, il existe une matrice carrée R d’ordre
m (R :C"—C™) déterminée par L. QR est une projection (R*=QR) du
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rang m, dont nous expliciterons la construction. Alors, nous définis-
sons une condition sur & en utilisant cette R :

Condition de Shapiro-Lopatinski sur B: Il existe une application
linéaire (¢’ est-a-dire, une matrice) 9 : C*—C™ telle que

(@) BD=Tidentité sur C™, et que, B RD=9.

Cela posé, nous énoncons le théoréme d’existence et d’unicité :

Théoréme. Sous la Condition sur L ci-dessus, Papplication u(t)
—{Lu(t), P} est un isomorphisme de W sur L*(R.) X C™, st la matrice
P satisfait @ la Condition de Shapiro-Lopatinski. (Si m,=0, alors
nous avons I'isomorphisme L de W™ sur L*(R.)).

3. Constructions essentielles et ’esquisse de la preuve. Soit ¢
un parameétre réel. Désignons par {é (7, 0)}¢_; le systéme des solutions

Lz ; D,)é,(z-, 0)=0, pour 7 ¢ R,
{ Dbt oot ian | pour 1sisk. @D

Ensuite, étant donnée une fonction ¢(z) (polynéme ou de classe L*(RY)),
notons par E’(p(z') la solution unique de I’équation

{ Lz I})(ﬁ'(p)(r):go(r), pour 7 e R, } 12)
DI~ *(E¢)(0)=0, pour 1<j<k.
Nous posons encore
5 BQ. (), sil<l<m—k
U — -1 ’ =l= ’
®) {ém_m(r, 0), si m—k+1<I<m. } (13)

Et nous définissons enfin une fonction 9J(r ; F) dépendante linéaire-
ment & un m-vecteur ¥ ¢ C™ en posant

U ; F)= 3 F,U,z), pour F=4F,, ..., F,} ¢ C" quelconque. (14)
i=1

Alors, nous avons, de la formula de Stokes (8),
{ iFa(r)=E'{§(Lu)~}(f)+CU(r ; %), ou encore
wWt)=E(Lw))®)+U(t; %),

N

ou

}, pour w(t) e Wy, (15)

E=9BF, et Ut; F)=g-1[q7(r s . (16)

La Condition sur L dans le paragraphe 2 nous donne des estima-
tions importantes des Ijz(z') et de leurs dérivées lorsque = tend vers
4+ 00 ou —co. Et celles-ci impliquent les Propositions 1 et 2 suivantes :

Proposition 1. L'application: F— . (t; F) est linéaire et con-
tinue de C™ dans Wo.

Proposition 2. L’application: g(t)—(Eg).(t) est linéaire et con-
tinue de L*(R.) dans Wr.

Dans ces Propositions, la fonction f,(f) désigne, en général, la
restriction sur R, d’une fonction f(¢) définie sur R.. Nous écrivons
aussi par f.(f) son prolongement par 0 hors de R%. qui a été écrite
comme (f, ().
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Gréce & ces Propositions, nous pouvons définir enfin la matrice R
en posant
RF =, (- ; F))~, pour FeC™ quelconque. an
Et nous pouvons appliquer la formule (15) & u@®=U.(¢; F). Nous
avons
U, Fy=Ut; RE)=U,(t ; RF), pour tout F e C™, (18)
en tenant compte de I’équation
LU),(t; F)=0, pour tout Fecm. 19
D’ol1 'on voit que R est une projection. Pour savoir son rang, nous
avons d’abord besoin d’'un lemme suivant :

Lemme. Etant donné un F e C™, supposons que Von ait U(t; F)
=0 comme distribution sur R*. On a alors que F=0.

Ce Lemme est une conséquence immédiate du fait que les poly-
ndmes {Q,(7)}r#-* engendrent tous les polyndomes d’ordre <(m—k—1)
a cause de la Condition sur L dans le paragraphe 2.

D’autre part, étant donné un F e C™, la fonction Uz ; RF) est
holomorphe dans le demi-plan inférieur: Im 7 <0, tandis que la fone-
tion U(r ; F— RF) Pest dans le demi-plan supérieur: Im r>0. Nous
voyons de plus que, si U(r ; F) est une fonction entiere, alors F=0.
Ces considérations sur I’holomorphie de {J(z ; F), surtout autour de
chaque zéro de P(z), nous donnent enfin la Proposition suivante :

Proposition 3. Le rang de la matrice R est égal & m,.

Nous omettons les démonstrations détaillées des Propositions 1,
2, et 3.

Enfin, la solution w(t) de I'équation (9) existe pour la donnée
(g(®), b) quelconque, et s’écrit briévement

u®)=Gg®)+K(t; b), (20)
ol
{ Ggt)=(E9.O)—UE; DB(EG).)") e Wy, et
K;b)=U(t; Db) e Wr.
L’unicité de la solution est garantie par le Lemme précédent. Le
Théoréme est donc établi.

Nous remarquons ici que les opérateurs G: LA(R,)—-Wr et K: C?
—Wm définis par (21) correspondent & l'opérateur de Green et au
noyau de Poisson respectivement dans la théorie habituelle des pro-
blémes aux limites généraux du type elliptique non-dégénéré. IL’opéra-
teur G est un isomorphisme de L*(R.) sur un sous-espace vectoriel
fermé de Wo défini par

D, gy={u(t) e Wg; Bii=0}. (22)

4, Commentaires. I’opérateur adjoint formel & L(t;D,) peut
8tre écrit sous la méme forme que (1). Dongc, il sera intéressant de
considérer des problémes adjoints (probablement dans le méme cadre

21
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Wm™). Mais malheureusement, la Condition sur L introduite dans
le paragraphe 2 n’est pas conservée par passage a ’adjoint.

Le présent travail a été motivé par la thése de Monsieur M. S.
Baouendi [1]. L’auteur désire lui exprimer la reconnaissance pour
les discussions si fructueuses. Le détail de la démonstration du
Théoréme ci-dessus sera publié bientot.
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