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214. Sur une certaine classe d’op&ateurs diffdrentiels
ordinaires, elliptiques et d$gnrs

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjir5 KtYNVGI, M.J.A., Nov. 12, 1968)

1. Oprateurs traits Let espaces de Sobolev avec poids W.
Dsignons par R et par R+ les ensembles des nombres rels et des
nombres positffs respectivement. Leur point gnrique est not par $.

Soient L(Rx), L(R+) et H(R+) (r" entier =>0) l’espace des onctions
mesurables carrs sommables sur R, celui sur R+ et l’espace de Sobolev
habituel d’ordre r sur C+ respectivement. La transorme de Fourier

de f(t)e L(R1) est dfinie par f(v)= _ooe-if(t)dt.
Nous traitons dans ce mmoire un oprateur L de la orme

Lu()L( Dt)u(g)= P(Dt)(-hu(g)) ( 1

sur la demi-droite R+, oh D-i-d/d, et
(i) Les P(Dt) (O<=h<=k) song des opgra$eurs diffdreniels ordinaires
d’ordre <= (m- h) coefficiengs consgangs complexes"

Ph(Dt)-- , pDt, (py e C, O<h<ketO<j<=m-h) (2)
J=O

et les k et m sont deux entiers donngs tels que

O<k<m; (3)
(ii) Parmi eux, P(Dt) est un opdrateur elliptique d’ordre m avee
po_ 1, e’est--dire, le polyn6me P(v) ne s’annule ]amais sur R.

Soient m+ et m_ les hombres des zros du polyn6me P(v) situs
dans les demi-espaces Imv0 et Imv <0 respectivement. On a alors
m-m+ /m_. Le cas oh m+-0 ou m_-0 est permis.

Nous dfinissons ensuite l’espace de Sobolev avec poids W, sur
lequel opre L. Etant donns, en gnral, deux entiers et/ tels que
0__</z, nous dsignons par W l’espace vectoriel complexe dfini par

W-(u(g) e H-(R+) gu(g) e H(RX+)) ( 4 )
muni de la structure hilbertienne naturelle. Cet espace peut 6tre
identifi6 avec un sous-espace vectoriel de L(R) par le prolongement
par 0 hors de R+ de chaque 616ment. Notons cette application"
WL(R) par u(t)-(t). Et, si 0</J__<2, alors l’inclusion par identi-
fication WcW:] est continue.

Quel que soit u(t) 616ment de W, il existe des valeurs suivantes
qui sont major6es par la norme de u(t) dans W"
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’u----limD[u(t) pour 0__<]__<2--/--1, si 2/2; et
t0

TF=DF(v)Io, pour 0_<_ h=< /2 --1, si 0.
Nous consid6rons ds maintenant l’op6rateur L d6fini par (1)

comme une application lin6aire continue de W dans W=L(R). Et
nous notons par u(t) l’application lin6aire continue de W dans C
d6finie par

=’{0u,..., __u, 0,"" ", -}. (5)
L’op6rateur L devient, par la transformation de Fourier,

LL(v D) P(v)(-D)-. 6
k=O

I1 nous convient d’introduire les polyn6mes Qq(v)d’ordre g(m-k
-l-q)"

Qq(r)- h i--(+q-vv pour O<q<m-k-l= (7)
h=O j=h+q+l

Nous avons d’abord une formule importante (de Stokes)"
m-k-1

(v D,)(r)=(Lu)(v)+ yqU. Qq(r), pour u(t) e W. ( 8 )
q=0

2. Position du Problme, Hypothse et le Th6orme. Soit

m+ >0. Alors, on se donne de nouveau une application lin6aire (c’est-
-dire, une matrice) de C sur C, et un problme se pose par le
couple {L, } comme suit"

Problme. Etant donnds une fonction g(t)eL:(R) e$ un m+-
vecteur b e C quelconques, trouver une solution u(t) e W de l’dquation

(Lu)(,)-- g(t) et -b. 9 )
(Si m+-0, alors le problme se pose en supprimant la condition sur fi
dans l’6quation (9)).

Cette formulation du problme est d6j classique dans la th6orie
des 6quatione elliptiques non-d6g6n6r6es comme problmes aux limites
g6n6raux non-homognes (voir, par exemple, [2]). Dans cette th6orie
classique, il s’agissait d’une condition sur , dire de Shapiro-Lopa-
tinski. Pour le problme pr6sent, nous pouvons 6galement formuler
une condition analogue que nous appelons aussi celle de Shapiro-Lopa-
tinski. Nous allons 6claircir cette circonstance sous une condition
suppl6mentaire sur L suivante"

Condition. Les zdros {p)= du polyn6me

#0(P) - "(p 1)... (p- h+ 1) (10)m+k-k
k=0

vdrifient les trois hypotheses qui suivent"
(1) Aucun d’eux ne soit entier,
(2) Aucune des diffdrences p,--p (1 ] k) ne soit entier,
(3) Les parties rdelles des p soient toutes<(k-m-).

Sous cette Condition sur L, il existe une matrice carr6e d’ordre
m (’CC) d6termin6e par L. est une projection (:-) du
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rang m/ dont nous expliciterons la construction. Alors, nous dfinis-
sons une condition sur

_
en utilisant cette :

Condition de Shapiro-Lopatinski sur _@" I1 existe une application
lingaire (c’est--dire, une matrice) " C’:--+C telle que

() =l’identitd sur C, et que, () =.
Cela pos, nous nonons le thorme d’existence et d’unicit
Thorme. Sous la Condition sur L ci-dessus, l’application u(t)

{Lu(t), } est un isomorphisme de W sur L(R) C, si la matrice
satisfait la Condition de Shapiro-Lopatinski. (Si m+=0, alors

nous avons l’isomorphisme L de W sur L(R)).. Constructions essentielles et l’esquisse de la preuve. Soit a
un paramtre rel. Dsignons par {(v, a)}= le systme des solutions

L(v;D)(v, a):0, pour re R,), pour l<l<k. (11)D-*t(r, a)==(l]k)
Ensuite, tant donne une fonetion (r) (polyn6me ou de elasse
notons par (r) la solution unique de l’4quation

L(r; e,)(E)(r)=(r), pour v e R*,}D[-’(E)(O) O, pour 1 ] k.
(12)

Nous posons eneore

U(r)= ._(r, 0), si m--+lN1Nm.
Nt nous dfinissons enfin une fonetion (r ;P) d@endante linaire-
meng un m-veeteur e C en osant
@(r ;)- PU(r), our ={N, ..., N} e C queleonque. (14)

Alors, nous avons, de la formula de Sokes (8),
a(r)--{(Lu)-}(r)+( ;), ou encore , pour U() W, (15)
U(t) E((Lu))(t) + W(t ),

o
E=-*E, et (t;F)--*[(r ;F)]. (16)

La Condition sur L dans le paragraphe 2 nous donne des estima-
tions importantes des t(r) et de leurs drives lorsque tend vers
+ ou --. Et celles-ci impliquent les Propositions Iet 2 suivantes

Proposition 1. L’application" F+(t F) est lingaire et con-
tinue de C dans W.

Proposition 2. L’application: g(t)(E)+(t) est lin&ire et con-
tinue de L=(R) dans W.

Dans ces Propositions, la fonction f+(t) dsigne, en gnral, la
restriction sur R d’une *onction f(t)d4finie sur R. Nous 4crivons
aussi par f+(t) son prolongement par 0 hors de R qui a t crite
comme (f+ (t))-.
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Grace ces Propositions, nous pouvons dfinir enfin la matrice
en posant

/=(cU/(. )), pour / e C quelconque. (17)
Et nous pouvons appliquer la formule (15) u(t)-cU/(t;F). Nous
avons

cU/(t )-cU(t F-)-cU/(t; ), pour tout/ e C, (18)
en tenant compte de l’quation

(LcU)+(t )-0, pour tout e C. (19)
D’oh l’on voit que

_
est une projection. Pour savoir son rang, nous

avons d’abord besoin d’un lemme suivant"

Lemme. Etant donnd un F e C, supposons que l’on air cU(t ;F)
=0 comme distribution sur R. On a alors que F=0.

Ce Lemme est une cons6quence imm6diate du fair que les poly-
n6mes {Q(v)}__-0- engendrent tous les polyn6mes d’ordre <(m--k--l)
K cause de la Condition sur L dans le paragraphe 2.

D’autre part, 6tant donn6 un F e C, la fonction cU(v _F) est
holomorphe dans le demi-plan inf6rieur" Im v<=0, tandis que la fonc-
tion c/(v ;/--/) l’est dans le demi-plan sup6rieur" Im v>_0. Nous
voyons de plus que, si
Ces consid6rations sur l’holomorphie de c/(v ;/), surtout autour de
chaque z6ro de P(v), nous donnent enfin la Proposition suivante

Proposition 3. Le rang de la matrice v_ est dgal m+.
Nous omettons les d6monstrations d6taill6es des Propositions 1,

2, et 3.
Enfin, la solution u(t) de l’6quation (9) existe pour la donn6e

(g(t), b) quelconque, et s’6crit brivement
u(t) Gg(t) + K(t b), (20)

o
Gg(t)=(E)/(t)--cU(t;..((E)/)) W’2, et (21)
K(t; b)- U(t _q)b) e W.

L’unicit de la solution est garantie par le Lemme precedent. Le
Thorme est doric tabli.

Nous remarquons ici que les oprateurs G" L (R/)-.W et K" C
--*W dfinis par (21) correspondent l’oprateur de Green et au
noyau de Poisson respectivement dans la thorie habituelle des pro-
blames aux limites gnraux du type elliptique non-dgnr. L’opra-
teur G est un isomorphisme de L(R+) sur un sous-espace vectoriel
ferm de W dfini par

D,.-{u(t) e W _=0}. (22)
4. Commentaires. L’oprateur adjoint formel L(t ;Dt) peut

tre crit sous la mme forme que (1). Doric, il sera intressant de
considrer des problmes adjoints (probablement darts le mme cadre
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W). Mais malheureusement, la Condition sur L introduite dans
le paragraphe 2 n’est pas conserv6e par passage l’adjoint.

Le pr6sent travail a 6t6 motiv6 par la th6se de Monsieur M. S.
Baouendi [1]. L’auteur d6sire lui exprimer la reconnaissance pour
les discussions si fructueuses. Le d6tail de la d6monstration du
Th6or6me ci-dessus sera publi6 bient6t.

[1]

[2]
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