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31. Sur linvariant de Dickson

Par Akiko YOSHIOKA
Université de la Préfecture d’Osaka

(Comm. by Kenjiro SHODA, M. J. A., March 12, 1969)

1. Dans son célébre livre “Linear Groups” [1], L.E. Dickson a

introduit un certain polynéme bilinéaire D(u) défini par les coefficients
de la matrice correspondant & une transformation symplectique
définie sur un corps de caractéristique 2, et il a montré qu’il existe un
sous-groupe du groupe symplectique laissant invariante la valeur de
D(w). Nous ne savons pas le fond de sa considération de D(u).
Quarante ans apres, C. Arf a introduit le pseudo-discriminant 4(Q)
associé & une forme quadratique @ et il a montré qu’a une classe
d’équivalence de formes quadratiques non dégénérées et non défectives,
correspond un pseudo-discriminant modulo p(K) ou P(K) désigne
I’ensemble des éléments de K* ayant la forme p(a)=a*+a, a € K*.
Plus précisément, si Q, est une forme quadratique transformée de Q
par une transformation symplectique %, on a la relation 4(Q,)=4(Q)
(mod p(K)) [2]. En utilisant l’algebre de Clifford, J. Dieudonné a
montré dans [4] que cette relation peut &tre écrite sous la forme
(1) A(Q,) = 4(Q)+ p(D(w)).
Ce fait montre que D(u) joue un réle important dans les recherches du
groupe orthogonal et de la classe d’équivalence de formes quadratiques.
Dans ce travail nous étudions les propriétés de D(u) dans le groupe
des similitudes orthogonales.

2. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2 et E un

espace vectoriel & droite sur K de dimension paire 2m. Soit Q une
forme quadratique sur E:

(2) Qixa+ yf)=Qa’*+Q(y)B*+ f(x, papB, x,yeE;a,feckK,

ol f est une forme bilinéaire alternée sur E X E. Désignons par
GS»,, (1) Sp,, () GO,n(Q) et 0,,(Q) (ou simplement, par GS,, S,, GO
et 0), le groupe des similitudes symplectiques, le groupe symplectique,
le groupe des similitudes orthogonales et le groupe orthogonal. Une
fois pour toutes, nous fixons une forme quadratique non dégénérée et
non défective sur E. Par conséquent, nous entendons la base sym-
plectique, les groupes GS,, S, etc., toujours définis par rapport a la
forme f déterminée entiérement par Q. On trouve les définitions et
les notions dans [5].

Fixons une base symplectique e, ---, en, €, - -+, e,>. Soit
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U= (c D), A=(a,), B=(b;)), C=(c,), D=(d,), la matrice corres-

pondant & une transformation linéaire u de E par rapport & cette
base. On voit facilement que, pour que u soit une similitude
symplectique de multiplicateur p,, il faut et il suffit que U satisfasse

a la condition t (‘é g) (g Ig) (‘é g) = (/(L B K “3 , Cest-a-dire aux
relations suivantes:

(3) '‘CA+'AC=0, 'AD+'CB=p,E, 'DB+‘BD=0;

(4) B‘A+A'B=0, D'‘A+C'B=p,E, D'C+C'D=0".

En écrivant Q(e)=a; et Q(e)=p;, 1 < ¢ < m, on appelle Uinvariant

m

i,J=1

discriminant de Q A(Q):iaiﬁi.
i=1

Considérons 'algébre de Clifford C(Q) associée & Q. C’est une
algébre engendrée par e, - - -, ey, €, + - -, e, et 'unité, de rang 2™ sur
K et définie par les relations

ei=a; e’=p;
(5) ee;=eje;, elej=eje];

eej+eje,=0,, 1=t,j<m.
Les éléments de degré pair de C(Q) forment une sous-algébre C*(Q) de
C(Q), de rang 2! sur K. Elle est engendrée par les produits e;e;, e;e;,
elej, 1<1, j<m et 'unité.

Soit % une similitude symplectique de multiplicateur x,. Au
moyen de (3) et (4) on obtient les relations suivantes:

u(e)’=Qule)), ule))*=Qule));
(6) u(eule) =uleule), ule)ule))=ule))ule!) ;

uleule;) +ulepule) =0y pt,, 11, j<m.
Comme <{u(e), - - -, u(e,), ule)), - - -, ule,)> est une base symplectique,
les relations (6) montrent que u(e)), - - -, u(e,), ue)), - - -, ue,) et 'unité
sont aussi les générateurs de C(Q). D’autre part, si 'on pose Q,(x)
= Q(u(x)) pour tout x de E, @, est une forme quadratique non dégénérée
et non défective sur E. Alors, I'algébre de Clifford C(Q,) associée a
Q. coincide & C(Q), et sa sous-algébre C*(Q,) coincide & C*(Q).

Le lemme suivant donne l’identité correspondant & (1) pour les
similitudes symplectiques.

Lemme 1. Pour tout w de GSp,, (f) on a
1) 4(Q,)=4(Q) p3,+ D(w)*+ D(w) pt,.

Soit (‘&1 g) la matrice correspondant a u par rapport a la base
symplectique {e;, - - -, e, €&, - -+, ep>.

1) Comme tU est aussi la matrice correspondant 3 une similitude symplectique
de méme multiplicateur pg,.
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Nous avons remarqués qu’on peut obtenir directement cette
identité par le calcul de 4(Q,)= ZQ(u(ez))Q(u(e{)), au moyen des
relations (3) [6]. Mais ici, nous allons le démontrer en appliquant au
groupe GS, la méthode de Dieudonné qui utilise I'algébre de Clifford,
c’est parce que cette méthode est utile pour montrer le théoréme
ultérieur.

Considérons les éléments z=%eiei’ et u(z)=f]u(ei)u(e.’) dans
i=1

Palgébre C*+(Q)=C*(Q,). Alors,ona 4(Q)= iQ(ei)Q(ei Z,e2 =2+ 7.
Les relations (3), (4) et (5) entrainent u(z) Zu(ez)u(e) Z{Z(ehau
+ eth)Zk] (exbi; + exdiy)} = hZ Qlen)nibn; + hZ; Q(en)cmdm + (Zh]eneh);zu
+23bnini=Dw)+zp,. En utilisant les relations (5), on a wu(z)?
=h§] u(e)ule)ule)ule)) + Z‘ u(e)u(e))ule)ule) = Z u(e;) {ule)ule))

+ /xu}u(ez) A(Qy) +ulz) . D’ou onad(Q,)= u(z)2+1/«(z),au——{l7(u)+z)uu}2
+{DW) + gt} prn= &2+ 2) 13, + DW)* 4 D(w) pr, = Q) 3, + D(w)* + D(w) ..
Théoréme. Pour tout u de GO,,(Q) et pour tout v de GS,, (f)
on a Uidentité
(D) D(uv)=Dw) pt,+ D) 1.
En effet, pour un élément arbitraire v de GS, posons e, =u(e;),

ei=ule), 1si<m et &= Zeiei Soit (‘é g) la matrice correspondant

a un élément w de GSp, par rapport & la base symplectique <{g,, -

ey &my &1 vy &ny.  En utilisant les relations (3), (4) et (6) on peut
calculer w(¢) de méme que u(z): 'w(C)=Zw(si)’w(eé)=Z;Q(si)awbu

+;Q(eg)cudw+(%}bi,cu)ﬂu%-(Zsieé)yw. Si u appartient & GO, on a
Qle)=a;p, et Qe)=L;p,. Alors, on a w()= {Z(mawb,]—i—ﬁlcwdu
+ 00 e+ C o= Dy gty + Epre 0% Dy(w) = Z(“z 1400y Bueyyd
+byy¢;). Comme =u(z)=Dw)+zp,, on en dédult que wu(z)=w(g)

=D, (W) pr, + (DW) + 2 2,) 1y =D (W) pto, + D) 1, + 22 1o D’aurtre part,
on a wu(z) = D(ww) + 2y, = D(wu) + zpt,, 7). Done on a D(wu) =D, (w) p,,
+D(u)p,. Comme (61 g) est la matrice correspondant & w par
rapport & la base {u(e), - - -, u(e,), ule)), - - -, ule,)>, elle est aussi la
matrice correspondant & u-'wu par rapport a la base {e,, - - -, en, e, - - -
coe,ep>. On a alors D(wu)=Du'wuw)p,+D@)p,. Si lon pose
v=u"'wu, on a VeGS, Mtpo=uwm-1=M, € on a Duv)=D)pu,
+D(w) 2,

2) L’application u—p, est un homomorphisme de GS, dans le groupe multi-
plicatif K* formé des éléments non nuls de K.
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Grace au lemme 1, pour tout v de GO on a D(u)*+ D(u)p,=0,
c’est-a-dire D(w)=0 ou =y,. Un élément u de GO tel que D(u)=0
est appelé similitude directe orthogonale. Pour u et v de GO tels que
D@w)=0 et D(v)=0, l'identité (D) entraine D(uv)=D(wvu)=0. Alors,
les similitudes directes orthogonales forment un sous-groupe de GO.
On Vappelle le groupe des similitudes directes orthogonales et on le
désigne par GO;,(Q) ou par GO*. Dans le groupe orthogonal O, on peut
définir O* comme le sous-groupe formé des éléments qui se représentent
comme produit d’'un nombre pair de transvections orthogonales (par
exemple, cf. [8]). Mais, dans le groupe des similitudes orthogonales
GO, comme GO n’est pas en général produit direct de O et du groupe
des homothéties, il existe un élément qui ne peut étre représenté comme
produit de transvections orthogonales et d’'une homothétie. Pour cette
raison, il n’est pas juste de définir GO* comme le sous-groupe formé
des éléments qui se représentent comme produit d’'un nombre pair de
transvections orthogonales et d’'une homothétie.

Pour une homothétie 7, associée & un élément a de K*, on a D(h,)
=0. Alors, le groupe des homothéties H est contenu dans GO*. Soit
ue GO. Si Dw)=p,, comme 0=DA)=D@wu")=Dw)t,-1+Du ",
=1+Du Yy, d’aprés (D), on a D(u™")=p;'= pt,-1. Si D(u)=0, comme
DwYp,=0, on a D(u~)=0. Soient 4 un élément de GO* et v un
élément arbitraire de GO. Pour v tel que D()=0, de l'identité (D)
on a D(uv=)=D®) ttyp-1+{DW) o1+ D@ ) pt, } pts=D(u)=0. Pour v
tel que D(v)= p,, de l'identité (D) on a D(vuv=")={D(®) tt,, + D(u) tt,)} f1o-1
+ D™ plow= tottatto-r+DW) + 5 ttoy =D@)=0. Donec, GO* est un
sous-groupe distingué dans GO.

m m
Soit @ un vecteur non singulier de E tel que a=3 ea;+ > e/a; et
i=1 i=1

soit % une transvection orthogonale définie par a: u(x)=x+aaf(x, @)
pour tout x de E, o « désigne Q(a)~!. Comme on a u(e;)=e; + aaa; et
u(e])=e/+aaa;, la matrice correspondant & u par rapport & la base

g aqe, aoe P
5”,+, Lt/ 2 f). On en déduit

<el,...,em,e{,...,e,;>a1aforme< ¢
awo; 0+ aja,

Dw)=1.

Lemme 2. Pour deux u, v de GS,, on a Pidentité

D(@v)=D @)t + D) pro+ 3-1Q(u(e) + s}
(D)

+ ;{Q(u(eé)) + Bittu} i
on &, et 1, sont les i-iémes coefficients diagonaux de A'B et de C'D,
pour la matrice <61 IB;) correspondant d v par rapport & la base

<e1y ctty €y el,, crty e,f,).
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En effet, comme on a déja vu, si ‘é IB; est la matrice correspon-

dant & un élément w de GS, par rapport & la base symplectique
<u(e1)’ ttty u(em), ’M(e{), tt u(e,@)), on a wu(z) = Z Q(u(ei))aijbij
+ZQ(u(eé))ch“+(Zj.bucu)yu+(D(u)+z)uu);zw D'autre part on a
wulz) = D(wu)+zﬂww Zjbwcu— u(w)',‘z;aiaijsz'l'z‘;ﬁicijdij et D, (w)
=Dwwu). Dou on a Dwu)= D(u§ P+ D wu) yu+iZj{Q(u(ei))
+ ai#u}awbu + Z{Q(u(e{)) + ,Bfﬂu}cudtj En posant j;:la’ijbij = éi’ ;lcijdij
=y, et v= u‘l'wu on obtient (D). ) )

Considérons les transformations linéaires v,, w,, 1<h, k< m telles
que vy(e)=e;, vi(e))=e0:n+ e/, wile)=e,+e 0, wle)=e, L<i<m.
Alors on voit que v,, w,eS, et que D(v,)=a, et D(wy)=p,;. Les
matrices (lg g’”‘> , g E> correspondent & v,, w, respectivement,

kk
oll E;, est la matrice dont le (I, I)-coefficient est égal a 1 et tous les
autres sont nuls. Comme on a Qv,(e))=a,+B,+1 et Qw,(e))=a;
+ B +1, en général v,, w, n"appartiennent pas a O.

Proposition. Pour qu'un élément u de GS, appartienne a GO, il
faut et il suffit que u satisfasse d Uidentité (D) pour tous les v,, wy,
1<h, kE<m.

La condition nécessaire est évidente d’apres le théoréme.
Supposons que (D) soit établi pour un élément u de GS, et pour les v,,
Wy, 1< h, k<m. De l'identité (D’), on a les équations suivantes:

g:ml{Q(u(ei)) +apa}+ g{@(u(e{)) + Bt} =0,
g{Q(u(ez)) +apa}éi+ iZZ{Q(u(e{)) + Bata) =0,

ol &;, 1y &i, m; sont les i-iémes coefficients diagonaux des matrices
EE,,, OE, EO, E,,E, respectivement. Les équations (8) ont les 2m
l

(8)

solutions (0 ---010 ... 0), 1<1<2m, non triviales et linéairement
indépendantes. Donc, tous les coefficients de (8) sont nuls, ¢’est-a-dire
Qule))=a;pty, Que]))=Bipty, 1<i<m, et u e GO.
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