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31. Sur l’invariant de Dickson

Par Akiko YOSHIOKA
Universit de la Prefecture d’Osaka

(Comm. by Kenjiro SHODA, M. J. A., March 12, 1969)

1. Dans son clbre livre "Linear Groups" [1], L.E. Dickson a
introduit un certain polyn6me bilinaire D(u) dfini par les coefficients
de la matrice correspondant k une transformation symplectique u
dfinie sur un corps de caractristique 2, et il a montr qu’il existe un
sous-groupe du groupe symplectique laissant invariante la valeur de
D(u). Nous ne savons pas le fond de sa consideration de D(u).
Quarante ans aprs, C. Arf a introduit le pseudo-discriminant (Q)
associ une forme quadratique Q et il a montr qu’ une classe
d’quivalence de formes quadratiques non dgnres et non dfectives,
correspond un pseudo-discriminant modulo p(K) off p(K) dsigne
l’ensemble des lments de K* ayant la forme p(a)=a+a, a eK*.
Plus prcisment, si Q est une forme quadratique transforme de Q
par une transformation symplectique u, on a la relation (Q)=_z(Q)
(mod p(K)) [2]. En utilisant l’algbre de Clifford, J. Dieudonn a
montr dans [4] que cette relation peut tre crite sous la forme

( 1 ) z/(Q) z/(Q) + p(D(u)).
Ce 2air montre que D(u) joue un rSle important darts les recherches du
groupe orthogonal et de la classe d’quivalence de ormes quadratiques.
Dans ce travail nous tudions les proprits de D(u) dans le groupe
des similitudes orthogonales.

2. Soient K un corps commutatif de caractristique 2 et E un
espace vectoriel droite sur K de dimension paire 2m. Soit Q une
forme quadratique sur E"
( 2 Q(xo:+ y):Q(x)tx+Q(y)+f(x, y)oztg, x, y E; o:, K,
oh f est une orme bilinaire alterne sur EE. Dsignons par

GS(f), S(f), GO(Q) et O(Q) (ou simplement, par GS, S, GO
et O), le groupe des similitudes symplectiques, le groupe symplectique,
le groupe des similitudes orthogonales et le groupe orthogonal. Une
fois pour toutes, nous fixons une forme quadratique non dgnre et
non dfective sur E. Par consequent, nous entendons la base sym-
plectique, les groupes GS, S etc., toujours dfinis par rapport k la
forme f dtermine entirement par Q. On trouve les dfinitions et
les notions dans [5].

’.. e}. SoitFixons une base symplectique (e, , e, e,
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( ), A-(as), B-(bs), C=(cs), D=(ds),U- la matrice corres-

pondant une transformation linaire u de E par rapport cette
base. On voit facilement que, pour que u soit une similitude
symplectique de multiplicateur p, il faut et il suffit que U satisfasse

laconditiont(cA DB) (OE )( )-(OpuE /auEo), c’est-t-dire aux

relations suivantes
(3) tCA--b tAC----O, tAD + tCB- pE, tDB+ tBD-O
( 4 ) BtA + AtB O, D*A + CtB- pE, DC+ C*D 01.
En crivant Q(e)-o et Q(e)-fl, 1 <= i <= m, on appelle l’invariant

de Dickson de u D(u)- (aabs+ flcsds + bsc), et le pseudo-
i,j=l

discriminant de Q A(Q)--
i=1

Considrons l’algbre de Clifford C(Q) associe Q. C’est une
algbre engendre par e, e, e, ., e et unit, de rang 2 sur
K et dfinie par les relations

2_ei--Oi, ei
ere(5) ee e;e, e es- s

e,e+ee,--6,s, l<=i, ]<=m.
Les 616ments de degr6 pair de C(Q) forment une sous-algbre C/(Q) de
C(Q), de rang 2-1 sur K. Elle est engendre par les produits ee, ee,
e,’e’, 1 =< i, ] =< met l’unit.

Soit u une similitude symplectique de multiplicateur /2. Au
moyen de (3) et (4)on obtient les relations suivantes"

u(e)- Q(u(e)), u(e;)2- Q(u(e))
(6) u(e)u(es):u(es)U(e), u(e:)u(eJ)--u(eJ)u(e)

u(e)u(ej)+ u(eJ)u(e)--[a, 1i,
Comme (u(e), ..., u(e), u(e;), ..., u(e’) est une base symplectique,
les relations (6) montrent que u(e),..., u(e,), u(e;),..., u(e’) et l’unit
sont aussi les gnrateurs de C(Q). D’autre part, si l’on pose Q(x)

Q(u(x)) pour tout x de E, Q est une orme quadratique non dgnre
et non dfective sur E. Alors, l’algbre de Clifford C(Q) associe
Q coincide C(Q), et sa sous-algbre C/(Q) coincide C/(Q).

Le lemme suivant donne l’identit correspondant (1) pour les
similitudes symplectiques.

Lemme 1. Pour tout u de GS2(f) on a
( 7 ) A(Q) A(Q)/+ D(u) + D(u)/u.

Soit ( DB) la matrice correspondant u par rapport la base

e}.symplectique (e, e, e,

1) Comme tU est aussi la matrice correspondant une similitude symplectique
de m6me multiplicateur
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Nous avons remarqus qu’on peut obtenir directement cette

identit par le calcul de (Q)-Q(u(e))Q(u(e;)), au moyen des
i=l

relations (3) [6]. Mais ici, nous allons le dmontrer en appliquant au
groupe GS, la mthode de Dieudonn qui utilise l’algbre de Clifford,
c’est parce que cette mthode est utile pour montrer le thorme
ultrieur.

Considrons les lments --ee[ et u()--u(e)u(e)dans
i=l i=l

l’algbre C+(Q)-C+(Q). Alors, on a (Q)-Q(e)Q(e)- --’-e + .
i=l i=l

Les relations (3), (4) et (5)entranent u()=u(e,)u(e;)--{(ea

+ ec) (eb + e;d)}- Q(e)ab + e(e)cd + (ee)
+bc-D(u)+z. En utilisant les relations (5), on a u()

u(ei)u(e)u(e)u(ej) + u(e,)u(e;)u(e)u(e:) u(e){u(e)u(e()

+ Z}u(e;)-- d(Q) + u()Zu. D’oh on a d(Q)-u() +u(z)Z- {D(u) + ZZu}
+ {D(u)+ zZ}Z--(z+z)+D(u)+D(u)v-A(Q)+D(u)+D(u).

Thorme. Pour tout u de GO(Q) et pour tout v de GS:(f)
on a l’identit6
(D) D(uv) D(u) + D(v).

En effet, pour un lment arbitraire u de GS posons -u(e),

’-(e) 1<i< et -ee Soit la matriee eorrespondan
i=1

un lment w de GS, par rapport la base symplectique (a,
.., , , ., . En utilisant les relations (3), (4) et (6) on peut

calculer w() de mme que u()" w()- w()w(a’) .Q()a.5
+Q()cd+(bc)+(). Si u appartient GO, on a

i,j z,

Q(a)-a et Q()-flfl. Alors, on a w()-{(aab+flcd
+ bc)}Z + fl- D(w)fl + fl off D(w) (aab+

i,j

+bc). Comme -u()-D(u)+p, on en dduit que wu()-w()
=D(w)+(D(u)+u)--D(w)u+D(u)w+Z. D’autre part,
on a wu()-D(wu) +Z--D(wu)+zZfl). Donc on a D(wu)--D(w)fl
+D(u)w. Comme( )est la mariee corres,ondant w

rapport la base ((e),..., (e), (e2),..., (e)), elle es aussi la
matriee eorrespondan -w par rappor la base (e, ..., e, e,
., e). On a alors D()=D(-w)+D(). Si l’on
--, on a eGS, =-- eg on a D(v)--D(v)
+D().

2) L’application u-/ est un lomomorphisme de GS, darts le groupe multi-
plicatit K* orm des lments non nuls de K.
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Grace au lemme 1, pour tout u de GO on a D(u)+D(u)/-O,
c’est--dire D(u) 0 ou --/. Un lment u de GO tel que D(u)--- 0
est appel similitude directe orthogonale. Pour u et v de GO tels que
D(u)=O et D(v)-0, l’identit (D) entraine D(uv)--D(vu)-O. Alors,
les similitudes directes orthogonales forment un sous-groupe de GO.
On l’appelle le groupe des similitudes directes orthogonales et on le
dsigne par GO2,(Q) ou par GO+. Dans le groupe orthogonal O, on peut
dfinir 0/ comme le sous-groupe form des lments qui se reprsentent
comme produit d’un nombre pair de transvections orthogonales (par
exemple, cf. [3]). Mais, dans le groupe des similitudes orthogonales
GO, comme GO n’est pas en gnral produit direct de 0 et du groupe
des homothties, il existe un lment qui ne peut tre reprsent comme
produit de transvections orthogonales et d’une homothtie. Pour cette
raison, il n’est pas juste de dfinir GO+ comme le sous-groupe form
des lments qui se reprsentent comme produit d’un hombre pair de
transvections orthogonales et d’une homothtie.

Pour une homothtie h associe un lment a de K*, on a D(h)
=0. Alors, le groupe des homothties H est contenu dans GO+. Soit
u e GO. Si D(u)-[, comme O--D(1)=D(uu-1)--D(u)/-/D(u-)/
=l+D(u-)/ d’aprs (D), on a D(u-)--/;--/-. Si D(u)-O, comme
D(u-)V-0, on a D(u-9-0. Soient u un lment de GO+ et v un
lment arbitraire de GO. Pour v tel que D(v)-O, de l’identit (D)
on a D(vuv-9--D(v),a-+{D(u),a-l+D(v-),a},u--D(u)-O. Pour v
tel que D(v)- ,a, de l’identit (D) on a D(vuv-) {D(v)/ +D(u)/o}/_
+D(v-)-/Uv,aft_+D(u)+,a,a--D(u)-O. Done, GO+ est un
sous-groupe distingu6 dans GO.

Soit a un vecteur non singulier de E tel que a-- -ea / e’a’ et
i=l i=l

soit u une transvection orthogonale dfinie par a" u(x)-x + aver(x, a)
pour tout x de E, oh a d4signe Q(a)-. Comme on a u(e)-e + aca et
u(e)-e +aaa, la matrice correspondant u par rapport la base

(e, ..., e, e; ..., e’} a la orme [+ aaa’ aaal On en dduit
\vaa +a]"

D(u)- 1.
Lemme 2. Pour deux u, v de GS, on a l’identitg

D(uv)-- D(u),u + D(v)ft + {Q(u(e)) +
(D’) =

+ F{Q(u(e))+},
o et sont les i-imes coecients diagonaux de AtB et de CtD,

pour
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/A
En effet, comme on adj vu, si / /est la matrice correspon-

dant un lment w de GS par rapport la base symplectique
(u(el), ..., u(e), u(e:), ..., u(e’), on a wu(z)- Q(u(e))ab

i,j

+Q(u(e))cd+(bc)Z+(D(u)+). D’autre part on a

wu(z)--D(wu)+Z, bc-D(w)+aab+flcd et D(w)
i, i,

=D(u-Xwu). D’oh on a D(wu)-D(uz+D(u-wu)z+(Q(u(e))
+z}abi+ (Q(u(e;)) + iZ}cid. En posant ab-$, cd
=V et v-u-wu on obtient (D’).

Considrons les transformations linaires v, w, 1h, km telles
(e)=e+e w(e:)--e[, l<i<m.que v(e)-- e, (e[)--e+ e, w

Alors on voit que v, w e S et que D(v)-a et D(w.)-fl. Les

matriees( ), (NN ) correspondent v, respeetivement,

o N es la matriee dont le (, )-eoeeien est gal 1 e tous les
autres sont nuls. Comme on a (v(e))- + fl + 1 et ((e))-
+ fl + 1, en gnral , n’aartiennent pas O.

Proposition. Pof q’ lmet ge GS apaftiee g GO, il

lNh, Nm.
La condition ngeessaire es vidente d’aprs le thorgme.

Suosons que (D) soi tabli our un lgment de GS e our les ,
w, lNh, Nm. De l’identitg (D’), on a les quations suivanes"

N{((e+}+{((e;+}-0,
(8)

N{((e+}+{((e;+}-0,
t=1 t=1

, sont les i-imes coefficients diagonaux des matrices
EE, OE, EO, EE, respectivement. Les quations (8) ont les 2m

solutions (0 0 1 0 0), 1l2m, non triviales et linairement
indpendantes. Donc, tous les coefficients de (8) sont nuls, c’est--dire
Q(u(e))-, Q(u(e:))-, 1 i m, et u e GO.
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