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217. Eine Verallgemeinerung des Begriffes der absolut.
p.summierenden Abbildung

Von Irmtraud STEPHANI
Sektion Mathematik, Friedrich Schiller-Universitit

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M. J. A., Nov. 12, 1970)

1. Nach Pietsch heilt eine lineare Abbildung T eines Banach-
Raumes E in einen Banach-Raum F absolut-p-summierend, wenn es
eine Zahl p 0 gibt, so dal iir jedes endliche System xl, x2, ., xn yon

Elementen aus E die Ungleichung

(1.1) Tx < p. sup
i=i Ilall t=i

besteht. Gleichbedeutend damit ist die Existenz eines normierten
positiven Radonschen Mafles au der schwach kompackten Einheits-
kugel U des dualen Banach-Raumes E’ von E, das fir [[Tx die
Abschitzung

(1.2) Tx p[
UO

leistet (vgl. [5]).
In ihrer Arbeit "On classes o Summing Operators. I" (vgl. [1])

ersetzen Craiu und Istrescu die Potenzfunktion (t)-t’, auf die sich
ffir p kl der Begriff der absoluten p-Summierbarkeit grfindet, durch
eine N-Funktion im Sinne von Krasnoselskii-Rutizkii (vgl. [2]).
Allerdings wird (t) nicht als eine beliebige N-Funktion vorausgesetzt,
sondern gewissen zustzlichen Bedingungen unterworen. In der
vorliegenden Arbeit soll demgegenfiber ein Verfahren zur Verallgeme-
inerung des Begriffes der absoluten p-Summierbarkeit augezeigt
werden, das nicht auf derartige einschrnkende Bedingungen fir (t)
angewiesen ist, sondern sogar eine umfassendere Funktionenklasse als
die Klasse der N-Funktion zulBt.

2. Es sei (t) eine konvexe 9-Function im Sinne von Orlicz (vgl.
[3], [4]), d.h. eine fir tk0 definierte stetige, monoton wachsende und
konvexe unktion mit (0)-0. Eine lineare Abbildung T eines Banach-
Raumes E in einen Banach-Raum F soll dann eine Abbildung vom Typ

genannt werden, wenn mit einer esten Zahl p >0 fir jedes endliche
System x, x,..., Xn von Elementen aus E und von positiven Zahlen
a, a, ., a die Ungleichung

(2.1) a sup

besteht. Die so definierte Operatorenklasse erweist sich als ein
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Operatorenideal (vgl. [6], [7], [8]). Das bedeutet im einzelnen"
Ftir je zwei Banach-Rume E und F ist 4(E,F) ein linearer

(A) Teilraum des Raumes L(E, F) aller linearen stetigen Abbildungen
von E in F, und es gibt mindestens ein Paar E,F, so dab 4(E,F)
eine Transformation 0 mit 00 enthlt.

In der Tat lt sich fir die Summe T+ T zweier Abbildungen T und
T aus (E,F) mit Hilfe der entsprechenden Konstanten
olgende Abschtzung durchffihren"

p+p p P+P = p

sup a l).
Daraus geht T+Te (E,F) hervor. Mit T gehSrt fir beliebige
Skalare 2 auch 2T zu (E, F) man kann dabei start der Konstanten p
die Konstante i2i.p verwenden. Schlielich genfigt jede eindimen-
sionale Abbildung

Tx-(x, ao}yo
der Ungleichung (2.1) mit P-ila011"liY011.

a) Aus T e (E, F) und R e L(F, G) olgt RT (E, G).
(A) b) Aus T e A(F, G) und R e L(E, F) folgt TR e (E, G).
Ffir die Eigenschaft (A) a) ist die Abschtzung

und der bergang von p zu Rii’p magebend. Die Prfifung der
Eigenschat (A) b) vollzieht sich so"

a TRx (Rx

-sup a, x,, <sup

Aus der Beweisfihrung zu (A) ergibt sich, da durch die Festsetzung

i=l IlallK1 i=l

auf dem linearen Raum (E,F) jeweils eine Norm bestimmt wird.
Hinzuzuffigen ist lediglich der Sachverhalt

a(T)=0 nur im Falle T=0,
der auf dem Wege fiber

a(T)
aus der Ungleichung

TIIa(T)
resultiert. Die Bemerkungen zum Beweis von (A) a) und (A) b) las-



No. 9] Begriffes der absolut-p-summierenden Abbildung 951

sen weiter erkennen
a) a(RT)<_IIRII.a(T) tir T e 4(E,F) un:d R L(F, G).

(N)
b) a(TR)<_IIRI].a(T) tir T e I(F, G) und R e L(E,F).

Es ist also a eine sog. Idealnorm auf (vgl. [6]-[8]). Die einzelnen
Komponenten (E, F) sind im fibrigen vollstgndig bzgl. at. Sei dazu
T eine beliebige a- Cauchy- Folge in A(E, F), also

a(T T) e fir k, 1 K(e)
mit einem hinreichend groen K(). Dann gilt

(2.2) a T--T)xI sup 2 (l(x, a)
$ Ilalll i=l

ffir k, 1 K(e). Wegen
T-T a(T T)

ist T aber auch eine Cauchy-Folge in L(E, F) bzgl. der gewShnlichen
Operatorennorm. Daher existiert eine Abbildung T aus L(E, F) mit

lim T T 0.

Ffihrt man unter dem links stehenden Summenzeichen von (2.2) jetzt
den Grenzfibergang 1 aus und berficksichtigt die Stetigkeit der
Funktion (t), so erhlt

i=l Ilal] i=l

Von hier aus kann man au T--T e (E, F) und
a(T T) e fir k K(e)

schlieBen, d.h. man erkennt T als a-Limes der a- Cauchy- Folge T in

(E,F).. Sei C(U) der Banach-Raum der stetigen Funktionen auf der
Einheitskugel U des dualen Raumes E’ von E bzgl. der schwachen
Topologie von E’. Durch den Ansatz

sr()= inf inf sup (a)+ a(l(x,a}l) -aiE ai>O []allK1 i=l i=l

wird ffir eine beliebige Abbildung T aus (E,F)ein Funktional auf
C(U) definiert, das zwischen den Schranken

inf (a) sr()-- sup (a)
aUO aUO

liegt, sr() ist positivhomogen; daffir sorgt die Infimumsbildung
fiber die positiven Koeffizienten 6. Darfiber hinaus ist sr() subad-
ditiv. Es lBt sich nmlich sr( +) durch

(3.1)

[llalll i=

mit be]iebigen E]ementsystemen x, x, ., x, z, z, ., z aus E und
beliebigen positiven Zahlen a, a, ., a., v, v, ., v abschtzen. Au
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der rechten Seite von (3.1) kann sodann das Infimum fiber die Element-
systeme x, x, ., x und die a, a, ., an und unabhingig davon fiber
die. Elementsysteme z, z, ., z und die v, v, ., v gebildet werden.
So kommt

sr( + +) sr() + sr()
zustande, wie gewfinscht. Nach dem verallgemeinerten Hahn-Banach-
Theorem existiert daher eine Linearorm fiber C(U) mit

<, Z)sr() ffir alle e C(U).
Ffir eine Funktion 0 aus C(U) gilt wegen

s(-) sup [- (a)] 0
aUO

offensichtlich
<--, }0 bzw. <, }0,

d.h. ist positiv und somit stetig. Im fibrigen hat man
(3.2) <1, } st(l) 1.
Die zu C(U) gehSrige Funktion (a)----(<x, a} unterliegt wegen

speziell der AbschRtzung

also auch der Abschtzung

<x, .>
P

Bei Verwendung der Integralsehreiweise ffir die ositive Linearform
fiber C(U) ist das gleiehbedeutend mit

(3.3) (-’Tx[’ ) GI (,(x,a} )dv.

Schreibt man (3.3) jetzt ffir ein beliebiges n-tupel Xl, X,...,x von
Elementen aus E auf, so gewinnt man nach Multiplikation mit belie-
bigen positiven Koeffizienten a und nach summation fiber i die Aussage

i=l UO i=l

die in Verbindung mit (3.2) schlielich zu (2.1) zurfickffihrt.

4. Die Abbildungen vom Typ d lassen sich also durch eine Inte-
gralabshgtzung (3.3) characterisieren, die ffir (t)-t gerade mit der
Integralabschtzung (1.2) der absolut-p-summierenden Abbildungen

zusammenfllt. Nicht so ohne weiteres scheinen sich jedoch diejenigen
Resultate aus der Theorie der absolut-p-summierenden Abbildungen

auf Abbildungen vom Typ d verallgemeinern zu lassen, die mit den
Funktionenraumen L(K, ) zusammenhngen. Selbst wenn man sich
auf die Betrachtung von N-Funktionen beschrnkt, wie sie der Theorie
der Orlicz-Rume zugrundeliegen, bleiben die gewfinschten Ergebnisse
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&US.

5. Jedes Operatorenideal ,4 umfaft das Ideal vl der absolut-1-
summierenden Abbildungen. Ist nimlich T e (E, F), so existiert ein
positives normiertes Mar3 / auf U, das mit einer geeigneten Kon-
stanten p0 fiir Txll die Abschitzung

(1.2)’ Txll <_ I(x, al d[
0 u0

leistet. Daraus folgt unmittelbar

Naeh der Jensensehen Ungleiehung abet kann wegen

v01d/-
1

weiter auf

(3.3) (. Tx,I ) <_ (,(x, a},)d[
D GO

geschlossen werden, womit T e (E, F) gezeigt ist.
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