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120. Un thdor.me de l’analyticitd des hyperfonctions
invariantes par les transIormations de Lorentz.

Par Mitsuo MORIMOT0

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M.J.A., June 12, 1971)

Nous prsentons dans cette note une version du th4orme de
Bargmann-Hall-Wightman-Jost ([2], [5]) en cadre des hyperfonctions
comme un corollaire direct du thorme fondamental de M. Sato con-
cernant la rgularit4 des solutions hyperfonctions d’une quation
linaire aux drives partielles g coefficients rel-analytiques.

Pour noncer notre thorme, prparons-nous des notations. Soit
V une varit rel-analytique oriente. Pour une hyperfonction f sur
V, le support singulier S. S. f est, par dfinition, le support de la sec-
tion f du faisceau sur S*V l’espace fibr des spheres cotangentielles
sur V. Dans cette note on suppose que la varit V est un ouvert d’un
espace euclidien rel E g m dimensions. Alors l’espace fibr S*V des
spheres cotangentielles sur V s’identifie g l’espace produit V S* avec
la projection canonique sur V, S* dsignant une sphere, dans l’espace
dual E* de E, de centre l’origine. En associant g chaque sous-ensemble
I de S* le cSne i=Jt>0 tI, on peut identifier le sous-ensemble I de S*
et le cSne i de sommet l’origine de E*. On note I-ioo. Pour un
cSne F dans E de sommet l’origine, F* dsigne le cSne dual de F"

F*={ e E*, 7(x) >= 0 pour tout x e F}.
Nous dfinissons pour un quadri-vecteur x=(x,xl, x,x) e R le

produit de Minkowski"
(x, x) (x)- (x)- (x)- (x).

F/={x e R; x>O, (x,x)0} dsigne le cSne de lumire positif. Soit
R R R R l’espace des n-tuples de quadri-vecteurs X (x, x,
., x). Posons F F/ F/ F/, qui est un cSne ouvert de R4n

de sommet l’origine. Un point X=(x,..., x) est, par dfinition, un
point de Jost si et seulement si, pour tout 2>__0 tel que $= 2>0, on
a (:x,

__
x)0, c’est--dire, le quadri-vecteur =x est

de genre espace. J dsigne l’ensemble des points de Jost de Rt.
Nous considrons dor4navant des hyperfonctions sur un ouvert V

de l’espace Rt. Une hyperfonction f sur V est, par dfinition,
invariante par les transformations infinitdsimales de Lorentz si et
seulement si f satisfait aux 6 quations linaires aux drives partielles
d’ordre 1 -- x xi + x. x. f(X) O, k-- 1, 2, 3
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x. --x f(X)--O, l<=k< 1<_3.

Voici notre thorme"
Thorme. Supposons qu’une hyperfonction f dgfinie sur un

ouvert V de l’espace R4n satisfait aux deux conditions suivantes"
a) S.S. fV((F)*U(-F)*)c
b) f est invariante par les transformations infinitgsimales de

Lorentz.
Alors l’ hyperfonction f est analytique sur V J.
Remarque. La condition a) est 6quivalente la condition que

l’hyperfonction f peut 6tre repr6sent6e comme la diff6rence de deux
valeurs au bord de deux fonctions holomorphes F et F2:

f(X) F(X+ 4 1 F_ O) F(X-- v/- 1 F_ 0).
(Voir pour les dtails le thorme (6.1) de [3].)

Dmonstrationo La dmonstration repose directement sur le
thorme ondamental de M. Sato concernant la rgularit des solu-
tions hyperfonctions d’une quation line,ire aux drives partielles
coefficients rel-analytiques. (Voir [1] ou [4].) La condition b) du

thorme implique, grace au thorme de M. Sato, qu’on a pour
(X, ]c) e S. S. f

c c(xsis / xsis)--O, pour k- 1 2, 3
(1)

(x] xv)-- 0, pour

D’autre part, si X e Vest point de Jost, on peut supposer que
pour tout ]-1 2 n.(2) Ixsl<x

(Si ncessaire, on n’a qu’ effecteur une transformation de Lorentz
[5], les conditions a) et b) du thorme tant encore valables sur l’image

de V par cette transformation.)
Si e (F)*, on a

( 3 ) ]s. >_- 21 pour tout ] 1, 2, ..., n
0 pour un ], 1 __< ] __< n,

d’o rsulte, moyennant (2), l’ingalit

+ > E (x]+
j= j=

>=E
j=l

Si ] (-F?,)*, on a

( 4 ) ] <= -I] pour tout ]- 1, 2, ..., n
] 0 pour un ], 1 <= ] <= n,

d’ofi rsulte, moyennant (2), l’ingalit:

10 (Xj]j_IXjI)(xss+xss)=
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< (x-Ixll.l) =<0.
On a ainsi montr6 que la condition b) implique

S. S. f ((VJ)((F)*U(-Fn+)*))-O.
On utilise maintenant la condition a) et obtien

S. S. f ((VJ)S*}-,
d’ofi r6sulte, grace au th6or6me de d6composition de singularit6s
d’hyperfonction (le th6or6me (5.1) de [3]), l’analyticit6 de notre hyper-
onction f sur les points de Jost dans V. (c.q.f.d.)

Un analogue du th6or6me de Bargmann-Hall-Wightman-Jost
s’obtient comme un corollaire de notre th6or6me.

Corollaire. Soit f une hyper/onction sur R4n. Supposons que f
saris/air la condition a) du thdorme (V remplac par R4) et la
condition b’) suivante"

b’) f est invariante par les transformations propres de Lorentz.
Alors l’hyper[onction f est analytique aux points de Jost.
Dmonstration, La condition b’) implique la condition b), d’ofi

r6sulte le corollaire.
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