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Sur une classification des langages d’dtats finis

Par Masami
Universit6 Kyoto-Sangyo

(Comm. by Kinjir.6 KUNUGI, M. J.A., Nov. 13, 1972)

1. Introduction. Nous nous rappelons que !e nombre des classes
de E-equivalence d’un langage d’etats finis est fini. I1 serait interessant
de voir comment des classes de E-equivalence sont distribuees dans un
langage d’etats finis. Darts ce memoire, nous essayons de classifier des
langages d’etats finis de ce point de vue et d’appliquer cette classifica-
tion la theorie de l’espace contextuel [3].

Quant aux notions et aux symboles que nous employons dans ce
memoire, nous voudrions demander aux lecteurs de voir M. Ito [1] et [2].

2. Langage d’etats finis de fl.type. Pour un langage d’etats finis
--(A, L), nous introduisons une paire des nombres (p, q) et nous
l’appelons la paire d’indices du langage A:. Les nombres p,q s’y
presentent respectivement comme les nombres des classes de E-equiva-
lence (S(x) x e L}, (S(y) y e A+-L).

De plus, nous appelons _L le langage de O-type, si p/(p+q)_
(0<_0_1).

3. Distribution des classes de E.equivalence. Nous tudions
dans eette section un tat de la distribution des classes de E-quivalenee
d’un langage d’tats finis, ayant le diamtre n. Dans ee but, nous
introduisons les symboles (R)(0) et %(0, 00. (R)(0) se prsente eomme
l’ensemble de tousles langages de 0-type, qui ont le diamtre n. Nous
posons n(0, 02) ft(01) Tt(O2) (001

Nous avons le thorme suivant"
Theorme 1. Soient nun hombre naturel et 01, 0. deux nombres

quelconques tels que 0_1._1. Nous avons alors
Demonstration. En cas de n-1. Posons A-{a} et L-{a, a2, a3,
ar-2, ar- ar+s at+s+1 at+s+2 } r, s tant deux nombres naturels

quelconques. Nous pouvons alors constater aisment que le langage
_L--(A, L) a la paire d’indices (r, s} et d(_L) 1. La dmonstration sera
perfectionne par le fair que nous pouvons donner n’importe quelle
valeur pour les nombres r et s.

En cas de nl. Posons A-{a, al, a2,...,a_l} et L--{a,a,a3,
.., ar-e, ar-, ar+s, ar+s+l, [.J {aa p 1, 2, 3, } (J {aa’a; p, p

--1 2 3 } U U ’.’.’-"
_

r, s tant deux nombres nature]s quelconques. Nous pouvons montrer
que le langage A:= (A, L) a la paire d’indices <r q-n- 1, s +n(n-- 1)/2 q- 1}
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et d(_C)-n par induction surn. La d6monstration sera aussi perfec-
tionn6e par le fair que nous pouvons donner n’importe quelle valeur
pour les hombres r et s.

4. Nombre des restrictions maximales d’un langage. Dans le
m6moire [2], nous avons d6montr6 qu’une restriction maximale d’un
langage d’6tats finis est aussi un langage d’6tats finis. Dans cette sec-
tion, nous consid6rons le problme suivant"

Combien de restrictions maximales (O-type et leur diamtre est ggal
n) d’un langage d’gtats finis existe-t-il?

Nous donnerons un majorant pour le hombre de telles restrictions
maximales. Pour nous pr6parer r6pondre ce problme, nous intro-
duisons la fonction I(r)"

Definition de l(r). Soit A-{a, (2, a3, "’’, ap} un ensemble. Con-
sid6rons %(1 _< r_<p) une famille de sous-ensembles de A, qui comporte
les deux proprits suivantes"

(1) Pour B e , B se compose d’lments dont le nombre est
suprieur ou gal r,

(2) Pour B, e (i--1, 2, 3, ..., q, B,:/:B(i:/:]), q>l), nous posons
B--[.5=B,. Pour n’importe quel B qui est construit la
manire ci-dessus, il existe deux 616merits a, a’ e B tels que a, a’
ne soient pas contenus en mme temps dans un mme ensemble
B,(i-- 1, 2, 3, ., q).

Chaque %, qui a les propri6t6s (1) et (2), contient ainsi comme ses
616ments quelques sous-ensembles de A. Lorsque l’on fixe r, il existe
donc au moins un qui contient des 616ments dont le hombre est maxi-
mum. Nous posons I(r) le nombre des 616ments de cette famille .

Nous ne calculons pas I,(r) dans ce m6moire. Nous nous bornons
/ remarquer que I(r)_<min (3/2,2-9 (pour r>_p/2, nous pouvons
montrer que I(r)--2-).

Rappelons nous le ait suivant [2]"
Soit -(B,M) une restriction maximale d’un langage _L=(A, L).

Nous avons alors M--e, S(x).
Nous utilisons ce th6orme. Supposons dsormais que toutes les

restrictions maximales d’un langage _=(A, L) aient des ormes (A, .).
Proposition. Soit p le premier terme de la paire d’indices d’un

langage d’gtats finis _L=(A,L). Alors, le nombre des restrictions
maximales (!eur diamtre est ggal n et leur premier terme de la paire
d’indices est supgrieur ou ggal r) du langage .t7 n’est pas supgrieur

I(r).
Demonstration. Posons {S(x) x e L}-{S, S, S, ..., S}. {S(x)

x e A+} se pr6sente comme l’ensemble des classes de E-6quivalence de
_L’. Soit -(A,N)une restriction maximale de _L’, dont le diamtre
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est gal n et dont le premier terme de la paire d’indices est suprieur
ou gal r. Remarquons que l’on peut representer N-
=/= S(), si i=/= ]), off 1

_
k(i) _p(i- 1, 2, 3, ., 1).

Posons -{S(1), S(.), ..., S()}. A savoir est une expression de. Remarquons que des restrictions maximales diffrentes ont respec-
tivement des expressions diffrentes. Nous pouvons ainsi donner une
expression pour une restriction maximale.

Soit l’ensemble des expressions pour les restrictions maximales
.de _L, off leur diamtre est gal n et leur premier terme de la paire
d’indices est sup4rieur ou gal r. est alors une amille de sous-
ensembles de -{S,S,S,...,S}. Si nous pouvons montrer que
ales proprits (1), (2)exposes l’occasion de la dfinition de I(r),
nous pouvons arriver la conclusion de la proposition.

Proprigtg (1). Soit -(A,N) une restriction maximale de
dont le diamtre est gal n et dont le premier terme de la paire
d’indices est suprieur ou gal r. Posons {T(x) x e A /} l’ensemble
des classes de E-quivalence de et
l’expression de .

Du fair que S(x)T(x) (x e A /) ([2], p. 100), nous concluons que le
hombre cardinal de l’ensemble (S(x) x e N} n’est pas inrieur celui de
{T(x) x e N}. En consequence, contient des lments dont le nombre
est suprieur ou gal r.

Proprigtg (2). Procdons par rduction l’absurde.
Supposons que 3 n’ait pas la proprit (2). Dans ce cas, il y a

.q(ql) lments 1, ,, ", q de tels que, pour chaque paire
S S’ (off

__
), il existe quelque (1<]< q) contenant S

Considrons un langage -(A, N), off N-se S. Voyons que est
une restriction de _L, ayant le diamtre n.

Soit x,y deux lments de N. Nous montrons que dis (x,y)
----dis (x, y)A:. D’aprs x, y e N, il existe deux lments S, S’ de tels
que x e S, y e S. De la remarque donne ci-dessus, nous pouvons trou-
ver quelque (l_<]_<q) tel que S,S’. Posons -(A,N),
N--JzeS. Remarquons que est une restriction maximale de.,
ayant le diamtre n. De ce fait, nous avons dis (x, y)-dis (x, y).
D’aprs NNL, nous avons dis (x, y).t:_<dis (x, y)_<dis (x, y).

Par consequent, nous avons dis (x, y)-dis (x, y).
Montrons que d()-n. Soient x, y deux lments de N. Nous

pouvons trouver alors quelque (1 _< ] _< q) d’aprs le raisonnement
expos ci-dessus. I1 s’ensuit que dis (x, y)=dis (x, y)_<d(). En
consequence, nous dduisons que d()_<n.

Posons maintenantN-eSet.-(A,N) pour tout y’(1 _<]<_ q).
Remarquons d’abord que est une restriction maximale de _L, ayant
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le diamtre n. I1 est vident que nous pouvons choisir deux lments
x, y parmi des lments de N tels que dis (x, y)=dis (x, y)_=n, pour
chaque N. D’aprs NN et dis (w, z)=dis (w, z)_t: (w, z e N), nous
concluons que dis(x, y)=dis(x, y)_=n. Par consequent, nous
dduisons que d()_n. I1 en rsulte enfin que d()=n.

Nous voyons ainsi que le langage est une restriction de .L’, ayant
le diamtre n. Mais, cette affirmation est en contradiction avec le ait
que ,, ..., sont des restrictions maximales de _L’, qui ont le
diamtre n. Pour cette raison, doit avoir la proprit (2).

Theoreme 2. Soit p le premier terme de la paire d’indices d’un
langage d’gtats finis A:=(A,L). Alors, le nombre des restrictions
maximales (O-type et leur diamtre est ggal n) de

_
n’est pas supg-

rieur Ip([t(n/l)]). s’y prgsente comme le symbole de Gauss.
Demonstration. Soit /=(A, M) une restriction maximale de 0-

type de _L’, dont le diamtre est gal n. Posons {T(x) x e A+} l’en-
semble des classes de E-quivalence de . I1 n’est pas difficile de
constater que le nombre cardinal de cet ensemble est suprieur ou gal
n/ 1. Nous concluons ainsi que le premier terme de la paire d’indices

de est suprieur ou gal [t(n/l)]. En vertu de la proposition,
nous pouvons arriver la conclusion du thorme.

[1]

[2]

[3]

R6f6rences

M. Ito" Sur l’extension et la restriction d’un langage associ l’espace
contextuel. Proc. Japan Acad., 48, 94-97 (1972).
: Sur la restriction maximale d’un langage. Proc. Japan Acad., 48,
98-100 (1972).

S. Marcus: Introduction mathmatique la linguistique structurale.
Dunod (1967).


