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123. Equations aux différences linéaires et les intégrales
des fonctions multiformes. II

Evanouissement des hypercohomologies et exemples

Par Kazuhiko AoMOTO
College d’éducation générale Université de Tokyo

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., Oct. 12, 1974)

1. Soient P; (1<j<m) polyndmes irréductibles de degré I, et S,
les hypersurfaces algébriques: P,(x)=0 dans ’espace affine C" réspec-
tivement. On désigne par S la réunion de S;: =\UrS,;. Soit v la
forme rationnelle de I’expression suivante: => 7 1,dP;/ P, qui donne une
connexion de Gauss-Manin sur M =C"—S définissant I’hypercohomolo-
gie H*(M, 2:(*S)) du complexe de De Rham £2-(*S) comme suit:

1,1 — 5 07(8) L5 Qrri(*S)

par la dérivée covariante V,p: dp+dw/Agp, ot € 22(*S). Ici Q7(*S)
désigne I’ensemble de p-formes rationnelles dont les supports polaires
sont tous contenus dans S. On désigne par 7= A? C[x] le C[2]-module
de p-formes a coéfficients polyndmiaux. On note par H( ) la homo-
généisation canonique d’un module ou d’un polyndme de Clx] dans
Clxy, 2y, -+ -, 2,]. Posons la condition suivante pour les polynémes P,:

(H,1,1) Soient Q,,Q,, - -+, Q, r polynémes différents quelconques
d’entre les P;. Alors le module homogéne H(dQ,ANdQ,N\-- - A\dQ,
Ndxy; ANdx; N NAx,, Qy,y -+, Q) est de hauteur s-+j—r dans
H(O") isomorphe & Clay, &y - - -, &,] pour r<n,0<s<retr+1<j<n+1.

On désigne par P la partie homogéne de degré maximal d’un poly-
néme P. Posons la condition suivante pour les P:

(H,1,2) Le module homogéne (dQ,NdQ,N --- NdQ,Adx;Ndw,,,
A ANAZ,, Qi @y -+, Q) est de hauteur s+j—r dans 9 isomorphe
a-Clx] pour r<n—1,r+1<j<n et 0<s<r.

On désigne par O' le sous-complexe de 2°(*S) se composant de
formes ¢ e 3 telles que V(o) e -, Soit'inclusion £-—9-(*S). Alors
ona

Théoréme 1,1. Aux hypothéses (H,1,1) et (H,1,2) I’homomorphi-
sme naturel des hypercohomologies de De Rham par U'inclusion :

1,2 ¢: He(M, Q)—H?(M, 2-(*S))

est U'isomorphisme pourvu que 1€ C*—Z" et p#*n. De méme on a
Pisomorphisme sur C(1):

(1,3) ¢ HY(M, Q*Q@C)=H (M, 2:(*S)RC(D)

DOUTVU QUE DFN.
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Supposons de plus que ’on ait
(H,1,3) ,anpl.Pz...Pm{ Z del/le/\.../\deq/\én—q}.

1< 1<+ <Jgq
Alors on a

Théoréme 1,2. i) H*(M, @ )=H"(M, 2-(*S)) si e C*—Z".

i) H~M,2-®CQ)=H"(M, 2:(*S)QC()).

2. Soient S;: Py(x)=0 dans C*. Soit S la réunion de S;: | S,.
On désigne par 7 la dérivée covariante V=F, donnée par la forme

@a=y), 2,dP,/ Pj dans M=C"—S. On désigne aussi par Q' le sous-

complexe de (* se composant de formes pe - telles que 7(p) ef-.
Alors on a des théoremeés analogues aux précédents. Faisons mainte-
nant I’hypothese suivante:

H,2,1) > 2,l, est différent des entiers.

Alors on a simplement X .

Théoréeme 2,1. 1) A l'hypothése de (H,2,1) H*(M, 2-) et H*(M, 2
®C) s’annulent pour pxn.

On a la relation fondamentale suivante des deux cohomologies
précédentes:

Lemme 2,1. Il existe une suite spéctrale {E7*,V}ou >, @ EP®

—o00 g
=F?¢ du complexe filtré {Q', 7} telle que

2,1) S @ E=H*M, 2" et
—Lg< o
2,2 > @ E.=Gr. H*(M, 2

—oo g
ot Gr. H*(M, ) désigne I anneau gradué de I’ anneau filtré de H*(M, 0-).
On a le méme résultat sur C(2).

Théoréme 2,1 et Lemme 2,1 impliquent le suivant:

Théoréme 2,2, Aux hypotheses (H,1,1), (H,1,2), (H,1,3) et (H,2,1)
H*(M, 9°) ainsi que H?(M, O QCQ) s’ annulent pour DN, H"(M 99
et H*(M,Q-®CQ) sont isomorphes o H™M, 0 ) ou H™(M, 0 XC)
réspectivement.

Quant aux derniéres on a un théoréme de structure:

Théoreme 2,3. Soit I le sous-module de O engendré par les
formes Py-P,- .- P, {dP; /P, \---\dP; [P,} ou les indices i,,1,, - - -, 1,
parcourent toutes les indices telles que 1<1,<i,<---<i,<m et 1=q
<n—2, et par les formes P, -P,-..-P,{>m2,dP,/PYA\dP,|P, N

AAP;, [P, _, o les indices i,,1,, - - -, 1,_, Parcourent toutes les indices
telles que 1<1,<0,<-.-<i,_,<m. Alors on a des isomorphismes:
@3) HY(M,0)=0"/9,

(2,4) H"(M, 2:®C())=C[x]®C)/TRC().

3. On désigne par 22(h) (ou 27(h)) les sous-espaces de £? se com-
posant de formes ¢ de degré polyndémial au plus A—p (ou de degré
polynoémial homogeéne h—p réspectivement). En vue de (H,1,2) I est
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un idéal de dimension nulle. On désigne 9N 2%(h+n) par I(h). Alors
il existe un nombre entier N* tel que 2*(h+n)=9(h) pour h=N* et
que 9"/ =>"-1P02"(h+n)/G(h) (voir [7]). On choisit un sous-espace
K () de 2*(h+n) tel que 2*(h+n) soit la somme directe de (k) et K (h).
La somme K =>"*-'®K(h) forme une base de 2/4.

Soit ¢ une forme quelconque de K(h). Alors ¢/P; est cohomo-
logue & une somme > ; (k) ol r désigne N*—1, h—1; ou N*—1[; suiv-
ant que A=N*+1;,, N*+1;>h=N* ou h<N* réspectivement et que
y(h) désigne une forme de K (h).

Théoréme 3,1. Dans cette situation ; [[i_,E—1;+n+ > 7l - y(R)
sont polyndmes de 2, ow s désigne h—1; ou N*—1; suivant que h=N*
ou h<N*. On a un résultat analogue pour la forme P;-¢.

On note par (p;, 1<¢{<N) une base de H"(M, 2:(*S)). Alors le
théoréme précédent montre que P;'-¢ sont cohomologues aux combi-
naisons linéaires de ¢; de facon suivante:

3,1 Pt~ (A)* o,y

ot A =A({) désignent natrices de fonctions rationnelles de 2. Soit p,
la représentation scalaire de n,(M) dans C* donnée par la connexion
w, et soit S, le systéme local défini par p, sur M. Le théoreme de
comparaison du & Grothendieck et Deligne dit que

(3,2) H*(M, 2-(*S)=H*(M, S,

d’ou il vient que H,(M,S_,) est le dual de H*(M, 2:(*S)) moyennant
I’intégrale suivante:

(3,3) ¢(2)=‘[ PihP;z . Pi;bugo’
T

ol pe2"(*S) et yre H,(M,S_). Soit y1,7, -, 7y la base de H,(M, S_)).
Alors
Théoreme 3,2. Les intégrales

3,49 ¢@-(z>=j PPy Pireg,
7l

donnent la solution unique dans théoréme 1,2 de I, pourvu que lo
fonction F=3 " n; log|P,| soit non-dégénérée d tous ses points critiques
dans M. Le nombre de ces points est égal @ N. Ici n; désignent des
entiers.

4. Exemple. On suppose que m=n-+1 et que toutes les I, soient
égales & un. Soit £2,(*S) I'anneau de p-formes méromorphes munies
de poles logarithmiques en S, autrement dit I’espace vectoriel engendré
par p-formes ¢,=dP,,/P; \---A\dP,; [P, ou J désigne une suite des
indices 7y, 7,, - - -, 7, telles que 7, <7, <.--<j, (voir [4]). Alors on a

Théoreme 3,1. H™(M, 2-(*S)) =0272,(*S) | o A 225 (*S).

Soit ¢(J; 2) I'intégrale de ¢, définie par (3,3). On désigne par
[f1s Fas + + =5 dnd OU [dgs Juy -+ -, 7] les déterminants des matrices des coéf-
ficients de x; de H(P;) pour 1<j<n,1<q=<n ou bien 0<j<n,0<q¢=<n
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réspectivement. Alors les équations aux différences pour ¢(J; 2)
s’expriment de facon suivante:
o ; 2—(ey))-(25,— 1D

= (e > Mol il G sGaUT—G;5 2

Jogd [j(]’jl’ te ’.7n]

4,1

et pour 7,2 J

@2 o3 ej‘,):%%l-zf(-w HGIUT =15 .

00 J1y ° " s dm
Ces équations-ci vérifient (H,1) de I par le choix de coordonnées généri-
ques. Elles peuvent étre regardées comme une généralisation de la
formule de récurrence de la fonction hypergéometrique de Gauss.
Théoréme 1,2 est une intérprétation géométrique du résutat de
I. H. Bernstein concernant équations aux différences (voir [3]).
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