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137. Zur konformen Flachentheorie mit Krummungs-

kugeln als Elementen II.”

By Tsurusaburo TAKASU.

Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendai.
(Rec. Sept. 30, 1928. Comm. by M.FUJIWARA, M.I.A., Oct. 2, 1928.)

7. Fundamentalsatz II der Theorie von Kriummungskugelkong-
ruenzen. (Eine prizisere Auffassung). Um nun die Darstellbarkeit
von Ap; durch Gnr und D allein zu beweisen, verfahren wir wie

folgt.

Wir fithren zunéchst eine neue quadratische Differentialform ein :

37) ‘ Pu. (i, 4?) dutdu*, P=PyuPp—Pi?,

von denen die Nullinien die Kriimmungslinien sind :

(38) ‘ P, hk =Eh,-Dkr, pPr—=—= = =_Ekaph.

Weiter bemerken wir eine Reihe von Identitéten :

@) LG¥Gu=1 () -1 lim D*Dy=1,
(39) 2 2 Do

©) %E""Ehk=1, @ -5 PHPu=1; |

@  G*Pu=0=P"*Gu,

(b) %G""th=H= 21G lim DDMGa,
( 40) (c) P thhk_—' 0= lDiI’I(I) DthPhk,

@  EGu=0=G*Ey,

(e) E"Pyi= 0 =Py,

()  E™Du=0=lim DD*Ep;

1) Vgl Teil 1.
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() —;—G”"Ahk=k2KG,

(41) (b) % 1117113 DD"A,.=L. (Wir setzen bloss so!)

(C) P hkAhk = %EMMM =2k2 %Ek"GMDhskz.

Um (41) (c) zu beweisen, benutzen wir (33) :
E"‘Mk,=E"’Dk’A,;=2k2E’“’G"’Dh,;d=%P“Asz

nach (388).
Multipliziert man die erste, zweite und die dritte Kolonne (oder
Zeile) der Determinante | Gu Diz P2 | mit %P“, P bezw. %Pzz und

addiert zur dritten, so folgt nach (39), (40) :

| G G 0'=PGEo,
Dll Dl2 0
Pll P12 1

wonach erkennt man die lineare Unabhingigkeit von G, Dw und
Pui. So kann man den symmetrischen Tensor A,; aus ihnen linear
kombinieren :

(42) Ahk=%(a G+ B Dux+7 P} .
Durch tensorielle Multiplikation mit G"**, l]}n‘} DD, Ptk finden wir

nach (40) (b) und (41) (a) :

2k’ KG=a+ S3H, 2L=GHa,
7=PtA,, =2k —g—EkSGMD}w]d.
Folglich wird (42) zu :

43) AM=(—;;%>GM+(—ICZEKG—EIIJF)D;,,ﬁ(kz—g—Eq*’Gf’Dm,>Phk,i

oder
(44) | A= Tsi.L+ Ops, ]
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worin

GH® '’

(45)
whk——-" %KGD};]‘; + (kZ%Eqstleaql)Phk l

gesetzt sind?.

Abgesehen von L sind jetzt alle vorkommenden Grossen wegen
(44) und (45) durch die Griossen G und Dy allein darstellbar.

Um nun die Grosse L durch G, und Dy allein darzustellen,
multiplizieren wir (84) mit Di, und dann schreiben wir 2 und p bezw.
fiir p und A& hin, so folgt:

46) | B4Apy=—202ED4? Dy [
Setzt man nun (44) in (46) ein, so folgt :
@7 | EfAwy=Et ULy + B2 Uy L+ Ei Opy= —2k2EDs? D,.

Wir wollen nun neue Bezeichnung einfiihren :

1 2%
48) | T=Uu¥n—¥y’, Ph=g5y

so gelten :

1, r=s,
lo, r=fs.

Multipliziert man (47) tensoriell mit #*» und dann mit E,,, so folgt

(50) | Ly+U,L+V,=0, {

(49) %W’f!lfhk=1, Yhr I, =

wobei

U,=FE9E, T ¥y,
Vo=E*E,, V"(Phy+22 D) Dy
gesetzt sind. Leitet man (50) kovariant nach p ab und setzt man aus
(50) ein, so ergibt sich

(52) | Lep—U/(U,L+V,)+ UL+ V,,=0.
Transformiert man die Integrabilititsbedingung

(51)

1) limZ D, =1, %Gw',.,ﬁo, %pucw,.,Fo,

D02
.1 1 .. e 1
llm?I)DMd)u:O, ?G"‘vq)u‘:k-KG, -

G
S PrE®, — f2—- h
lim 5 Predy =k PD”G 'Dhsrr.
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(3) | E"L,=0 |
von (50) mit (52), so erhilt man :
(54) | EoUp.L+E(—U,V,+ Vi) =0,
A) Ist erstens
5) | EoU,+o,

so wird L ohne Integration nach (54) bestimmt.
Setzt man L aus (54) in (50) ein, so erhiilt man die folgende Bezie-
hung :

Ers(Ursq“Urqu) ErsU"
Em{ Urqu'I' (Ur Vs qa Vreq} E"(Uer_' Vrs)

B) Ist zweitens
(67) | E*U,=0,
so wird die Integrabilititsbedingung (63)=(54) zu :

(68) | E(U,Vp—Vep)=0

und lidsst L sich nach den integrierbaren Differentialgleichungen (50)
durch Integration bis auf eine Integrationskonstante bestimmen.

Bedenkt man nun den Punkt r (u!, %) als auf die Weise (9) nor-
miert, so wird der Punkt q(«!, 4?) nach (3) schon wohl normiert. Die
so entstehenden Buchstaben wollen wir mit Vv bezeichnen. So erhilt
man den

Fundamentalsatz II der Theorie von Krummungskugelkongruen-
zen. (Eine prézisere Auffassung). Sind zwei quadratische Differential-
formen Gu(u!, w?)du'du* und Dr(u', u?)durdu*, wobei G0, D=0 ist,
so wvorgeschrieben, dass zwischen thnen die Differentialgleichungen (56)
gelten, so existieren fir (55) stets Kriimmungskugelkongruenzen, die diese
Formen zu Grundformen haben und werden bis auf konforme Trans-
Jormationen eindeutig bestimmt. Es gibt im Falle (57) unter (58) eine
einparametrige Schar wesentlich verschiedener Kriimmungskugellong-
ruenzen, wobet alle Kriimmungskugelkongruenzen dieselben Grundformen
haben. Dabei sollen alle in (55), (66), (67) und (58) vorkommenden
Grossen mit v bezeichnet sein.

N.B. Dieser Satz ist zugleich ein Fundamentalsatz der konformen
Fliachentheorie.

(56)

=0, 2




