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PAPERS COMMUNICATED

58. Bemerkungen uber die Frobeniussche Komposition
der Charaktere einer endlichen Gruppe.

Von Kenjiro SHODA.
(Rec. April 30, 1930. Comm. by TAKAGI, M.L.A, May 12, 1930.)

Um die Berechnung der Charaktere einer Gruppe zu erleichtern,
hat Frobenius® zwei Methoden angegeben. Es dirfte nicht ohne
Interesse sein zu bemerken, daf man die in F.II. §1 befindlichen
Formeln leicht aus denen in F.I. §1 ableiten kann. Damit wird also
gezeigt, da F.II. als eine Anwendung von F.I. anzusehen ist. Nach
dieser Uberlegung kann man die Formeln in F. II. etwas verallgemeinern
und einige neue Formeln erhalten.

Wir betrachten das direkte Produkt von zueinander isomorphen
Gruppen :

H=GxGX .o XG,,.
Die Produkte der entsprechenden Elemente aus ®; bilden ersichtlich
eine zu ®&; isomorphe Gruppe, die mit & bezeichnet sei.

Jede irreduzible Darstellung von 9 ist das Kroneckersche Produkt

der irreduziblen Darstellungen der Faktoren &; und umgekehrt.” Da
®; zu © isomorph ist, so ist der Charakter von 9

£ m(P) = P PYPAPY). ... ™P) |

wo P ein Element aus & und ¢)“(P) ein Charakter von ® ist.
Nach F.I.(3) gibt es ein System von nichtnegativen ganzen
Zahlen f,, 5, S0 dal

e P)=§,‘ 5,

2.

(P (F. 1L 2),

wo ¢*(P) den konjugiert komplexen Charakter von ¢“(P) bedeutet,
also

g (P)=¢"(P).
Setzt man P=F (das Einheitselement) und bezeichnet man den Grad

1) G. Frobenius: Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und
denen ihrer Untergruppe, Sitzungsberichte der Akad. der Wiss. zu Berlin, 1898;
Uber die Composition der Charaktere einer Gruppe, ebenda, 1899. Diese beiden
Arbeiten werden bzw. mit F.I. und F.II. zitiert.

2) K. Shoda: Uber direkt zerlegbare Gruppen, zu erscheinen in J. Fac. Seci,
Tokyo, (Sect. I) Vol. 2.
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des Charakters ¢™(P) mit Sy 50 erhilt man
BB S hgn... st (F.IL 7).
Es gilt nun nach F.I. (4), wenn g die Ordnung von & bedeutet,

=;¢"(P)¢”(P)¢’=(P) ...... (P (F. I1. 10).
Hieraus folgt leicht?

E’:‘fil)\z......)mlfx’)m-u)xm-i-z ...... 7\m+nl’-=f)\1)a ...... dont bk (F' II' 9)‘
Nach F.I.(14) ist nun

=\\! g,
P A o’

wo h die Ordnung von 9, h, bzw. g, die Anzahl der Elemente aus $
bzw. & in der p-ten konjugierten Klasse von 9 bedeutet. Jede
konjugierte Klasse von 9 ist das Produkt der von &,, 1=1, 2, ......, m.
Aus der isomorphen Zuordnung zwischen den Elementen aus ®; folgt
natiirich eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Klassen von ;.
Daraus folgt, daBl %z,=g,™ ist, falls g, von Null verschieden ist. Da
h=g™ ist, so gilt

2 _ " g m—1
N EM Potseim= 1) (F. 1L 13).
Iy 72y ceeene s Mny % 4
Diese Gleichung gilt auch fir m=1, wenn man f,. analog durch
Gfrn=220"(P)PN(P) (F.IL.3)

p

definiert.

Die anderen Formeln in F.II. §1 kann man auch ohne Miihe aus
denen in F.I.8§1 ableiten.

Wir betrachten nun F.I. (5);

M Frwt @)= Ny,
gh,
P Y90 VU W )
wo R und P Elemente der p-ten Klasse von § sind und P die Elemente
der p-ten Klasse durchliduft, die in & enthalten sind. Bei unserem
Fall ist aber jede Klasse von & in einer Klasse von 9 enthalten.
Daher ist

1) In F.II hat Frobenius diese Gleichung fiir die Definition von f mit mehreren
Indizes beniitzt.
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m—1
Fig duil " PP oo (P)=(L) " 1(P).
%% VT W 9
Fir »=%"=0, d.h. falls ¢*(P) der Hauptcharakter von & ist, gilt also
% ) ) g \"*!
Fg orn PP (P) = (L)
0 VNS W 9e

Dies folgt auch aus F.I.(9) unmittelbar.
Setzt man nun wieder P=FE, so erhalt man

My 2y 2, ),,,“f)‘l)‘2 """ )mlf)\lf)\z ------ f)\m= gm_lfn ,
2 'f)‘l)'z )m'f)‘l'f)q ...... ‘f)vm._— gm—l



