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112. $ur une Condition N&cessaire et uffisante pour
l’Hnivalence d’une Fonction Holomorphe.

Par Tokui
Institut de mathmatiques, l’universit6 de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by T. Yosv., ...., Dec. 12, 1936.)

1. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine simplement
connexe D, et d6signons par ) l’image de D. Nous avons alors le

Thorme. Il fau e il sut, pour que f(z) soit univalente dans
D, que

(1) f’(z) :k 0 dans D,
(2) soit aussi simplement connee,
(3) la frontire d D corresponde a celle de ).
Si f(z) est univalente dans D, on voit sans peine que les proprits

(1), (2) et (3) sont vrifies.
Nous allons montrer que (1), (2) et (3) sont suffisantes. D’abord,

if(z) n’tant pas nulle dans D, nous avons un lment de la fonction
inverse f-(z) en tout point de ). Ensuite, d’aprs (3), nous pouvons
prolonger analytiquement la fonction inverse f-(z)
Comme est simplement connexe, f-(z) est uniforme dans , et n’a
pas de point singulier, f-(z) est donc holomorphe. Par consequent
f(z) est univalente dans D.

Nous avons le corollaire suivant.
Corollaire. Si la fonction f(z) est holomorphe dans un domaine

limit par une courbe simple ferrule de Jordan
l’on a if(z) = 0 dans le domaine et si l’image de r est une courbe simple
ferrule de Jordan, f(z) es univalenSe dans le domaine.

2. Du thorme ci-dessus nous pouvons dduire immdiatement
comme corollaire quelques thormes bien connus. Nous contenterons de
donner un exemple.

Lemme. Si la fonction f(z) est holomorphe dans le domaine D,
si l’on a l’ingalit$

(R (z-a)f(z)_f(a)
nous avons l’ingalit

f(z) = f(a)

En effet, si l’on a l’galit

f(b)=f(a)
nous avons la relation

if(z) _z-a( )(z- a)
f(z) -f(a) z-b

n+p(z- b) (n _>_

p(z-b) 6tant une s6rie telle que

1) La notation R(z) reprsente la partie relle de z.
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p(z-b)=C,,+(z-b)+

On peut prendre dans le cercle

urt point z tel que

z-a ---r r>R
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assez grand.
Par suite, on a l’in6galit

R((z-a)
dans le cercle

ce qui est absurde, c.q.f.d.
$oit

f’(z) ) < o
f(z) -f(a)

f(z)=z+

une fonction holomorphe dans le cercle-unit6 z]< 1.
Puisque

logf(z) log If(z) +i argf(z),
on a

dz d(logf(z)) d(log If(z)I) d(argf(z))
+i. (z=rei)

d’o
d(argf(z)) =Rhf z
d , f(z) "

Par cons6quent, si la fonction f(z) repr6sente le cercle-unit6 sur un
domaine 6toil6, on a

Rfzf’(z) > 0
\ f(z) /

pour [z[< 1. Si l’on suppose de plus l’univalence de f(z), on a

f(z) - o
pour z :k= 0, et

f’(z) - O.

Rciproquement, supposons

(5)

pour Izl <1.

z
\ f(z)

D’aprs le lemme, l’in6galit (5) entrane

f(z) o

of Jest une constante positive assez petite, et Run nombre positif
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pour z =k= 0. I1 en rsulte que

if(z) - 0
pour Izl <::1.

D’apr (4), la condition (5) montre que l’argument de f(z) croit con-
stamment lorsque z dcrit la circonfrence. Comme l’origine est un seul
z(ro de f(z), l’image du cercle z]=r (r 1) est une courbe simple
ferme de Jordan. D’aprs le corollaire f(z) est univalente dans le
cercle zl r.

En rsum, nous avons le
Thbrme.) La condition ncessaire et su2sante pour que la fonc-

tion f(z)=z- soit univalente et reprsente le cercle-unit sur un
domaine toild est que l’on air

Z
\ f(z) /

pour zl 1.
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