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76. Uber Abbildungen tier gompakten
auf die Sphiire.

Von Ryoji SAKATA.
Mathematical Institute, Osaka Imperial University.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Oct. 12, 1938.)

Es sei R ein Kompaktum. Sei ferner ,(R)(n=O, 1,2, ...) die
Menge aller stetigen Abbildungen yon R auf Teilmengen des n-
dimensionalen Euklidischen Raumes E,. Wir bezeichnen fiir eine ganze

RZahl m -1 und e > 0 mit ,(R) bzw. ,( die Menge aller Abbild-
ungen fe ,(R), fiir die dim Elf(x)= PJ
gilt, wobei P der Punkt mit den Koordinaten (0, 0, ..., 0) des E ist.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis yon

Satz 1.) Dafir, dass die Dimension des Kompaktums R ist
n, ist jede der beiden folgenden Bedingungen notwendig und hin-

reichend
1) es sei" A eine beliebige abgeschlossene Menge yon R, Sk die

k-dimensionale Sphdre. Jede stetige Abbildung feS ldsst sich zu
einer stetigen Abbildung f* eS- erweitern, wobei E eine gewisse in R
abgeschlossene hSchstens (n-k- 1)-dimensionale Menge ist. (k O, 1,...)

-(R2) ) ist dicht in (R). (k=0,1, )
Da jedes hSchstens n-dimensionale Kompaktum die beiden oben

erwihnten Bedingungen erfiillt, und da anderseits die Bedingung 2)
aus der Bedingung 1) folgt,) geniigt es, um den Satz 1 zu beweisen, nur
zu zeigen, dass fiir jedes Kompaktum R dim R n aus der Bedingung 2)
folgt. Es handelt sich mit anderen Worten um den folgenden

Satz . Liegt (R) dicht in ,(R), so ist dim R m+n.
Dem Bewis des Satzes 2 schicken wir zwei Hilfssitze voraus"
Hilfssatz 1.) Es seien zwei metrische Rdume A, B vollstdndig

und separabel. Ist M eine im Produktraum A B dichte G-Menge,
so gilt"

A enthlt eine in A dichte Menge N mit der Eigenschaft, dass
es zu jedem Punkt a yon N eine in B dichte Menge yon Punkten x
gibt, so dass alle Punkte (a,x) zu M gehSren.

Beweis. Es sei R,(n=l, 2, ...) eine abzihlbare Basis yon B. Es
sei ferner M= I10,,, O often. Wir bezeichnen mit E.(n=l, 2, ...)

m-1
die Menge aller Punkte a eA, zu denen es wenigstens einen Punkt
r,eR gibt, so dass (a, r,)eO gilt. Wie man leicht bestRtigt, ist

1) Unter dn(M) versteht man die n-te Urysohnsche Konstante von M.
2) Die Grundidee dieses Beweises riihrt hauptshlich yon W. Hurewicz her.

W. Hurewicz, Fund. Math_ 24 (1935), 144-150.
W. Hurewicz, Sitzungsber. Preuss. Akad. 24 (1933), 754-768.

3) Vgl. dazu etwa K. Borsuk, Fund. Math. 29 (1937), 161-166.
4) Diese Bemerkung, die mir die MSglichkeit gab, die urspriingliche Redaktion

meiner Arbeit zu vereinfachen, verdanke ich Herrn S. Kakutani.
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jedes E. eine in A offene und dichte Menge. Aus dem Baireschen

Dichtigkeitssatz folgt, dass N= H II E, auch in A dicht liegt. Dem-

nach ist fiir jeden Punkt von N die Menge aller Punkte y eG,
ffir die (x, y)eO gilt, in B often und dicht. Genau wie vorhin ist

G= II G eine in B dichte Menge, und daraus folgt die Behauptung,

w. z. b. w.
Hilfssatz 2. (R) ist eine in (R) offene Menge. (R) ist

dementsprechend eine G-Menge.
Beweis. Es sei K die Kugel mit dem Radius r um den Mittel-

punkt P im E. Wir wollen zunichst zeigen, dass man zu jedem e

ein solches finden kann, so dass fiir d/E[f(x)=P] die Beziehung

d/EIf(x) e K] <:: gilt. Ist in der Tat 1I {G, G2, ..., G} eine offene

-jberdeckung von E If(x) =P], deren 0rdnung gleich m/1 ist, so

folgt definitionsgemss d/(2" G,) , woraus sich die behauptete Un-
gleichung d/E[f(z)eK]<: ergibt, sobald so gewhlt ist, dass

R2’ G Elf(z) e K] ist. Zu gegebenen fe( ) und ::> 0 wihlen wir
i=1

so wie oben. Bei beliebiger Wahl tier Abbildung e (R), die der
Bedingung p (f, ) <:: geniigt, gilt offenbar f(E[(x)=P]) K, also

erst recht E[()=P] E[f() e K] daraus folgt d+E[()=P]
R<= d+E[f(x) e K] <= , also e (). Die zweite Hilfte folgt un-

mittelbar aus (R)= H, w. z. b. w.

Beweis des Satzes . Wit fiihren den Beweis dutch vollstindige
Induktion in bezug auf n (bei festem n). Fiir n=O ist die Behauptung
trivial, da die Voraussetzung des Satzes 2 fiir dim R :> m wegen
(R}--0 nicht erffillt ist. Die Behauptung sei also fiirn’ <: n schon
bewiesen. Indem wit (R)) als Cartesisches Produkt (R)x _(R)
auffassen, ergibt sich auf Grund des Hilfssatzes 1 mit Riicksicht auf
den Hilfssatz 2- in (R) existiert eine iberall dichte Menge yon

Abbildungen f mit der Eigenschaft, dass diejenigen Abbildungen
e _(R), fiir die (f, ) e (R) gelten, eine in _(R) dichte Menge

bilden. Setzt man zur Abkiirzung Rf=E[f() 0] fiir fe (R), so

ist die Beziehung (f, ) e (R) fiir e _(R) damit gleichbedeutend,
dass dim E[()=P’]’Rf <: m gilt, wobei P’ der Punkt (0, 0, ..., 0)

des E_ ist. Man bestitigt nun leicht, dass _(Rf) in _(Rf)
dicht ist. Hieraus folgt laut unserer Voraussetzung dim R/<= m-i-n-1.
Anders ausgedriickt" die Gesammtheit der Abbildungen fe(R), fiir
die dim Ry m-n-1 gilt, liegt in (R) dicht.

Wir betrachten nun zwei disjunkte und abgeschlossenne Mengen
A und B yon R und setzen g()=(, A)-(, B). Da die letztgenannte
Abbildung g zu (R) gehSrt, und da eine positive Zahl :> 0 derart

1) n(R), wie iblich als ein metrischer Raum, ist separabel und vollsndig.
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existiert, dass g(x)- <:: 0 bzw. :> 0 auf A bzw. B ist, so folgt
aus dem soeben bewiesenen, dass es unter diesen Abbildungen auch
solche geben muss, fiir die dim Rf m+n-1 und R-A R]-B 0
gelten. Dann ist R eine A und B trennende hSchstens (m/n-1)-dimen-
sionale Menge. Daraus folgt dim R m+n, w. z. b. w.

Hiermit ist der Satz 2 bewiesen, und dadurch ist auch der Beweis
des Satzes 1 vollstndig zu Ende gefiihrt.


