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ur [a connexion de Weyl-Hlavatp
et la gom&trie conforme.

Par Kentaro Y.NO.
Institut de Mathmatiques, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., May 12, 1939.)

La gomtrie conforme gnralise a t premirement tudie par
M. Weyl qui a cherch les invariants d’un espace de Riemann par
rapport la transformation conforme g--g. Ce point de vue a
t adopt par les gomtres de rEcole de Princeton? Ils ont intro-

2duit une densit tensorielle G=g/g-, du poids et invariante

par rapport la transformation conforme g--,g, alors la gomtrie
conforme est la thorie de la forme quadratique relative Gdd.

D’autre part, M. Cartan a introduit la notion d’espace con-
nexion conforme et dvelopp la thorie de cet espace avec sa mthode
du repute mobile.

MM. Schouten et Haantjes) ont rcemment tudi aussi la gomtrie
conforme gnralise avec une mthode projective.

Darts cette Note, nous allons montrer comment on peut utiliser,
pour tudier la gomtrie conforme, une connexion qui porte le nora de
M. Weyl et a t tudie par M. Hlavat.)

Une transformation conforme de la mtrique d’un espace rie-
mannien dont la forme fondamentale est gdzdz sera reprsente par

(t g,,,

o p est une fonction des coordonnes x.
La densit( tensorielle du lids --- dfinie par

(2) G.=g./g-of g est le dterminant form avec les g., est invariante par rapport
cette transformation conforme.
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Cela tant, introduisons une connexion symtrique H, Q) par
rapport laquelle la drive covariante de G s’annulle, soit,

(3) G,. ,,------G,. G,II,, GII,,,+2__ G,Q,, O,
n

oh le virgule dsigne la drive ordinaire par rapport la variable .
Les quations (3) nous donnent

(4) H 1 G,(G,. +G,. G.,)+ 1 (Q+
2 n

G’G=.
Les coefficients // de la connexion sont invariants par rapport

la transformation conforme (1), mais le choix de Q tant tout fait
arbitraire, Q peut subir les transformations de la forme:

(5) Q- Q-t-ni,

off est un vecteur covariant arbitraire.
Quand on effectue une transformation de la forme (5), les H. se

transforment d’aprs

(6) Il au,, -- 1I

Les formules (4) peuvent tre aussi erites sous la forme suivante:

off

(8)

(a) p, L[Q,_ (log v/h-).J.

On volt done que les //au, donnent une connexion de M. Weyl, mais
quand on effectue une transformation conforme (1), les p, se trans-
forment d’aprs

1 (log(10)

et par consequent les H. restent invariants.
I1 est remarquer que si l’on pose

1 G(11) K=-
on a, en vertu de IG, I=l,
(.) K.=K=O
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On tire done de (4)

(13) II,,--Q

Pour tudier les invariants conformes de la mtrique g.dxdx,
nous pouvons utiliser la connexion H., Q.. Les invariants conformes
sont les invariants qui ne dpendent pas de Q.. Nous en donnerons
quelques exemple

Dsignons par H.(R) le tenseur de courbure form, avec les H. et
par F. celui form avec les K., alors on aura

(14) ll,o,- F,,,.,- Q,,,,+Q, G,Q,oG +GQ,G +(Q,,,.- Qo,,,)

off

(15) Q, 1Q,.,, 1__QK, -Q,Q+1___
n n 2n

En remarquant que

n-2 2(n-1)(n-2) n(n-2) n-2

off

H, II ll G 1I

on tire de (14)

(16)

G,F
2(n- 1)(n-2)

H
(n-1)(n-2)

n(n-2)
(S,-S+G,S,o,G" G,S,G")+1

+ F (G,,(-G).
(n-1)(n-2)

Le premier membre de (16) nous assure que le deuxime membre
est un tenseur et le deuxime membre nous dit son tour que le pre-
mier membre est un tenseur indpendant de Q, donc c’est un tenseur
conforme de courbure. Ce n’est pas d’autre chase que le tenseur con-
forme de courbure de M. Weyl.

Cela tant, considrons une courbe dans notre espace et intro-
duisons, sur cette courbe, un paramtre s tel que

dx dx 1(17) G,,
ds ds
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alors la densit tensorielle G tant du poids _2, d
n ds

densit vectorielle du poids +1__.
La drive covariante de cette densit vectorielle

(18)
3s --ds + II,, dX/’ds dXTds n ds

Q,,dx/ dx,"

est une densit vectorielle du poids 2

conforme.

est une

La drive seconde

mais elle n’est pas un invariant

x- d- /’, dx.+II, dx’ dx," 1 dx Q., dx" ’.(19) as ds ds ds ds nds ds/

+II, ( dx’ +11 dx" dr,’
ds ds ds

1 dx’ Q, dx’ d
n ds ds / ds

2 (x +ll dx" dx 1 dx- ds ds ds n ds Q’-- Q’-

est du poids 3, mais elle n’est pas un invariant conforme non plus.

En combinant les (18) et (19), on obtient

(20) x + dx G x’ x" 11o dx/’ dx+GllO,, dx
a d L O O ds ds ds

ds ds d, ds ds ds

dx ( d’Z# dx" dx ) ( dX +K,., dx"+ G ds+Kd.ds ds d,,sa ds -
(2)

ds ds ds

n-2 2(n- 1)(n-2) n(n- 2)

Fo=_,.F.. + G..F
n-2 2(n- 1) (n-2)

Les formules (20) nous montrent que le premier membre est une

densit vectorielle du poids 3, et indpendante de Q, done
n

d(dx/ dx) (d2x dx’dx’) dx(22) -d ds
+K,, dx’ + +g

ds ds ds ds ds ds

+---- G ( dx’ +K’ ds
d’x ) ( d’+K’o’

ds ds
d.

dx’ dx’ ]+GF,, dx -0
ds ds J ds
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sont des luations invariantes par rapport la transformation conforme.
Ce sont les quations diffrentielles d’une courbe que nous appelons

la circonfrence gnralis)

Cela dit, prenons un paramtre scalaire t sur cette courbe, alors

covariantes successives de cette densitY,

(23)

et par suite

(24)

1__ dt Q,
rids ds’

ot dt 1 d*t . dx 1 dr-(Q,.-QK) dx
,ss dsz nds2 ds nds ds ds

d2xa )1 dt Q, +K dx dx
nds ds dsds

2 d2t 1 dt dx# Q_
n ds2 rids ds’

On voit done que le deuxime membre est une densit du poids
2__ qui reste invariante pendant la transformation conforme g--*g.
n

Un paramtre t qui rend nulle cette densit est ce que nous ap-
pelons le paramtre projectif sur la circonfrence gnralisee."D

1) K. Yano: Sur les circonfrences gn4ralises darts les espaces connexion
conforme. Proc. 14 (1938), 329-332.


