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32. Sur la connexion de Weyl-Hlavaty
et la geometrie conforme.

Par Kentaro YANo.
Institut de Mathématiques, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.1LA,, May 12, 1939.)

La géométrie conforme généralisée a été premiérement étudiée par
M. Weyl” qui a cherché les invariants d’un espace de Riemann par
rapport & la transformation conforme g,, — pg,. Ce point de vue a
été adopté par les géomeétres de I'Ecole de Princeton? Ils ont intro-

1
duit une densité tensorielle G, =g, /9™, du poids —% et invariante

par rapport a la transformation conforme g,, — pg,,, alors la géométrie
conforme est la théorie de la forme quadratique relative G, dx“dx”.

D’autre part, M. Cartan® a introduit la notion d’espace 3 con-
nexion conforme et développé la théorie de cet espace avec sa méthode
du repére mobile.

MM. Schouten et Haantjes? ont récemment étudié aussi la géométrie
conforme généralisée avec une méthode projective.

Dans cette Note, nous allons montrer comment on peut utiliser,
pour étudier la géométrie conforme, une connexion qui porte le nom de
M. Weyl et a été étudiée par M. Hlavaty.”

Une transformation conforme de la métrique d’un espace rie-
mannien dont la forme fondamentale est g,dx“dx” sera représentée par

) Iw—Pw (A, 14, ..=12,..,n)

ou p est une fonction des coordonnées «’.
La densité tensorielle du poids —% définie par

1
(2) Gu= g#ﬂ/ gnr

ol g est le déterminant formé avec les g,,, est invariante par rapport
4 cette transformation conforme.
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Cela étant, introduisons une connexion symétrique I74,, Q,” par
rapport & laquelle la dérivée covariante de G, s’annulle, soit,

(3) G/lp; uEGly. v Gwﬂiv - Glx”;v +"3— GMQv = 0 ’

ou le virgule désigne la dérivée ordinaire par rapport i la variable x'.
Les équations (8) nous donnent

@) ﬂz,=§G“(GW+G,,.,‘—GW.;)+-n1—(azQ,+azQ,,—G“Q,Gm),

LN

ol
G*G,,=4d}.

Les coefficients 774, de la connexion sont invariants par rapport 3
la transformation conforme (1), mais le choix de @, étant tout a fait
arbitraire, @, peut subir les transformations de la forme:

(5) QV - Qu+n¢v ’

oll ¢, est un vecteur covariant arbitraire.
Quand on effectue une transformation de la forme (5), les I72, se
transforment d’aprés

(6) 1}, — 11}, + 8}¢,+ 8}, — G*$,Gu .
Les formules (4) peuvent étre aussi écrites sous la forme suivante:
™ I, ={L}+8p,+8}p.— 9" D90 ,
ol
® (3 =5 0" G F Gona =) 90—
©) p.=-1Q,~(log v'7).1.

On voit donec que les 77}, donnent une connexion de M. Weyl, mais
quand on effectue une transformation conforme (1), les p, se trans-
forment d’aprés

(10) pyﬁp,—%(log ).y

et par conséquent les I72, restent invariants.
Il est & remarquer que si 'on pose

(11) K;‘lv=‘;_G“(Gm.v+sz.u—Gw. x) ’

on a, en vertu de |G, |=1,
(12) K}ly=Kﬁl=0 .
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On tire done de (4)

(13) m,=q,.

Pour étudier les invariants conformes de la métrique g, dx"dz’,
nous pouvons utiliser la connexion I74,, @,. Les invariants conformes
sont les invariants qui ne dépendent pas de @,. Nous en donnerons
quelques exemples.

Désignons par I1},, le tenseur de courbure formé avec les I74, et
par F%,, celui formé avec les K%, alors on aura

(14) ]Iftvm = F}Mn - prsa‘: + prat - Gpvaa)G“ + Gﬂ(v.lQ:uaG’ul + 6}4(Qym - Qa.w) ’

LN

ou

(15) va = _1" Qu. v l QzK;y - '1_2 Q/AQV + _];; GszQmG/w .
n n " 2n

En remarquant que

nHWZ +2(n Gl)(Z 2) 'n(n 2):| [ nFWZ 2(n— 1)(n 2)] U
ol
”ﬂv=”}wl» n=6¢»1,, S,=m,-1,,, F,=F,, F=G"F,,
on tire de (14)

(16) H;‘,y,,,-—n—i2~(ﬂ,,,3:},—ﬂ,,,,,5f,+GwlIwG"‘—GMH,,G”‘)

I
I (Guii— Gt
+ n—1)(n—2) (Gwds—Gud))
+ (Suot— 8,0t +G,LSWG*—G S,,,G"‘)+ 0rS,0
n(n 2)

=Fi, — —1—2 (Fudh— Foudit G oG — GooF' G
n —

F i
+ 1) (—2) (Gwio—Gudy) .

Le premier membre de (16) nous assure que le deuxiéme membre
est un tenseur et le deuxidme membre nous dit 4 son tour que le pre-
mier membre est un tenseur indépendant de Q,, donc c’est un tenseur
conforme de courbure. Ce n’est pas d’autre chase que le tenseur con-
forme de courbure de M. Weyl.

Cela étant, considérons une courbe dans notre espace et intro-
duisons, sur cette courbe, un parameétre s tel que

da* da*

) “ ds ds

=:1’
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alors la densité tensorielle G, étant du poids —%, % est une

densité vectorielle du poids +%.

La dérivée covariante de cette densité vectorielle
(18) Pt Pt +113, de* do 1 do? 5 do*

ds? dsdsnds"ds

est une densité vectorielle du poids —n—, mais elle n’est pas un invariant

conforme. La dérivée seconde

ag S d (9, detde 1 dot g do

o ds\ ds ds ds n ds  ds
2 (ot e da’ da 1 dx” o daf do”
+H(ds’+”"dsds ndsQ"ds)ds
& | o dat de 1 do?  da’ da”
(d82+”prd8d8 )Qv ’

est du poids —%, mais elle n’est pas un invariant conforme non plus.

En combinant les (18) et (19), on obtient

o B, By e e g
=%(‘JZ§ + K3, 4 "l””")+("’2”c + K%, "Z 03; )Kl czla:"
+GZ§[GW( +K:,',‘S'; ‘?s )( - +K5ﬂﬂ§;‘%)
AT
ol
1) 18, =— 1w Gull Su

2n—1)(n—2)  nn—2) "’
__F, G F
Fu= + 2An—1)(n—2) °

Les formules (20) nous montrent que le premier membre est une
densité vectorielle du poids —3-, et indépendante de Q,, donc

LG ek

+ 9, (T oy I B (B, A7)

—_ dw”dxy Ax iwy_=
Py, B0 | G, & g,
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sont des équations invariantes par rapport a la transformation conforme.
Ce sont les équations différentielles d’une courbe que nous appelons
la circonférence généralisée.”

Cela dit, prenons un paramétre scalaire t sur cette courbe, alors
% ( =% étant une densité du poids %, on a, pour les dérivées

covariantes successives de cette densité,

« o _ dt
(23) os ds’

#t_ &t 1.dt , do

Ft_dt_1 &t , do 1 dt o way dat da
588 ds" n dssz (L? n ds(Qﬂ.v QAKW) dS ds
_1.dt o (d%F g de* do’
ndsQ‘<ds=+K””ds ds)
_2(dt__1 dt 5 do*\, do’
'n(d82 dst )Qv »
et par suite
2t Y
o8 _8losf| 1, & % o do* dw
(24) ot 2| ot 26 5 o T g s
Js Js
at diy
_dé¢ 38ldé| 1 W+K#dx da’
Tdt 2| dt| 2 d? " ds ds
ds ds
d2r’ dz® da da* da
K:w Ty T 4 *
( + dgds)w‘" %

On voit done que le deuxiéme membre est une densité du poids
% qui reste invariante pendant la transformation conforme g, — pg,..

Un paramétre ¢ qui rend nulle cette densité est ce que nous ap-
pelons le parameétre projectif sur la circonférence généralisée.”
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