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qur les &quations de Gauss dans la gomtrie
conforme des espaces de Riemann.

Par Kentaro YANO.
Institut de Mathmatiques, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKhYA, M.I.A., Oct. 12, 1939.)

Le but de cette Note est de trouver les quations de Gauss dans
la gomtrie conforme des espaces de Riemann et d’en tirer quelques
consluences.

1. Considrons un espace de Riemann V dont la forme fonda-
mentale est

(1.1) d=gdu"du (, p, , 1, 2, 3, ..., ).
Quand on effectue une transformation conforme du tenseur fonda-

mental

(t.2)

1 symles de Christoffel

(.) {.}=
of la virgule dsigne la drive partielle par rapport R u, se trans-
forment en {.} suivant les formules

0.4) {M= {,,’J +,,. +,.’,,,- ’,,,,,,,,
o

(1.5) p,,= (log p).,,,

et le tenseur de Riemann-Christoffel

(1.6) R.,,o- {,,}.o- {M.,+ {,,} {)- {Z.,}

en R.,, d’aprbs

R ,,, p,,, -I- p3 g.,,p,,o,g" -i-(1.7)

1(1.8)

En liminant p,,, de (1.7), l’on trouve que

(1.9) C.,,,,= R.,,,o, 1 (R,,,,-R+g,,R.,, gR.)
--2

+ R (g,,,,_g,,),
(n-l) (n-2)
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est un tenseur invariant par rapport la transformation conforme
(1.2). C’est ce qu’on appelle le tenseur conforme de courbure de M.
Weyl.

2. Considrons ensuite un sous-espace V dans V dfini par les
quations

(2.) =u(d, u-, ...,
alors le tenseur fondamental de V est donn par

ga BT’B’"g,, (i, j, k, ...= i, ., , ...,(2.2)
off

(2.3)

est un tenseur mixte et invariant par rapport la transformation con-
forme (1.2).

Les symboles de Christoffel de V-tant
1

le tenseur de courbure d’Euler-Schouten H- est dfini par

(2.5) Hi-;, Bi B:+B" {,} Bi: B {%}
off le point-virgule dsigne la driv6e covariante.

On sait que le tenseur Hj est symtrique par rapport aux deux
indices jet k, et que si l’on regarde H-iJ comme des vecteurs con-
trevariants de V. par rapport l’indice , ils sont orthogonaux V.

Donc si l’on dsigne par BA (A, B, 4-, n+, ..., ) n-m
vecteurs unitaires et orthogonaux entre eux qui se trouvent dans les
directions normales V, on peut crire Hj- comme il suit

Quand on effectue une transformation conforme de la forme (1.2),
le tenseur Bj-" tant invariant, les g se transforment en suivant
les formules

(2.7) =fg,

par cons6quent, les symboles de Christ:offel {]} en {]} d’aprs

(2.s) {} {M +,,+P-
off

(2.9) p= (log ,o),.

Donc, en tenant compte de (1.4) et de (2.8), on trouve que ta loi
de transformation du tenseur Hj par rapport (1.2) est donne par

(2.10)
off

(2.11) pA-- P.BA
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En contractant g, on tire de (2.10)

et par suite

(2.12)

(2.12) nous montre que le tenseur

(2.13) M.;J=Hj’ lgabH,gjk

reste invariant pendant la transformation (1.2). Le point oh le tenseur
M-’ s’annule s’appelle ombilic. Si M;J=O sur tout l’espace V, nous
appelons V= sous-espace totalement ombiliqu& I1 est vident que ce sont
les proprits conformes des espaces de Riemann.

3. Les quations de Gauss pour le sous-espace V s’crivent

(3.1)

(3.2)

(3.3)

{J.-{}.+{) {}- {} {},

B BB’/’B’’B’" B.=gg,B’ H.
Dans ce Paragraphe, nous allons chercher les quations conformes

correspondant aux quations de Gauss (3.1). Pour cet effet, contractons
/, (1.9), alors on aura

(3.4) f, =/-R 1
lkh’.p(o lLikh . (BR-BR5--2

+ R (g,_g,)
(n-l) (n-2)

en vertu des relations

(3.5) B. g, B.B, h

(3.6) B: B;.UB’ BB
R.En substituant (3.1) dans (3.4) et en remarquant que

gBR, on a

(3.7) k. .h Hk Hh
1

--2

+ R (g,,_g,).
(n- 1) (n- 2)

En contractant par rapport i et h dans (3.7), on trouve
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d’o

(310)

+HgH.
(m 1)n--21 [(_2)B,.7,R,,,+g,,B,R,]+
(n-l) (n-2)

B-- Bf. IB’a’ R.ik--" R?..ka Bm’ Ba,gab

En contractant encore g (3.8), on obtient

2(m- 1) B,,,R,,,+ re(m- 1)R
n-2 (n-) (n- 2)

B"R,= 1
n-2 2(m-)

ZZ.b ZZ-ai .a ZZ.bl! 2(n- 1) (n-2)
off nous avons pos6

d’o

(3.11)
m-2

(3.12)

g rBaB,,a gabRab+H.aH2 ..l’b.l Ela "1

’ -b .a -a .bJ2(m- 1) (m-2)

gR
2(n- 1) (n-2)

En substituant enfin (3.11) dans (3.7), on obtient

1 (R-RhTga--gha)
--2

+ fR (g_g&)
(m-1)(m--2)

.C 1 BC
--2

Ba C ai+gBhC.f g .g

+ ’ (g-gh )
(m--1) (m-- 2)
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2(m- 1) (m-2)

+
-2

2(m- 1)(m-2)
(H.H2 Hb.,r 7

b .al .a Z.bclj k

2(m- 1)(m-2)

2(m- 1) (m-2)
(H H2 =b. r= Fb .al .a z "b]

Le premier membre de (3.12) nous donne le tenseur conforme de
courbure du sousspace V,. Nous le d6signerons par C.

En utilisant le tenseur conforme Mj- donn6 par (2.13), on peut
encore 6crire (3.12) sous la forme suivante-

off

u,, 7+
(m-- I) (m-- 2)

M’M% (g, g’)](m-1)(m-2)

M. g"M’j/

ce sont les 6quations de Gauss dans la gom6trie conforme des espaces
de Riemann.

Le premier membre et le premier terme dans le deuxime membre
tant invariants conformes, il est vident que le deuxime terme l’est
aussi. Nous le dsignerons par N.a et l’appellerons le tenseur con-
forme de courbure de V relatif V..

Si le sous-espace est totalement ombiliqu, c’est--dire si l’on a
M;/=0 sur tous les points de V,,,, le tenseur N. s’annule.
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On sait que si un espace riemannien V,(n > 3) est conforme un
espace euclidien, son tenseur conforme de courbure de M. Weyl s’annule
et vice versa, donc on a immliatement, de (3.14), les thormes suivants:

Si le tenseur conforme de courbure N.# d’un sous-espace V re-
latif un espace ambiant de Riemann conforme R un espace euclidien
s’annule, V est ncessairement conforme R un espace euclidien (n:>
n => 3).

En particulier,
Si un espace V dans un espace de Riemann V conforme Run

espace euclidien est totalement ombiliqu(, il est ncessairement conforme
un espace euclidien (n >m> 3).


