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41. Sur quelques proprietes conformes de V, dans
V. dans V,.

Par Kentaro YANo.
Institut de Mathématiques, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., May 13, 1940.)

§1. Soit V,, un espace de Riemann dont la forme quadratique
fondamentale est

(11) ds® =g, du"du’ , A, py,...=1,2,8,...,m),
et les symboles de Christoffel sont

(1.2) {i}= —;—y“"(ym v Gov, = G, 0) »

ou la virgule désigne la dérivée partielle par rapport aux coordonnées.
Un sous-espace V.. dans V,, peut étre défini par les équations para-
métriques
(1.3) wr=uwr(ul, 2w, ..., u™), m<n).

Alors, le tenseur fondamental g;, et les symboles de Christoffel
{4} de V,, sont respectivement donnés par

(1.4) 9it=B}Br 9. ,
15)  {(Jy=BiB#Br{i}+Bi), G4k -.-=1,23...,m)
oll nous avons posé

(1.6) By=2L ot Bi=g,B;".

Cela étant, considérons un sous-espace V; dans V,. qui est lui-méme
plongé dans V,.
Soit

(1.7) w=uwiul vl b ..., uh),  (I<m)

une représentation paramétrique de V,. Le tenseur fondamental g,, et
les symboles de Christoffel {%} de V; sont repectivement

(1.8) 9u=BZB{g;; ,

L9 {2}=BYUBiB}ji}+Bi), (abc..=1,23,..,10)
oll on a posé

(1.10) =-§—Z— et B%=g¥g,By.

En regardant le sous-espace V; comme étant plongé dans V,, on
obtient les équations paramétriques de la forme

(1.11) wr=ul(ul, uf, .., u).
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Done, en posant

A
(1.12) Bi=2%",
ou®
on obtient de (1.6) et de (1.10)
(1.13) B}=ByB;.

Cela étant, il est facile de vérifier les relations entre les quantités
de V; et celles de V,,

(1.14) 9as=Bd'Bi'guv

(1.15) {¢.} =BuBy'B{4L}+Bilo),
ol

(1.16) B%=g%g,,By" .

§2. Le tenseur d’Euler-Schouten Hj;} de V, par rapport i V,
étant défini par

2.1) Hi*=Bit+B#Bi{i} — B}

on peut définir encore deux sortes de tenseurs d’Euler-Schouten H;;} de
V, par rapport 4 V,, et H;} de V, par rapport & V,, par

(2.2) H;i=B;it .+ BiB¥}i}— B2},
2.3) Hy}=Bi.+BBX{L}— Bz},

respectivement. Le tenseur Hj;}, par exemple, peut étre considéré
comme étant la dérivée covariante du tenseur B;® qui est un vecteur
contrevariant de V,, par rapport & lindice 2 et un vecteur covariant
de V,. par rapport a I'indice j.

Pour trouver la relation entre Hj?, H;f et H;, on n’a qu’a dériver
(1.13) covariantement dans V;,

(2.4) H;?=Hj;!BiB}*+ B#Hy: »

Les H;} étant vecteurs contrevariants orthogonaux & V; par rap-
port & A, les H;?BiBF* sont orthogonax a V,, et les BiH;: sont
tangents a V.

On sait d’autre part que les tenseurs?

(2.5) M;;3=H;-;f—% Hd g s
(2.6) M;,;'=Hs,;i—%g¢dH;:.z‘gw,
@) M) =Hi,;‘—~% G“Hiigs.,

1) H. A. Hayden: Subspaces of a space with torsion, Proceedings of London Math.
Soc. 34 (1932), pp. 27-50. Voir, en particulier, p. 44.

2) K. Yano, Sur les équations de Gauss dans la géométrie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 15 (1939), 247-2562 et Sur les équations de Codazzi dans la géométrie
conforme des espaces de Riemann, Proc. 15 (1939), 340-344.
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sont invariants tous les trois par rapport & la transformation conforme

(2.8) O =P

du tenseur fondamental de I’espace ambiant V,. Nous allons chercher
les relations qu'il exsiste entre les tenseurs Mj;', M;i et M2
On obtient de (2.5), (2.6) et (2.7),

=M +-L 6" Hilg,

Hyi=Mi+ %g‘“’H;?.fgu ,

Hi? =M;,;“+%g““H.'.:;“gn,c .
En substituant ces valeurs dans (2.4), on trouve

Mi;‘+-%—g“de.ilgbc=(M}ic‘+*}’; *Hi*g | By B:*

+ B (Mi+ L e Hiit.)
ou
(2.9) My} =M;’Bi B + By M}
1

+(L grHat+ L g B - L g H ..
m l l

En contractant g* et en remarquant que

9* Ml =g*Mii=0
on trouve

1 gy 1 cipga_ 1 cN\— _ 1 prapeipek, pe
(2.10) (mg Hm‘*’lngsz. lQ"dHad) I By Blgb

Les équation (2.9) et (2.10) donc nous donnent les équations cherchées,
(211) My} =M;B{B*+ BMii— 7 MilBiBlg"a. .

Les équations M;; =0 par example représentant la propriété que
le sous-espace V,, est tolalement ombiliqué dans V,, les équations (2.11)
nous donnent :

Théoréme I. St un sous-espace V; est totalement ombiliqué dans
Vi qui est lui-méme totalement ombiliqué dans V,, alors V; est aussi
totalement ombiliqué dans V,. QZl<<m<<n)

En effet, V; étant totalement ombiliqué dans V,,, nous avons M;:=0.
Le fait que V,, est aussi totalement ombiliqué dans V, nous donne
M3 =0.

On voit done facilement que

Mii=
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ce qui nous montre que le sous-espace V; est totalement ombiliqué
dans V,.

Théoreme II. Si un sous-espace V; dans V,, dans V, est totale-
ment ombiliqgué dans V,, le V; est totalement ombiliqué aussi dans V.
Cli<m<nm)

En effet, V, étant totalement ombiliqué dans V,, on a

M=
d’otl on obtient, grace aux relations (2.11),

M;i'B{B}*+ Bi M~ M BiBitqg,=0.

Mais on sait d’autre part que Mj;‘BiBF*— % M;*B;iBFg*g,. sont

des vecteurs contrevariants normaux a4 V, et que ByM,} sont des
vecteurs contrevariants tangents 4 V,,. On a donc

BM}=0,
d’ou )
M;;=0,

ce qui nous montre que le sous-espace V; est totalement ombiliqué
dans V..

§3. Nous allons, dans ce Paragraphe, considérer deux sous-espaces
Ve-r1et *V,_; & (n—1)-dimensions dans V,. L’intersection de deux sous-
espaces V,_; et *V,_; est un sous-espaces V,,_; & (n—2)-dimensions dans
V.. Pour V,, et *V,_; nous avons

81) M;'=Hj; - 1 g*Hil g ,
n—1
et
(82) *Mji="Hzi——1 _=

th*ch ik » (i’j’ k"":i’é""y';"—i)

respectivement. Dans la suite, nous metterons un astérisque pour les

*

quantités de *V,_;. Comme nous avons
(3°3) M;;cl=Hb'cA——_1‘2“gwdH¢;¢ilgbc ’ (a'y b; (FR =i, éy ceey ';'&—’1)
n—

pour le sous-espace V,_, on obtient, de (2.11),
(4 Mid=MB/BM BAMii——L M BBl g,

(35)  M;}="M;}*Bi*B}+*B*Myi— 12 *M;2* B3 * Bilgg,,

n—

Cela étant, on peut démontrer le Théoréme suivant:
Théoreme IILY Lintersection V, 5 de deux sous-espaces V,_, et

1) Ce théoréme a été communiqué a Vauteur par M. S. Sasaki.
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* V.1 totalement ombiliqués tous les deux dan V., est aussi totalement
ombiliqué dans V,,.

En effet, V,_; et *V,_; étant totalement ombiliqués tous les deux,
on a

(3.6 M;*=0,
3.7 *M;i'=0,

donc les équations (3.4) et (3.5) nous donnent
(3.8) M;}=BiMyi="B*M;; .

Or, les vecteus Bi*M;; sont tangents & V,,_, et les vecteurs *Bj* * M;;*
a *V,.;, done ¢’ils sont égaux, on en conclut qu’ils doivent étre tangents
a Pintersection de V,_; et de *V,_; soit & V,,_».

Mais, ils sont, d’autre part, égaux au vecteurs M;} qui sont ortho-
gonaux a4 V,_» Done, on doit avoir

M;}=B/M;}="B*M;i=0,

par conséquent, le sous-espace V,_, est aussi totalement ombiliqué
dans V,.



