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40. ber zusammenh&ngende kompakte abelsche Gruppen.

Von Kunihiko KODAIRA und Makoto ABE.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Comm. by T. TAKA(I, M.LA. May 13, 1940.)

Jede zusammenhingende (nicht notwendig lokal-zusammenhingende)
kompakte separable abelsche GruppeD lifit sich, wie es w.u. (Nr. 4)
gezeigt werden soll, als Limesgruppe einer G=-adischen Folge von
(endlich-dimensionalen) Torusgruppen auffassen. Diese letzten Gruppen
haben folgende Eigenschaften, die wegen ihrer einfachen (topologischen
bzw. algebraischen) Struktur leicht nachzuweisen sind (Nr. 1-3):

Es seien , 2 zwei endlich-dimensionale Torusgruppen und die
additive Gruppe der mod. 1 reduzierten reellen Zahlen dann gelten

a) ist mit B(.)2) topologisch isomorph.

b) Fiir jede stetige Abbildung f von T in gibt es einen und nur

einen stetigen Homomorphismus hf von in , der zu f homotop ist.
c) Die Abbildungsklasse einer stetigen Abbildung f von einem

Kompaktum F in ist durch den vonf induzierten stetigen Homomor-
phismus H yon B(F) in B()- (-Charakter Hf von BI(F)) ein-
deutig bestimmt.

Nun ist zu vermuten, daft diese Behauptungen noch giiltig bleiben,
wenn man darin die Torusgruppen durch beliebige zusammenhngende
kompakte separable abelsche Gruppen, d.h. durch G-adische Limes-
gruppen yon Torusgruppen ersetzt. Wir besttigen im Folgenden, da
dies tatschlich der Fall ist (Nr. 5-8, Sitze 1-3). Schliefllich beweisen
wir einen Satz (Satz 4, Nr. 9), daft die n-dimensionale Torusgruppe die
einzige n-dimensionale zusammenhingende kompakte separable abelsche
Gruppe ist, die sich im (n+ 1)-dimensionalen Euklidischen Raum topo-
logisch einbetten lit.)

1. Isomorphie yon . und B().
Die n-dimensionale Torusgruppe ist die direkte Summe der n

Exemplare yon :
=++...+.

n-real

Jedes Element von lfit sich also in der Form

darstellen, x heifie die i-te Koordinate von v e . Die Elemente von

I) Alle vorkommenden Gruppen sind abelsch und additiv geschriebem
2) Die 1-dimensionale Bettische Gruppe von : in bezug auf den Koeflizienten-

bereich
3) Die Stze 1 und 4 in dieser Note sind schon friiher yon einem der Verfasser

(Kodaira) erhalten und in japanisch verSffentlicht worden [Isb-Sfigaku, Vol. 1, No. 2,
1939].
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deren Koordinaten mit der einzigen Ausnahme der -ten, alle gleich
0 sind, bilden einen 1-dimensionalen Zyklus Z von . Die Homologie-
klassen yon Z, ..., Z (die wir einfachheitshalber auch mit Z1, ..., Z
bezeichnen wollen) bilden eine Basis yon B(:)-

Ordnet man dem Element z =zxZ+... +x,Z, von B() das Element
I(z)=r(z, ..., ) Yon , so entsteht ein topologischer Isomorphismus I
von B() auf

2. Die Abbildungsklasse einer stetigen Abbildung f yon einem
Kompaktum F in die n-dimensionale Torusgruppe ist durch den yon

f induzierten stetigen Homomorphismus H yon B(F) in B(.Z)
eindeutig bestimmt.

Schreibt man f(p) (pe F) koordinatenweise in der Form

f(P)= (f(P), --.,f(P))
so sind J stetige Abbildungen von F in . Die Abbildungsklasse von
fe ist nun durch den von j induzierten stetigen Homomorphismus

H von BI(F) in B() vSllig bestimmt.) Der von f induzierte

Homomorphismus Hf von B(F) in B() ist offenbar der folgende’

+ + zeB(F)

Die Abbildungsklasse von f ist durch die Abbildungsklassen yon f, ...,
f, also durch die Homomorphismen Hf,, ..., Hf,, also schliefllich durch
den Homomorphismus Hf v611ig bestimmt, w. z. b. w.

3. Fir jede stetige Abbildung f yon in gibt es einen und nur

einen stetigen Homomorphismus h yon in , der zu f hamotop ist.

Wir bezeichnen mit "(y, ..., y,),ye $ die Elemente von , mit Z,
..., Z die Basis yon B() und mit I den Isomorphismus yon B()
auf T in derselben Weise, wie wir in Nr. 1 fiir erklirt haben, f
induziert einen Homomorphismus Hr von B() in B.(T), der als
Homologierelation durch

Hz(Z,) ,aZ i-- 1,..., n
=1

ausgedriickt wird. Hierbei ist Af=(a) eine ganzzahlige rim-Matrix.
Wegen der Isomorphie von und B() bzw. und B() veranlafit

HI einen stetigen Homomorphismus h von in "
1) Unter allen mSglichen Isomorphismen yon B(2) auf : betrachten wir im

folgenden vorzugsweise nur diesen Isomorphismus; I bedeute immer diesen speziellen
Isomorphismus.

2) Fiir den Fall, wo F ein Polyeder ist, siehe z.B. Alexandroff-Hopf: Topologie
I, Kap. XIH, } 3. Bei einem beliebigen Kompaktum lit sich die Behauptung in
iiblicher Weise mittels des Rn-adischen Grenziiberganges nachweisen.
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hf= H t
oder h(xx, ..., x,) IH(xxZa+

ax)Z+-.. q- (,a.x (Zax,..., ,ax).
i=l i=l

Ist jetzt inssondere f lbst ein Homomorphismus, so lt sich f
in der Form

f ..., x,) ...,
i=l

mit den ganzen Kffizienten b darstellen.1) f induziert dann offenbar
den Homomorphismus der Bettischen Grupn"

h stimmt also in diesem Falle mit f iiberein.
Kommt man wieder auf den Fall einer allgemeinen Abbildung f

zuriick, so ist jedenfalls

Daraus folgt Hf=Ha, was aber die Homotopie von fund hf bedeutet,
wie es in der vorigen Nummer bewiesen wurde. Andererseits sind zwei
verschiedene Homomorphismen fund g niemals einander homotop, denn
aus der Homotopie von f und g folgt hi=h, also f hf h g. Zu
jeder stetigen Abbildung f von in . gibt es daher einen und nur

einen stetigen Homomorphismus hf=IHfI-, der zu f homotop ist, w.
z. b. w.

Zum Schlu sei noch bemerkt, da bei den gleichdimensionalen E
und der Grad yon f definiert ist und zwar gleich dem Werte der
Determinante det Ay der Quadratmatrix Af ist.2)

4. Jede zusammenhngende kompakte separable abelsche Gruppe
if5 ljt sich a Limesgruppe einer auf-G-adischen Folge yon Tor-
gruppen

auffassen.

1) Dies sieht man am leichtesten durch die Dualitsbetrachtung eirl. In der Tat
sei bzw. die zu : bzw. : orthogonale Gittergruppe jeder stetige Homomorphismus

f yon ; in : ist einem Homomorphismus f* von ) in dual, d. h. f ordnet einem

Element r yon : (als Charakter von betrachtet) das Element rf* yon : (Charakter
von ) zu. f* ist aber eine ganzzahlige lineare Transformation.

2) Dies beweist man z.B. wie folgt. Man kann ohne Beschr/inkung der Allge-
meinheit annehmen, dat f eine homomorphe Abbildung sei. Falls det Af0 ist, ist f
im Kleinen topologisch und hat genau det All 0-Stellen mit dem Index + 1 bzw.
-1 je nach dem Vorzeichen von det At. Falls det Af=O ist, ist f unwesentlich und
hat daher den Grad 0.
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Die Charaktergruppe ( von ( ist diskret, abzhlbar, und toons-
rei; * ist also die Vereininmenge einer ausigenden Folge von
reien alschen Gpn endlichen Ranges"

Es seien Charaktergrupn von . sind dann Toss,upon
endlicher Dimension und bilden eine auf-G-adische Folge, die als
Limgp hat, w. z. b. w.

Ist sziell -dimensional, ist * vom Rang ; man kann
daher whlen, daa alle den ng ., und olglich alle die
Dimension hahn.

Beweis. Es i =lim,h=, . Nach Nr. 1 bt es
fr jes einen Isomorphismus L der Gp B() au . Die
Bettihen Gpn B() bilden eine -adische Folge

die die Grup B() als Limp hat. Wegen der Gleichung

IH=kL sind die zwei Folgen { } und { B()} topoloh i-
morph, also sind es auch ihre Limpn, w. z. b.w. Der durch
L definier toloche Imorpsm yon B() au hei I;
I= lira L.

Eine merkenswer Folgeng aus diem Satz ist die, da die
algebraische Strukr einer zummenhngenden kompakten parablen
alschen Gp hon durch deren tolohe $tktur vollsndig
stimmt wiM.

6. Wir wollen in dir Note unr Homopie zweier stigen
Abbildungen f, ein Kompaktums F in ein ander Kpatu F
olgendes verstehen:

Fr eine beliebige stige Abbildung von F in ein liebig
Polyeder Q sind die zusammengtzten Abbildungen f,Q ein-
ander homotop.

F i nun in eine R-adische Polyerolge

entwickelt =lim ist eine Abbildung yon F in P. Sind f, in

unrem Sinne einander homotop, so sind eP fr j
einander homotop. DButbfdHooto f,
ak hch. Denn btrt alle eQ, a

mit homop i f ist al mit, also mit , al hlie-

1) Freudenthal: Entwicklungen von Riumen und ihren Gruppen, Kap. VI, 40-
41, [Comp. Math. 4 (1937), 145-234].

2) Freudenthal: 1. c., Kap. I, 8 u. Kap. II, 19.
3) Vgl. M. Abe: Ober die Methode der Polyederentwicklung tier Kompakten

und ihre Anwendungen auf die Abbildungstheorie, 2, Vorbemerkung 2), [Comp. Math.
7 (1939), 185-193].
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lich mit Cg homotop (fiir jedes Q und jedes ).
Es ist klar, daft unsere Definition der Homotopie mit der iiblichen

iibereinstimmen, falls F’ ein Polyeder ist.

7. Satz . (, ( seien zwei zusammenhngende kompakte separable

abelsche Gruppen. Fir ede stetige Abbildung f yon ( in ( gibt es
einen und nur einen stetigen Homomorphismus hf, der zu f homotop

Beweis. 1) Der Fall (=T (Torusgruppe). Es sei (=lim T,

hT=T, Wihlt man fiir eine stetige Abbildung f yon in ein
geniigend grofle , so kann man fiir dieses r eine stetige Abbildung

f yon 2 in : so konstruieren, daft f mit fh homotop sei.D Dann
ist H=HyH, als hf=hfh=hh.2 Ist speziell f ein Homomor-
phismus, so lit sich ff auch homomorph wihlen, und zwar so, daft
f=fh ist.3 Da nach Nr. 3 hf=ff ist, gilt in diesem Fal-1 hf=hh
=ffh=f.

Folglich ist fiir eine beliebige stetige Abbildung f

das heit aber nach Nr. 2, daft hy zu f homotop ist. Andererseits be-
weist man genau wie in Nr. 3, daft zwei verschiedene Homomorphismen
niemals einander homotop sein kSnnen.

2) Der allgemeine Fall. ( sei auf-G-adisch in der Folge

entwiekelt, f sei eine beliebige stetige Abbildung von in (. Man
setze f=hf. Aus f hf folgt hy hhy. Nun ist hf nach der ersten
H1fte dieses Beweises fiir jedes r zu f homotop, hy ist also defini-
tionsgem zu f homotop.

Ist f speziell ein Homomorphismus, so ist hy=f fiir jedes r,

woraus hy=f folgt. Die. weitere Betrachtung verliuft ebenso wie
friiher.

8. Folgender Satz liflt sich aus der Nr. 2 mit derselben Schlul-
weise wie in der vorigen Nummer ableiten.

Satz 3. Die Abbildungsklasse einer stetigen Abbildung f eines
Kompaktums F in eine zusammenhngende kompakte separable abelsche

Gruppe is durch den yon f induzierten stetigen Homomorphismus

H der Gruppe BI(F) in die Gru,ppe B()( vollstndig be-
stimmt.

Ob es fiir jeden (-Charakter von B(F) eine zugehSrige Abbildungs-

1) Siehe Fuflnote 3), S. lq0.

2) Es ist definitionsgemifl hf:I HfI-, hf:I HI- und h=IHhI-1 (:h
nach Nr. 3).

3) Freudenthal: 1. c., Kap. II, Vierter Dualitssatz.
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klasse existiert oder nicht, ist eine offene Frage; jedenfalls gibt es
solche, wenn F=$ ist (Satz 2).

9. Satz 4. Die einzige n-dimensionale zusammenhiingende kom-
pakte separable abelsche Gruppe g, die sich in den (n/ 1)-dimensianen
Euklidischen Raum R/ topologisch einbetten lSflt, ist die Torusgruppe.

Bewei Daft die n-dimensionale Torusgruppe sich in R/ topologisch
einbetten lfit, ist ohne weiteres klar. Es sei nun $ in R+ einge-
bettet man entwickle ( in eine auf-G-adische Folge.

wobei alle n-dimensionale Torusgruppen seien. B(R+-()) ist
nach dem Alexander-Pontrjaginschen Dualittssatz die Charaktergruppe
von /((), also die G-ale Limesgruppe der Charaktergruppen yon

B(Z), die alle mit isomorph sind; Bz(R+-$) ist also jedenfalls
eine diskrete Gruppe vom Rang 1. Andererseits ist Bz(R+-() direkte
Summe der endlich- oder abz/ihlbarunendlichvielen mit isomorphen
Gruppen; folglich muff B(R+-()-- sein. Dafiir sollten aber fiir
fast alle r die von h+ induzierten Homomorphismen der n-ten Bet-
tischen Gruppen Isomorhismen sein, d.h. es muff (nach der Schlufl-
bemerkung der Nr. 3) det Ah+= :i:1 gelten, also miissen h/ selbst
Isomorphismen sein. Dies bedeutet aber, daft ( eine n-dimensionale
Torusgruppe ist, w. z. b. w.

Die Solenoide (G-adische Limites der Kreisgruppen) lassen sich
also im allgemeinen in eine Ebene nicht einbetten. Sie bilden also
Beispiele der 1-dimensionalen homogenen Kontinua, die in eine Ebene
nicht topologisch einbettbar sind.

1) D.h. die Bettische Gruppe der 0-dimensionalen berandungsfihigen Zyklen in
bezug auf die additive Gruppe der ganzen Zahlen als Koeflizientenbereich.


