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72. Die Grundlegung der Geometrie der funf-
dimensionalen metrischen Raume auf Grund
des Begriffs des zwei-dimensionalen

Flacheninhalts.

Von Akitsugu KAWAGUCHI und Shisanji HOKARL
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitit, Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1940.)

Es sei #i=x(ul, 4 ..., uX) die Parameterdarstellung einer K-dimen-
sionalen Fliche ¥ in einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit X,, mit »
reellen Punktkoordinaten 2’ (:=1,2, ...,n) und

j ox’ iy3 b4
L jag(mf auﬁ) duidudt ... du

ein bei jeder Parametertransformation invariantes, K-faches Integral
iiber einen gegebenen Bereich der Fliche § erstreckt. Ein solches
Integral hat uns vor die Frage gestellt, ob man nicht eine neue Geo-
metrie aufbauen koénnte, indem man es als K-dimensionalen Flichenin-
halt des K-dimensionalen Flichenstiickes auffasst. Die Finslersche und
die Cartansche Geometrien sind solche Geometrien. Wenn dieses Inte-
gral (1) fir K=1 als Bogenlinge einer Kurve angesehen wird, so tritt
die sogenannte Finslersche Geometrie auf ; und wir erhalten die Cartan-
sche aus dem Integral (1) fir K=n—1, indem man.dasselbe als (n—1)-
dimensionalen Flicheninhalt des Flichenstiickes auffasst’. An ‘der
Ausarbeitung der Finslerschen Geometrie sowie der Cartanschen sind
zahlreiche Forscher beteiligt. Uber die entsprechenden Geometrien im
Falle 1 < K<<nmn—1 sind aber bisher einige Untersuchungen unter ge-
wissen Forderungen gewesen”. Daher moéchten wir uns in der vor-
liegenden Arbeit und den folgenden mit der Grundlegung der Geometrie
auf Grund des Integrals (1) fiir 1 < K<<n—1 beschiftigen.

1. Wir wollen zuerst den besonderen Fall n=>5, K=2 behandeln.
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162; Die Differentialgeometrie hoherer Ordnung II. Uber die n-dimensionalen metri-
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Eine zwei-dimensionale Fliche & sei dadurch definiert, dass die Koordi-
naten #' Funktionen zweier Parameter u® gleichgesetzt werden? ; die

Ableitungen nach letzteren seien in der iiblichen Weise mit p,;=%; be-

zeichnet. Dann wird (1) ein {iber ein zwei-dimensionales Fliachenstiick
& erstrecktes Doppelintegral

@) 0=H o, i) duiduit,

das sich als Flicheninhalt des Flichenstiickes auffassen lasst.

Dieses Integral sollte durch das gegebene Flichenstiick $§ allein
bestimmt sein, aber nicht von der besonderen Natur des Zusammen-
hanges zwischen den «* einerseits und den u® andererseits abhingen.
Dafiir ist es notwendig und hinreichend, dass die Identitit

ou’
ou’

3) L, ph =", pY)

bei allen Koordinaten- und Parametertransformationen besteht. Die
Grundfunktion £(27, p%) soll ndmlich bei der Koordinatentransformation
ZF'=7%a") eine absolute Invariante und bei der Parametertransformation
#*=7u%uf) eine Skalardichte vom Gewichte eins sein. Aus (3) folgen
die bekannten Formeln :ﬁ’ ph=038, d.h. L(2’, p}) ist in den pi posi-
tiv homogen von erster Or‘&nung.

_ Die Fliche  sei durch 2 =a'(ul, u}) gegeben, dann habe die Matrix
((p%)) den hochsten Rang 2. Wir bezeichnen die aus der Matrix ge-
bildeten Determinanten zweiter Ordnung mit p% d.h. pY=2pfip ;s
Dann koénnen wir sogleich beweisen, dass der zwei-dimensionale Flichen-
inhalt eines Bereiches der Fliche § durch ein iiber den Bereich er-
strecktes zwei-faches Integral in der Gestalt

@) 0= ﬂ F&, %) ddduit

gegeben wird, wobei F' aus &€ analytisch abgeleitet wird und in den
Grossen p“ positiv homogen von erster Ordnung ist. F' ist bei der
Koordinatentransformation invariant und bei der Parametertransforma-
tion eine Skalardichte vom Gewichte eins. Von F setzen wir’ voraus,
dass es in einem gewissen Bereiche etwa regulir analytisch ist, aus-
serdem wesentlich positiv.

2. Die Grossen p¥ sind die Bestimmungszahlen eines sogenannten
Bivektors vom Gewichte eins bei der Parametertransformation und ein-
fach, d. h.

®) pi=pt| 2

, pTipt=0
ou’

1) In dieser Arbeit laufen die lateinischen bzw. griechischen Indizes immer die
Werte 1, 2, 3, 4, 5 bzw. 1, 2.
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Also ist
() 9= F 'yt

ein einfacher Bivektor vom Gewichte Null bei der Parametertrans-
formation. Setzt man weiterhin

1 2L
7 L=-F7?, Liju=—FF"="—,
( ) 2 3> kl ap”ap"’
so ist L; i, ein Affinor vom Gewichte Null.
Ist v, €in kovarianter 4-Vektor, der natiirlich stets einfach ist,
so hat der Vektor im allgemeinen wesentlich fiinf nicht simtlich ver-
schwindende Bestimmungszahlen :

Vosss » Va1 5 Vss12, Vs, V1234 «

Diese Grossen der Reihe nach mit bl, v? v’ b, v® bezeichnend, kann man
schliessen, dass dem kovarianten 4-Vektor v, eine kontravariante
Vektordichte vom Gewichte eins b entspricht. Aus diesem Grund
konnen wir setzen
®) 97'9%% = Lisyiy, tiriaLliisiar ivicd »

wobei die Grosse ¢g** sich bei den Parameter- und Koordinatentransforma-
tionen wie ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe vom Gewichte Null
verhilt und g die Determinante |g*| bedeutet. Wir setzen hierbei vor-
aus, dass die Matrix ((¢¥)) den hochsten Rang 5 hat und iiberdies die
Determinante | g7'g%| positiv ist. Der Tensor g wird als der Funda-
mentaltensor angenommen. Wir bezeichnen das inverse System der g¥
mit ¢;; und definieren, wie iiblich, das Hinauf- und Herunterziehen der
Indizes mit Hilfe von denen. Die Fundamentaltensoren g* und g;; sind
natiirlich von dem Flichenelemente (27, %) abhingig und sind in den
p¥ homogen von nullter Ordnung.

3. Wir wollen nun einige Identititen aufstellen, die im Folgenden
nétig sind. Wenn wir zwecks Abkiirzung der Bezeichnung setzen

€ =5"Lriss,, tirinLiisie, inicloica ths, is1 0t Liteates, 1t Liteent, 12,1 »
so zeigt sich, dass € wegen der Determinanteneigenschaft eine be-
stimmte Skalardichte vom Gewichte 4 ist. Dann besteht die Identitit
zwischen den L, und ¢%:
) L, wg™ .l=92 <,
die aus (8) unmittelbar folgt. Es besteht weiter die Identitit :
P 2
(10) 2! f"t"g"]”]=%(%) G Litkeer, tits Liesta, 151 Liesitin, 16305 Liinis, sois -
Wie man wohl weiss, gelten die Beziehungen

1) { 21 gtiabing®Vid =31 9ot 1\ GininFis1isd »

deshalb kann man die Identitit (10) nach (11); in die andere Gestalt
umschreiben :
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(12) 3! g, ri9iidinin= 1

5 2
2 <— ILkes, e Litsies, 11 Loesitin, 15305, it sois +

4
Eine etwas komplizierte Rechnung lehrt uns, dass die Identitdten

31 Faligieigilil—=_2_ e, . .
(13) { 123 416, 7478

2! griutibinin= 1% PC Ly, s

infolge (8) und (11) gelten, die eine wichtige Rolle in unserer Unter-
suchung spielt. Die Grosse C=g¢*¢ ist nicht nur ein Skalar, sondern
auch eine absolute Konstante. Denn es besteht die Identitit

(14) 2! grirr9i u=% CLjj 1

gemiss (13);. Multipliziert man diese Gleichungen mit g*¢” und iiber-
schiebt nach %, ..., [, so folgt unter Beriicksichtigung von (9) C=10 x 123,

4. Die Stellung eines Flichenelementes im Punkte (z°) wird analy-
tisch durch 10 nicht simtlich verschwindende Parameter p“ gegeben,
die in dem Sinne homogen sind, dass sie alle mit demselben willkiir-
lichen positiven Faktor multipliziert werden diirfen. Adjungieren wir
nun in jedem Punkte von X; ein beliebiges Wertesystem p¥, so kommt
eine Mannigfaltigkeit ¥® von 14 Dimensionen zustande, die aus allen
zwei-dimensionalen Flachenelementen (a%, p¥) besteht. Es versteht sich
von selbst, dass alle geometrischen Gréssen in unserer Mannigfaltigkeit
X2 stets Funktionen von «‘ und p“ sind, die in den »“ homogen von
irgendeiner Ordnung sind. Aber wir koénnen, ohne der Allgemeinheit
wesentlich zu schaden, annehmen, dass alle Grossen in den p“ homogen
von nullter Ordnung sind.

Mit Hilfe von g;; kénnen wir das Quadrat der Linge eines Vektors
v* im Flichenelemente (x%, %) durch

(15) v?=g,(a®, p*) v

definieren.

Nun wollen wir die Paralleliibertragung in unserer Theorie de-
finieren. Es sei v* ein willkiirlicher Vektor in einem beliebigen Flichen-
elemente (¢, p¥), dessen Bestimmungszahlen in den »“ homogen von
nullter Ordnung sind. Dann definieren wir das kovariante Differential
des Vektors v* in der Gestalt

(16) Dy =dv* + (Fhda®+ Cladp™) v’ .

Unter der Paralleliibertragung des Vektors ©* vom Flichenelemente
(«°, p¥) nach einem unendlich benachbarten (xi+dx?, p+dp*) verstehen
wir somit, dass man v nach dv’ im Flichenelemente (x4 da?, p*+ dp¥)
ibertrigt, wo dv* durch Dv*=0 bestimmt ist. Da die Dv* in den p¥
homogen von nullter Ordnung sein sollen, sind IF(x,p) in den p¥
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homogen auch von derselben Ordnung und Cj(x, p) von der Ordnung
—1.

Um die Parameter I} und Cj; aus ¢g; und ihren Ableitungen zu
bestimmen, wird verlangt, dass der durch die Paralleliibertragung er-
zeugte Zusammenhang euklidisch sein soll, d. h. die Linge eines be-
liebigen Vektors in einem willkiirlichen Flichenelemente wird durch
jede Paralleliitbertragung stets nicht geindert. Dies gibt uns

ox*

gg’,;’, =01Cla+9aCla= Cijta+ Ciina -

Wenn wir voraussetzen, dass die Funktionen Cj; in bezug auf ¢
und j symmetrisch sind, d. h. Cjj;=Cjii, so ergibt sich vermoge (17).

29ii — g, Ih+goul =+ Tt
(17

1 99
(18) Cia= 5 51)7]’ .

Da der Fundamentaltensor g;; in den p“ homogen von nullter Ordnung
ist, folgt sogleich aus (18) die Beziehung

(19) Ciiup®=0;
und die Grossen

Aiju=FCiju= é— iil/nt

sind die Bestimmungszahlen eines Affinors, der in den p“¥ homogen von
nullter Ordning sind.

5. Ehe wir weitergehen, besprechen wir die Grundiibertragung.
Die beiden Seiten von (6) differenzierend, lautet

dli=F-'dp+pdF;
und es gilt die Identitit wegen (19)
Chudp® = Ajudl® .
Somit nimmt das kovariante Differential Dv* auch die Gestalt
Dvi=dvi+ (I?(dek + Aipdl®) v

an; insbesondere dasjenige der Parameter I% des Flichenelementes ldsst
sich geben in der Gestalt

Dlu= dlij + (l"’l’;}k + lih[Zk) dx" + (lh’j A};k; + lihAikz) dl"‘ .
Wie man leicht verifiziert, erhdlt man die Beziehungen
(20) 1% A} 1+ U Ay = 2079 ™ { G coGmran} 1w 5

deswegen verschwindet die Grosse 1A}, +1* A}, identisch, wie aus (20)
und (14) unmittelbar zu entnehmen ist. Dann gilt schliesslich
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(21) Dl? =dl+ G da* ,
wobei einfachheitshalber gesetzt ist :
G =V, + 1 [ =205 ],

(21) ist nichts anderes als die sogenannte Grundiibertragung in unserem
Raume.
Mit Hilfe von (21) geht das kovariante Differential Dv* in

(22) Dvi=dvi+ (L} de* + A, DU v
iiber, wobei gesetzt ist:
(23) Lii=Th— A5G ;

daraus bekommen wir die kovarianten Ableitungen eines Vektors v*
Vk'l)i xk +’U//thhlk+ ik ’07

Pavt= 'U?/kl + A}klv’ .

Die beiden Grossen Fiv* und Ppo* sind in den p¥ homogen von nullter
Ordnung, und tberdies ist die letztere schiefsymmetrisch in bezug auf
k und l. Die kovarianten Ableitungen des Fundamentaltensors g;; so-
wie ¢g“ sind offenbar Null, d. h. r,9;;=0, F.9:;=0.

6. Zur Festlegung der Ubertragungsparameter I’ fordern wir
zundchst, dass es bei der Paralleliibertragung von einem beliebigen
Parameter p“ nach irgend einem dazu parallelen ein infinitesimales
Parallelogramm gibt. Diese Forderung ist gleichbedeutend mit der Be-
ziehung

(24) ryi=Iz
Dann folgt aus (17); und (23)
th+ - —%i%—zAjihlGhlk;

deshalb ergibt sich durch dieselbe Rechnung wie im Falle des Finsler-
schen Raumes

(25) =T~ AmG"— AjpuG"+ AjinG™

WO 7i; das aus dem Fundamentaltensor g;; gebildete Christoffelsche
Symbol ist, d. h.
=1 (09 , Ok _ 09
Tiki 2<ax" oo ax">'

Setzen wir nun [jz;=7u;+ Sirj, S0 ist Sy; vermoge (17); in bezug
auf die ersten zwei Indizes schiefsymmetrisch. Wenn die Grossen S,
gich aus der Grundfunktion F eindeutig emfuhren lassen, so sind die
Ubertragungsparameter I';; und damit auch 773 vollstindig bestimmt.
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Die Forderung (24) wird mit Hilfe der letzten Beziehung so um-
geschrieben :
Siie— Srsi= AijhlGhlk - Akjth”i .

Die Beziehungen S;;z+ Sjz;+ Ski;=0 benutzend, erhilt man schliesslich
(26) Skiz=2A ;™™ (rie+ S — 2 A1 (rH 4 S5 .

Mit einer dhnlichen Methode wie E. Cartan konnen wir die S;;
nach (26) aus F' eindeutig bestimmen, aber es ist schwer, ihre explizite
Form hinzuschreiben. Wir werden diese Theorie an anderer Stelle noch
ausfithrlicher behandeln.



