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41. Gemeinsame Behandlung der Aquivalenzprobleme
der Kurven in der elliptischen Laguerreschen,
parabolischen Laguerreschen und hyper-
bolischen Laguerreschen Ebene".

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitit, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., June 12, 1941.)

1. Einleitung. Auf Grund von einer von meinen vorherigen
Arbeiten? mochte ich im folgenden die Aquivalenzprobleme der Kurven in
der elliptischen Laguerreschen®, parabolischen Laquerreschen und hyper-
bolischen Laquerreschen Ebene gemeinsam behandeln.

2. Die zu Grunde liegenden komplexen Zahlen. Setzt man nach
Euler, Clifford, Weierstrass und Cayley mit reellen Zahlen x, % :

z=x+my, Z=x—my,

m=4, ¢=—1, | m=p=Infinitesimale, ¥*=0, | m=h, h?*=+1,

so sind die Geradenkoordinaten in der m-Laguerreschen Ebene (m=
e, p, h) durch

o m=cosm =" = —imsinmp=—i ¢ ¢,
1) 2 2
o Wg=1, o-my=—P (aﬁFO, (uu)350)
dargestellt.
Die m-Laguerre-geometrischen Koordinaten
des orientierten der orientierten der orientierten
Kreises Parabel® Hyperbel
(2) (x—a)—(my—mbl=er?, (e==1),
m=1, m=h, m=p=Infinitesimale, p*=0,
#=—1, h2=+1, —p*b=2d=endlich, Ver=pVb(2b'—b),
sind :

@F ti=a, &=—imb, &=iVer, E=1, s4=~%{(86)3—1}.

1) Dieses Stiick gehort zur Reihe von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstiitzt sind.

2) T. Takasu, Gemeinsame Behandlungsweise der elliptischen Laguerreschen,
hyperbolischen Laguerreschen und parabolischen Laguerreschen Differentialgeometrien.
Proc. 16 (1940), 346-349.

3) Dieser Fall verdanken wir wesentlich Herrn T. Kubota: Beitrige zur Inver-
sionsgeometrie und Laguerre-Geometrie. Jap. J. Math., 1 (1924); On the Differential
Invariants of the Laguerre Group. Proc. Cambridge Phil. Soc., 2 (1924). Siehe auch
die Schlussbemerkung !

4) Dies wird zu: (x—a)=4d.(y—?b), e=+1.

5) Im Falle m=p ist: ¢&=a, Ez~ 2id , =—vd A/b' 54—
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Ist (¢); insbesondere

der Schmiegungskreis | die Schmiegungs- die Schmiegungs-
parabel hyperbel
der Kurve
(4) 11,,,,=1L,,,(l) ’ (’n=1: 2,3, 4) ’
so ist
(5) (d€dE)s=da?— m?db*— edr2=0V ,

In der Tat.ist
d&y:d&: dEs dE =1y st ttgi 1y
Denn, (Su);=0, (déu)s=0, (dut)y=—(déu)y=0, also
d& : dEy: dEs=| uadity | 2 | ugdiyy | 2 | wy ity |
einerseits und (uu);=0, (udu);=0 also
U g Ug=| upduig | 2 | wgdyy | 2 | uyduty |

andererseits, so dass
d&y:d&dEs=11: g g
ist. Weiter ist
d54 —— (Ed&)g - (Eu)g

& dty n
Wihlt man eine Integralinvariante 2 durch die Forderung
d¥% d*
8 A
@ <d/12 dr >3 1
so gilt nach (5):
9) (d*d%*)s=(d2)
Setzt man
d _d /1 .
10 =2 = Ju=i?
(10) d._dA\P )u "
und
-_ 2 A ) 2 A
(11) p-lh= 1-u , p-u2=1(—i%-), prug=u,
2 2
.1 =£ ——Jp— .d_e. = 11 —_ — {1\ 11
(12) p-fi=2 ( £ )3 (Efs (uSudl)a,
so gibt die Forderung (8):
du
13 =,
(13) 7

1) Im Falle m=p ist: (d&d£);=da?+4db’. dd.
2) Wegen 1/P siehe: T. Takasu, Differentialgeometrien in den Kugelrdumen,
Band II (1939), S. 21, Formel (76).
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Weiter erhalten wir

d% d*% ) _ _
(14) (dﬁ ) =2(w =9,
welche als natiirliche Gleichung der Kurve (4) brauchbar ist. In der
Tat, 16st man (14) fiir gegebene ¢(1) nach «(1) auf, und setzt man in
(11) und dann in (12) mit (18) ein, so wird die Kurve bestimmt.
Schlussbemerkung : E's ist ganz naheliegend das obige Erbenis zum
Falle der allgemeineren Laguerreschen Ebenen mit Benutzung der kom-

plexen Zahlen z=x+jy, (F2=p+vj; p, v=reelle Zahlen) zu erweitern.
Daber kommt die Gleichung

(@—aP+y(z—a) (y—b)—ply—bP=c?
an Stelle von (2) in Betracht.



