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73. Gemeinsame Behandlungsweise der elliptischen
konformen, hyperbolischen konformen und para-
bolischen konformen Differential-
geometrien, 2°,

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitit, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 11, 1941.)

1. Einleitung. Im ersten Abschnitt® habe ich die tetrazyklischen
und pentasphédrischen Koordinaten zum Falle der

Kreise rechtwinkligen Parabeln®
Hyperbeln

(x—a):— (my —mb)>=cr?, (e=+1),

m=1, m=h, m=p= Infinitesimale,
?=—1 = +1 p2=0, —__2b=2d=
endlich, v/¢ r=1pb

und zum Falle der

Kugeln rechtwinkligen Paraboloide”
Hyperboloide
mix—a)—(y—by—e(@—cP=er’
e=-+1, e=+1, e=+1, m=p=In-
m=1 m=h finitesimale,

Ver=vala—24a),
2d = —p%a : endlich

verallgemeinert.

Im Folgenden mochte ich die genannten Koordinaten zum Falle
der allgemeinsten é&hnlichen und &hnlich gelegenen Kegelschnitte und
Konikoide verallgemeinern.

2. Die elliptischen, hyperbolischen und parabolischen bindren kom-
plexen Zahlen. Wir wollen die bindren komplexen Zahlen

1)

e=x+jy, (P=pt+v), .
(G+5=>)

Z=x+jy, (P=pt+y),
zu Grunde legen, wobei x,y, # und » relle Zahlen sind.
Die
elliptischen | hyperbolischen | parabolischen

1) Dieses Stiick gehort zur Reihe von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstiitzt sind.

2) Proc. 16 (1940), 333.

3) D.h. (w—ap=4d-(@y=b), vVer=p/ b2’ —b), 2d=—bp?, ¢=+1.

4) D.h. (y—by+e(z—cyr=4d-(w—a’), Ve r=pvala—2a'), 2d=—p'a, ¢=—1.
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komplexen Zahlen entsprechen dem Sonderfall :

p=-—1, »=0. | wp=+1, »=0. | pu=0, »=0,
Diejenigen bindren komplexen Zahlen z=x-jy, fir welche
2+ 4p<<0 v2+4u>0 V2 +4p
=Infinitesimale

ist, mochte ich die
elliptischen | hyperbolischen | parabolischen

bindren komplexen Zahlen nennen. Dazu haben wir die folgenden
Formeln :

@ { z=x+jy=p (cosj +7 sinj )= pe'? ,
2 _ - .
z=x+7y=p (cosj 07 sinj ) =pe™?,
wobei
® b=V sy~ i
sinj 6= _eja'_ i  cosj = j(ej”+e."'")——uef" ,
(4) 29— 27—v
1y, . : et eY
—yeos] (+¢)teos) (—¢)g=———,
5 Leosi (+¢)+eosj (- )=
(5) cosj? 0+ cosj 0 sinj 6 — p sinf? =1
ist.

3. Die zu Grunde liegenden N. E. parabolischen Geometrien. Hin-
sichtlich der Langen- und Winkelmassbestimmung ist die folgende
Systematik naheliegend :

Winkel Lénge Elliptisch Parabolisch Hyperbolisch

Elliptisch EE-Geom. PE-Geom. HE-Geom.
Parabolisch EP-Geom. PP-Geom. HP-Geom.
Hyperbolisch EH-Geom. PH-Geom. HH-Geom.

Dabei ist EE-Geometrie=elliptische Geometrie, PE-Geometrie= para-
bolische Geometrie, HE-Geometrie=hyperbolische Geometrie. Unsren
Geometrien liegen die folgenden drei Euklidischen und N. E. Geometrien
zu Grunde :

V2+4u<<0: PE-Geometrie,
1/ 22+ 4u=1Infinitesimale: PP-Geometrie,
w24+4pu>0: PH-Geometrie.

4. Die Winkelmassbestimmungen. Man betrachte, der Einfach-
heit halber, rechwinklige Cartesische Koordinaten in der Ebene der

PE-Geometrie. | PH-Geometrie. | PP-Geometrie.
Die unendlichfernen Punkte
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Ai(7:1:0) und Ay7:1:0)
wollen wir im Falle

Vi4p<<0 ' vi44p>0 V2 +4p
l = Infinitesimale
die absoluten
Ellipsenpunikte | Hyperbelpunkte | Parabelpunlte
nennen.

Den Winkel zwischen den beiden orientierten Geraden gy, g, de-
finieren wir durch die Formel:

[6] 50=—;.~ log D. V. (PA,PA;, g, 95) ,

wobei P=(gy, ¢;) ist. Wenn die orientierte Gerade g; die Anfangs-
gerade ist, dann besteht im Falle

V4 4p<<0 Vi4+4p>0 V4 ap
= Infinitesimale
die folgende Zuordnung :
= (91, 92 g2t P Az 01 le g2 PAz [ P—Zl
=¢ (mod. 2x). p: —co 0 oo p: —oo 0 +oo
V244 >0

Also ist die Massbestimmung des Winkels
elliptisch. | hyperbolisch. | parabolisch.

5. Trigonometrie. sinj ¢ und cosj ¢ habe ich durch (4) definiert.
Es ist nicht schwer die folgenden trigonometrischen Formeln von
Capelli zu verifizieren :

. { sinj (¢, 2) =cosj @1 sinj g2+ cosj ¢, sinj ¢;+ v sinj ¢y sinj ¢,
° cosj (p1+ pz) =cosj ¢; cosj pa+# sinj ¢1 sinj ¢s,
sinj (—¢)=—sinj(p);  cosj(—¢p)=cosj p+rsinje,
{ cos? ¢+ cosj ¢ sinj o—psinjZ p=1.
Wir definieren tanj ¢ und cotj ¢ durch die Formeln:

[9] tanjp="S¢ 1
cosj¢ cot]e

Fir das Dreieck OPP’ gilt:
[10] (a—a'2+vla—a)(b—b)—pud—bY=r2+r2—2r cosj (OP, OP’),
wobei P(a,b), P'(a/,b), OP=r, OP' =7 ist.
6. Geometrische Deutung der bindren komplexen Zahlen. Es sei
P=(x,y). Dann sind die Gleichungen der Geraden PA,; und PA,:

[11] (= X+jV)+72t=0, (=X+7Y)+2t=0.
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Also kann man Z und 2z bzw. als die Doppelverhiltniskoordinaten in
den Geradenbiischeln A; und A, ansehen.

7. Das projektive Erzeugnis. Sind insbesondere die beiden Ge-
radenbiischel [11] projektive aufeinander bezogen :

5= @B _
[12] = re lad—pr|:0,

wobei a, 3,7, 0 in Bezug auf 4 und j bikomplexe Zahlen sind, so ist ihr
projektive Erzeugnis im Falle

Pt <0 P dp>0 Vs
die Ellipse: die Hyperbel : = In-finitesimale
die Parabel :
7 T T

Also ist [12] die Gleichung des Kegelschnittes [13], welche durch die
absoluten

Ellipsenpunkte | Hyperbelpunkte | Parabelpunkte

A; und A4, hindurchgeht. Alle diejenigen Kegelschnitte, deren Gleichung
vor der Gestalt [13] ist, sind dhnlich und dhnlich gelegen. Umgekehrt,
es ldsst sich zeigen, dass jede durch A; und A, hindurchgehenden #hn-
lichen und &hnlich gelegenen Kegelschnitte durch Gleichungen von der
Gestalt [12] darstellen lassen. Dabei ist der Grenzfall ad—pr=0 des
Geradenpaares ausgeschlossen.

8. j-Mobiussche Geometrie in der FEbene. Die allgemeinsten,
eigentlichen, ein-eindeutigen Punkttransformationen, durch welche die
durch die beiden absoluten Punkte A; und A, hindwrchgehenden Kegel-
schmitte in eben solche tranmsformiert werden, lassen sich in der Gestalt

14 *= @tf 5— 0,

[14] A——~ |ad—pBr |3

und die uneigentlichen eben solchen in der Gestalt
15 5= tB 3—pr |30
[15] = s lad—pr |

darstellen, wobet o, 8,71,6 in Bezug auf i und j bikomplexe Zahlen
sind. Dabei nennen wir die Transformationen eine eigentliche oder
uneigentliche, jenachdem der Sinn des Winkels beibehalten wird oder
nicht. Die Gesamtheit der Transformationen [14] und [15] bildet offen-
bar eine Gruppe, die wir j-Mobiussche [oder j-konforme] Transformations-
gruppe nennen wollen. Die zugehoérige Geometrie mochte ich j-Mobius-
sche [oder j-konforme] Geometrie in der Ebene nennen.

9. Tetraelliptische, tetrahyperbolische wund tetraparabolische Ko-
ordinaten. Setzt man

{ 20-0=(2+2), 2p-1,=1i(2—7),
[16]

20-13=1(1+22), 20-t=—(1—22),
so gilt die Identitat:

(p30)
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[17] (xx):=0
Die Gleichungen [16] lassen sich folgendermassen umschreiben :

pu=etly,  pg=— VA,

[18] p -3;3=—;~(1+w2—l— vy — 1y

—%(l—xz—uxy+#y2) .
Das Fundamentalsystem der Koordinaten besteht aus den vier Figuren :
x+ %y=0, y=0, a®+vay—py?+1=0 und o+ vy —py?—1=0.
Setzt man fir die
Ellipse : | Hyperbel : | Parabel :
[19] (z—al+rr—a)(y—b)—py—by
={(x—a)+%(y-—b)}z-—”—z—i‘flﬁ(y-b)2=er2, (e==%1)

folgendermassen :

_ 2a-+b A T
2,/?¢ ’ 2 2y er
[20P Ey= (a?+ vab— pb?—er*+1) ,
1/e
£,= 21/5_7‘ (a2+vab— pb?—er?—1),

5) Im Falle v'y*+4u=p=Infinitesimale wird [19] zu:
{o-a—2 -t +v -0 —Ey—bp—er=0
VL (h— oY V_/_zﬂz__/ﬁ/
d.h. {(x )= b)} w(b b){(x - b)}+4(b bp+ 2 b—b)+ 500

)2
—-%b’—e’rz.—.o, welche etwa in {(x—a)—%(y—b’)}z-—mi {m(ac—-a)+(y—b’)} =0 fber-
gehen muss. Durch Vergleichung der Koeffizienten von (x—a), (y—¥) usw. von den

beiden letzten Gleichungen, erhalten wir: —8d=p%, v(b'—b)=4dm und %yz(b’ —b)

2 2 4 /m2
+%bb’ —-%b”—sr”:O. Aus den beiden ersten folgt: m= 20-b) _ (b'P+8d) .

pb T 4dp?
.. o v P f P A8d) ,
Also erhalten wir: {(x a) (y b)} 4d{ 4 dp? —(x—a)+(y— b)} =0, wobei

pb=—8d, 2Ver= ——[3u2(b’pz+8d) 16b’dp4—64d2p2] ist. [20] wird jetzt zu: &=
(2ap*—8vd) : [3u’b’2p4+16d(3»’—p2) WP +4d)E, £=8ipd : [3/p +16d(3vi—p) (b6 +4d)]E,
$a=zl:(a’ +1)pt—8radpi—64 ud? —szb’”p4—4d(3v2 — )V +4d)] : pP[312b/2p% + 163yt — %)
xOPHE, &= (@ —Bradp —64udi b p—ad(Bi—p) (4 +4d) | P[P
+16d(8v:—p?) (b’pz+4d)]%. Im Falle v=0 wird dies wieder zu: &= pai

d ’ EZ“]
P i _m "
&= d (@?+4b/'d+1), &= 3d (a?+4b’d—1).
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so besteht die Identitit :

[21] (58)s=1,
und [19] wird zu:
[22] (6x)s=0.

Die Fundamentalinvariante in der entsprechenden Geometrie ist:

[281P cosj o= (E&')y=—— (a—a'—vla—a’)(b—b)+ub—b)+e(r2+1?)
2ery’ )

In diesem Sinne ist unsre Geometrie winkeltrew (konform); nur dass
die Winkel-Massbestitmmung im Falle

S du<0, Pt dp>0, V¥
elliptisch hyperbolisch = Infinitesimale,
parabolisch

ist.

Die zugehorige Gruppe ist von den quaterndren, orthogonalen
Transformationen.

10. Pentaellipsoidische, pentahyperboloidische und pentaparaboloi-
dische Koordinaten. j-Mobiussche Geometrie im Raume.

Den unendlichfernen Kegelschnitte, in welchem der Kegel

[24] s — vy —y?— A2+ uyz+ w2z =0

die unendlichferne Ebene trifft, wollen wir den absoluten Kegelschnitt
nennen.

Setzten wir

I =22
(Pru= 1/”2; Pat ol
P g2=i<%w+y——;—z> :
| Y =
[25] 3 pogy= 1/ A( +14//:)2+1:m+}2# 2,
p -g4=%(yx2—uxy—y2—lz2+nyz+ wza+1),
\ p-g4=—;~(ﬂw2—uwy—y2—2z2+nyz+rzx——l),

und

6) Dies wird im Falle v/72+4,=p=Infinitesimale zu: (££),=2| adp'*—8p(ad+ ad)
+382(s*—pY)dd —p*(a? + @?) +8vpz(a,d+dJ)+64u(d2+oi2)+—i—y2p4(b’2+5’2) +16(3u2-p2)(d2+&2)] :

[392/2p¢+ 163y — p*) (b p* + Ad)]2 [3252pt + 16d(3v* — %) (/p*+4d))F und im Falle y=0 zu:
(68— 22+ Pa—ay +4pFd+1/d)
¢ 32dd :
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2t —vu
g=— L [Vpiapar 27 ],
(= 21/8 [ Frdna 1/142-!—4,&0_]
£,=¢ Y0 T2b—xuc
=t 21/6 r
21 — Z(u2+4#)—r2+uur+n2ﬂ
26 { &= ,
261"y &= 21 e rv 2 +4p
&= -—(,uaz—uab b2 — 2+ ubc+ rea—er*+1) ,
2]/6
\ &= (#a?—vab —b*— A2+ sbc+weca —er?—1)
1/ er
so gelten die folgenden Identitaten :
[27] (tx)s=0,  (E&)s=1.
Das dhnliche und dhnlich gelegene Konikoid
[28] #a—a)—v(@—a)(y—>b)—(y—by—2(z—c)?

+u(y—>d)(z—c)+r(z—c)(x—a)=
wird durch die lineare Gleichung

[29] (6x)s=0
dargestellt.
Die Koordinaten (x); und (£); mochte ich bzw.
pentaellipsoidische | pentahyperboloidische | pentaparaboloidische

7) Im Falle, dass [28] ein Paraboloid u(x—a’Y—v(x—a’)(y—b)—(y—by—i(z—c)?
+x(y—b)(z—c)+ t(z—c)(@—a)+(a/—a) 2u(@—a’)—y (Y—b)+1(2z—c)} +p(a—a/Y—er’=

2@—a’)—y (®—a’) (y—b)— (y—by—1 (z—c) + u(y—"b) (z—0) + (2 —c) (x—a’)—4d{(w—a”)
L y—b)+ - (z——c)}:O wird, ist 2d=u(a—a’), Ve r=v 4 (¢—a’) und
2u 24

V4 T
O
-5 1§ el err () o
T x
s 2

Dabei wird [26] zu:
g (B )y
&= I:l/v+4/z(u+a)+'/z+4ﬂ 3

.._?Ki‘, 2dy |, _
sz*“ 4d P — 4+ +2b J(C:I,

Vo V=20 Ap)— Pt + #p .

&= 20V v+ an s

=
g+-LE (/,za.’Z—ua'b—bZ—xc2+4a/d—2dib +2dlc—1) ,
4d @ 7

W (;wb’z—yot’b—b2—/‘(c2 +4a/d—2d%-b+2d e+ 1) .
4d “ “

§5=—
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Punktkoordinaten und

pentaellipsoidische pentahyperboloidische | pentaparaboloidische

Ellipsoidenkoordinaten | Hyperboloidenkoordi- | Paraboloidenkoordi-
naten | naten

nennen.,

Die Fundamentalinvariante in der entsprechenden Geometrie ist:

[30F°  cosi o= (2=~ 1T/[—;z(a—a’)2+u(a—-a’) (b—b)+—b

F+Ae—ec)—ub—b)(c—c)—(c—c) (a—a)+e(r2+1?)].

Die zugehorige Gruppe ist von den quindren, orthogonalen Trans-
Sformationen.

N.B. Auf der Konikoidenfliche px?—vxy—y2— 222+ uyz+ =1
entsteht eine zwei-dimensionale j-konforme Geometrie.

11. Algebraische j-konforme Geometrie und j-konforme Differen-
tialgeometrie. Die algebraische j-konforme Geometrie lisst sich parallel
zur gewohnlichen algebraischen konforme Geometrie im Buch :

J. L. Coolidge, A Treatise on the Circle and the Sphere, (1916)
entwickeln.

Die j-konforme Differentialgeometrie lisst sich parallel zur gewohn-
lichen konformen Differentialgeometrie vm Buch :

T. Takasu, Differentialgeometrien in den Kugelrdumen. Band I,
(1938)
entwickeln. Die Ergebnisse (z. B. j-konforme Minimalflichen, j-Haupt-
ellipsen, j-Haupthyperbeln, j-Hauptparabeln, Zentralellipsoide, Zentral-
hyperboloide, Zentralparaboloide usw.) miissen wirklich schén sein.

12. Herleitung der dret parabolischen Geometrien. Adjungiert
man zum j-konformen Raume den unendlichfernen Punkt

(31) 1;1115,2:123:g4:g5=0:0:0:%(ﬂxz—-»xy—~y2—lz2+uyz
+ z2) :—;-r(ﬂx“’—»xy~y2—}tzz+ wyz+2e)=0:0:0:47:1,

so dass die Beziehung

’L'E4 + Es = - "{7],;" f/}:: = 0

gilt und also die simtlichen Konikoide [28] Ebenen werden, dann wird
[29] zu:

(32) (Ex)s—1€4(1xat285)=0.
Normieren wir (x); durch die Forderung :
(33) 7:2;4+ 25 = 1 ,

8) Im Falle, dass [28] ein Paraboloid ist, wird [30] zu:

€)= gap] — @—dp+ 2 @=0) 6—)+ -+ A=y

4 4 __2_1-.‘ — PP~ /4 i‘_ 12 72
—#0=) (e~¢) "o~ d~d)+ (@ +d ):I
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so wird p=++1 in [25] und (32) wird zur Normalform :
(34) lx+my+nz—p=0.

Also geht der j-konforme Raum in den parabolischen Raum f{iber, in
welchem das Winkelmass im Falle, dass [24]

imagindr ist, elliptisch | reell ist, hyperbolisch | Punkt ist, parabolisch

ist. Die zugehirige Gruppen sind Untergruppen der affinen Gruppe.

Entsprechendes gilt auch fir die Ebene.

13. Herleitung der drei N. E. Geometrien. Adjungirt man zum
j-konformen Raume das Konikoid

0:0:0:0:1, | 0:0:0:1:0,
so entsteht eine Art (im ganzen sechs!) von N.E. Geometrie, bei
welcher das Konikoid
0-214+0-2+0-23+0-54+1-25=0 | 0-5+0-L+0-25+1-5,+0-5=0
d. h.
s — vy — Y — A2+ uyz -+ ren
—1=0 \ +1=0

die Rolle der absoluten Fliche spielt und das Winkelmass im Falle
dass [24]
imagindr ist, elliptisch | reell ist, hyperbolisch | Punkt ist, parabolisch
ist.

Entsprechendes gilt auch fiir die Ebene.

Die j-konforme Geometrie wmfasst also die neun Arten von Eukli-

dischen und N. E. Geometrien, welche alle den Untergruppen der pro-
jektiven Gruppe zugehoren.

Berichtigung zum I. Abschnitt :

Seite Linie far lies
335 8 1:4:0 2:1:0
” ” H(1:k:0), H(1:—%:0) Hyr:1:0), H(—h:1:0)
” 25 PI, und PI, PI, und PI,
» 35 (ad—Br) 0 | ad—Byr |0
336 26 (ad—Br) 0 |ad—Br |0
” 28 (ad—Br)¥0 |ad—pBr | ¥ 0
337 3 =i(z—2) =—14(z—7)
. 8 =1imy, =—imy,
wmb tmb
» 18 =Ver = Ver
” 27 m= hz m=h
(a—a’)*+ (a—a’)+
» ” =T g V== dda
» Fussnote =1 &=-—1
338 ” (y -—6) (y_ b)
339 3 8dd’ 4dd’
’ 7 m=1 m=e
22 —Parabeln —Hauptparabeln

340 4 welchen welchem



