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65. Sur le probleme de M. Kunugui.

Par Yosiro TUMURA.
Sizuoka Kotogakko.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Oct. 11, 1941.)

1. Récemment, la théorie des fonctions uniformes et méromorphes
dans le domaine arbitraire est étudiée par plusieurs auteurs, en parti-
culier par MM. K. Kunugui® et K. Nosiro®?. Soit 4 les domaines, dont
la frontiére contient le point & l'infini, et supposons que la frontiére r
de 4 a distance fini consiste de I'infinité dénomblable des courbes analy-
tiques. Soit, encore, w=f(2) une fonction uniforme et méromorphe
dans 4 et sur 7, telle que f(2) prend dans 4 les valeurs du domaine
W, de w-plan dont la frontiére consiste de ¢’ courbes fermés Iy, ..., I,
et sur 7 les valeurs de I, Si Von considére la partie commune a 4 et
a |2| >, pour assez grand 7, sous ces hypothéses, on peut étudier
P’ensemble d’accumulation (cluster set)®.

Soient 4(r) les parties communes 3 4 et au cercle |z|<<r, 6(r)
arcs de |z|=7 dans 4, et 7, la courbe frontiere dont w-image recouvre
I',. Désignons par n(r, I,) le nombre des courbes 7, fermées dans le
cercle |z|<<7, qui recouvrent d’entiere fois. Désignons encore par
A(r) laire riemannienne de I'image F(r) de 4(r), la proportion de A(r)
avec l'aire de W, par S(r), et la longueur totale de V'image de 6(r) par
IL(r). (Dans le cas ou W, n’est pas borné, on emploie la métrique
sphérique.)

Si a appartient & W, on écrit

1 (%, 1
Ti(r,4; a =—~§ log ——————d¢+N(r,4;a),
7 )= 8 e —al ™ ( )
ot n(r,4;a) est le nombre de racines de I’équation f(z)—a=0 dans
A(r), compté suivant leurs multiplicités, et N(r, 4;a) son intétrale
logarithmique. Si on prend un domaine autre Wj, contenant w=a a
son intérieur et contenu dans W, M. Kunugui a indiqué que

1) Ty(r, d;0)— Ty (r, 4;0)=0(1),

oll 4; est le domaine du z-plan correspondant a W, et a prédit, mai
de cette année, que Ty(r,4;a) soit invariant sauf le terme trivial
quand a parcourt dans W, C’est le probleme de M. Kunugui.

En employant la théorie de la surface de recouvrement de M.
Ahlfors®, on peut prouver les théorémes suivants®.

1) K. Kunugui: a) Sur un théoréme de MM. Seidel-Beurling, Ce Proc. 15 (1939).
b) Sur un Probléme de M. Beurling, Ibid., 16 (1940).

2) K. Nosiro: a) On the theory of cluster sets of anal. functions, Jour. Fac. Sc.
Hokkaido Imp. Univ. Ser. I, vol. 6 (1938). b) On the singularities of anal. func., Jap.,
Jour. Math., 17 (1940).

3) Voir p. ex. loc. cit. 1b) et 2b).

4) L. Ahlfors, Zur Theories der Uberlagerungsfliche, Acta Math., 65 (1935).

5) Je prouverai quelques résultats de cette Note dans “ Quelques applications de
la théorie de M. Ahlfors,” Jap. Jour. Math.
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Soient D, q domainis intérieurs a W, et extérieurs les uns aux
autres. Si w-tmage F de 4 est régulierement exhaustible, c¢’est-G-dire
lim A(r)=o, on a

@ S, D)—Simlr, D)+ nlr, 1,) > (@+¢ ~2) Str) — hLr)
n(r, [) <S@r)+hL(r)  (#=1,...,q)
(¢'—2) S(r)—hL(r) <Xnlr, I) < q'S(r)+hL(r),

o I est un constant ne dépendant que la figure. Ecrivons le défaut

et

=, L)
oI)=1—1lim S "

Alors on a
210D+ 9(D,)+> (M) = 2.

Et st la surface de Riemann F ramifie sur D, p,-plement au
moins et 'tmage de r recouvre I}, p; fois au moins, on @

a 1 z 1
@®) 2(1——)+z(1—v)g2.
1 My 1 Iuj

C’est le précisé du théoréme de MM. Nosiro-Kunugui®. Comme le
corollaire, on a, de (8): S¢ W, est entouré par trois frontiéres au
motins, la frontiere y dans z-plan contient une infinité des courbes
bornées et fermées. Si Wy est entouré par cing frontiere aw moins, 7
contient une infinité des courbes bornées et fermées qui recouvre I,
seulement une fois.

2. Si Von applique la formule de Gauss & log |f(2)| dans le do-
maine 4(r) excepté les petits cercles C; autour de 0- et <o-points de
f(@), on a

d

0 iy
@ | lelf@dser o loglfre) | dp
G =
+33[, o log|f(@)|ds=0.

Supposons que W, contient w=0 dans son intérieur, et que f(z) 0.
Soit W, le domaine borné et étoilé par rapport & w=0, qui est con-
tenu completement dans W, Alors de (4), on a, désignant par 4, et
7@ le domaine et sa frontiére correspondants dans z-plan,

(%) Sr(l)(r) dargf (z)+r?lo—lr—{m(r, dy; ) —m(r, 4y; 0)}

"‘271'??,(1", 4y 0)=O .

Si 'on désigne par ¢;(r) la variation totale de arg f(z) sur y®(r),
on a de (1) et (5)

1) loc. cit. 1b) p. 362, et 2b) p. 95.
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Ty(r, 45 0)=y(r)+log |f(0)l ———+m(r, 4y; ©)+0(1),

ol @y(r) est I'intégrale logaritamique de ¢(r), et si 2=0 n’appartient

pas & 4;, on pose log ]W—O Car W, est borné et étoilé, m(r, 4y; =)

est borné et ¢;(r) est une fonction croissante de . En particulier on a:
St Wy contient le cercle: |w|<<1, on a

(6) TH(r, 4; 0)=Py(r)+log Tf—(aﬂ

TH(r, 4;0) est une fonction convexe de log r. Il est évident que (6) est
la. formule de M. Cartan :

1 21 .
o (r)=—1_ S N(r, 4; ¢)do .
277.‘ 0

Done, (6) est une autre interprétation de la formule de M. Cartan.
Au cas des fonctions méromorphes dans le cercle |z | << R(ZX ), on peut
la prouver de méme maniére.

Probleme. D’évaluer la quantité

@ | 2oglseias,

7(r) on

dans le cas ol les points w=0 et w= o appartiennent & W, tous les
deux.

3. Pour deux valeurs appartenant
que

<

a W, K. Kunugui® a prouvé

Ti(r,d;a) et Ty(r,4;0),

ont le méme ordre de grandeur. Suivant lui, lions w=a & w=>b par
une courbe C dans W, Soit p la distance entre I"et C. Prenons n—1

points w; (wo=a et w,=b) sur C, tels que lwi—w@~+1|<—g—. Désignons

par W; le cercle |w—w;|<<p qui est intérieur dans W, et par 4; le
domaine correspondant & W,
Si Von applique (6) aux fonctions f(2)—w; et f(2)—w;.1 dans 4,
on a
Tr(r, di; w)=0r)+0Q) , Ty(r, 4;; wir) =¥(r)+0(1),

ol @) et ¢, (r) sont les variations totales de arg (f—w;) et arg (f—w;+1)
sur 7P(r), @; et ¥; sont leurs intégrales logarithmiques. Car | w; —w;41 |
est inférieur 4 la moitié du rayon de W; on a aisément

2 9dr) o
3 ¢ilr)

Done
Ty(r, 4;3 wir1) <—32— Ts(r, d;; wy)

1) Son ceuvre paraitra dans ce Proc. en méme temps.
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et inversement. Par conséquent, on a, de (1)

GV =<z <)

3
Pour le prouver, on peut remplacer le cercle par le domaine étoilé par
rapport & w; et contenant w;.1.

4. Mais on peut prouver le proposition plus précise que numéro
précédent.

Supposons, d’abord, que W, est borné et contient le cercle C,:
|w—a|<<p dans son intérieur. De la formule de M. Cartan, on a

)

21 .
d Ty(r, 4; a)=——1— S n(r, 4; a+pe”) pdf ,
dlog r 2pm Jg

Pintégrale de derniére membre est 1a longueur totale des arcs de C, re-
couverts par F(r). Donec la quantité (8) est le nombre moyen S(r, C,)
de recouvrement sur le cercle C, par Pimage F(r) de 4(r). Désignons
par S,/r) Taire riemannienne de F'(r) divisée par laire W, Par
“ Uberdeckungssatz ” de M. Ahlfors, on a

| 8.(r) = S(r, Ca) | <L),
oll h est un constant ne dépendant que la figure. Si
lim S,(r)= oo,
par lintégration logarithmique suivant M. Dinghas®, on a
@) | T9(r, A)— Ty (r, 45 0) | < 2(r)
et si a et b sont des points de W,,

(10" | T(r, 45 @) —Te(r, 4;b) | < 2(r)

ou
790, =[50 4,

0

et sauf Pensemble de 7 ol la variation de log log  est bornée
2(r) =const. Sl”“t(—t) dt <<const. VT log T.

Résultats obtenus sont valable quand W, contient le point w=co
et quand on emploie la métrique sphérique.

Soient @ une valeur arbitraire finie de W, et W, un domaine borné
contenant w=a & son intérieur et contenu dans W, Soient encore S()
la quantité analogue au-dessus de W, mesurée par la métrique sphéri-
que, et

Ty(r, 4)= S’#dt.

0

1) Dinghas, Eine Bemerkung zur Ahlforsschen Theorie der Uberlagerungsflichen,
M. Z., 44 (1939).
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Cas ol W, contient w=0. De (10') et la formule de M. Cartan,
on a

I Tf("', A)_Tf(/ry A; 0) l < .Q(’)")
| Ty(r, 45 0)—Ty(r, 45 0) | < ().

et

Done,
| Te(r, ) —Ty(r, 4; 0) | << 2(r) .

Ce se prouvera, de la méme maniére, dans le cas ou W, contient w= oo,
Cas ot W, ne contient ni w=0, ni w=oc. On transforme W, par

la rotation de la sphére de Riemann, tel que w=a est transformé a

Pinfini, c’est-a-dire:

1+af

f—a

Tf(’r’ A)ETg('r; d)

g(z)=

Alors,

Ty(r, d;a)—Ty(r, 45 ) =0(1) ,
et de l'inégalité au-dessus, on a
| Tor, ) —Ty(r, d; ) | << L(r).

Par conséquent, on a:
Sous les hypotheses du noméro 1 et lim A(r)= oo, on a, pour toutes
les valeurs a de W, Uinégalité

9) | Te(r, )—THr, 45 a) | < L(r),

o, 2(r) satisfait, sauf auw plus Pensemble de r surlequel la variation
totale de log log r est bornée, a Uinégalité :

(10) Q(r) < const. v/ Ty(r, 4) log Ty(r, 4).

En outre, Ty(r,d) me differe que la quantité 0(.9(7')) pour la
transformation linéaire de f(2).
Définissons que Ty(r, 4) est une fonction caractéristique de f(z) dans 4.

Si le probléme du n° 2 est résolu, on peut prouver la proposition
de ce numéro directement, c’est-d-dire sans 'usage de la théorie de M.
Ahlfors. En particulier, nous pouvons prouver :

Supposons que le, nombre des courbes frontieéres 7(r) qui sont
“ Querschnitt ” du cercle |z|<<7, c’est-d-dire qui aboutissent & |z |=m,
est borné, ne dépendant pas de . Alors, on a

Te(r, 45 0)—Ty(r, 4;0)=0 (log ) ,

a et b étant deux point de W,

5. St, étant donné M arbitrairement grand et ¢>0 arbitraire-
ment petit, pour tous les points a du domaine partiel Wy de W, il
existe un point 2(a) au moins dans 4, tel que

le@) | >M et |F(2la)—a|<e,
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alors on a®
lim A(r)=c .

Done, les résultats des n° 1 et 4 se prouvent sous cette hypothése.
Dans le cas de I'ensemble d’accumulation, W; est identique & W,

Il est évident dans le cas ol 4 contient une infinité d’iles, car
Paire de I'image d’une ile est au moins égale & celle de W,. Done on
peut supposer que 4 consiste des langues, et que W; a la distance posi-

tive de la frontiere de W,. En employant ’inégalité de M. Schwarz,
on a

[2(r)PE=-const. Sr P dt sr at << const. A(r) log .
t o t

0

Done, si I’équation f(4d)—a=0 posséde une infinité de racines dans 4,
on a lim A(r)=o0, Car, si A(r) est borné T (r, 4) << Klog r, donc on a

lim Le(r 45 0) _
log »
et de (10)
Ty (r, 45 a) < Ty(r, )+ 2(r) < K log r+const. v'Iog r,

c’est une contradiction.

Si f(2)—a=0 ne posseéde que le nombre fini de racines, M. Nosiro®
a démontré qu’il existe le chemin asymptotique dans 4 sur lequel
f(z) tend vers a. Donc, on peut prouver que lim A(r)= oo, suivant
M. Nosiro®.

6. On n’étudie dans la théorie de ’ensemble d’accumulation (cluster
set) qu’une fonction uniforme. Mais on peut étendre le théoréme de
MM. Beurling-Kunugui® aux fonetions multiformes au cas simple.

Sotent D un domaine arbitraire univalent (schlicht), C sa frontiere,
et f(z) une fonction algébroide méromorphe dans D, z, un point de la
frontiere non isolé. Définissons S et S’ de méme maniere qu'une
fonction uniforme. La frontiere de SSP est contenue dans celle de S©° :

B(S:”) < B(SY) .

11 faut que f(z2) possede %k déterminations & tous les points de D.
Done, f(z) est définie par ’équation

fr+ AR A AR) =0,

ol A;(z) sont des fonctions uniformes et méromorphes dans D. Posons

F*(5)=Max |fi2) ],

et

1) Voir loc. cit. 2b) p. 90. Mais il suppose qu’il y a, dans 4, de chemin asympto-
tique.

2) loc. cit. 2a) p. 218 et b) p. 79.

3) loc. cit. 1a) et 2b) p. 81.
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ol fi(z) désigne k déterminations de f(2). La proposition sera prouvé,
en employant le théoréme de MM. Beurling-Kunugui pour la fonction
uniforme sous la forme suivante

lim | f(z) |=lim (lim | f(2) )

et l'inégalité suivante de M. Valiron? :
KA <F*(2) <KA*(?),

ol K et K’ est constants ne dépendant que k.

1) Je ne sais ou cette inégalité était prouvée, mais on peut la prouver aisément.

Par ex., Y. Tumura, Fonctions algébroides (en japonais), Kaisi de Phys.-Math. Soc.
Jap., 1941,



