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59. Uber die Charakterisierung des allgemeinen
C-Raumes, II.

Von Hidegor6 NAKANO.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.

(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., June 12, 1942.)

Wir haben in einer fritheren Abhandlung® beschrieben :

Satz. Wenn ein Modul I in bezug auf den Korper der reellen
Zahlen derart teilwetsegeordnet ist :

1) a>c folgt aus a>b und b>c,

2) ata,

8) fiir je zwei Elemente a, b ¢ibt es a Wb und a Nb,

4) a+c>b+tc folgt aus a >0,

5) aus a>0 folgt aa >0 fiir jede positive Zahl o ;
derart normiert ist:

I) lal=0, und |al=0 besteht nur im Falle a=0,

II) lleall=|a|lal fir jede reelle Zahl a,

M) l[(alwlb])I=Max(al, b,

S) fiir jede beschrimkte Menge positiver Elemente {a,}

Obere Grenze |a, II=Un1:ere< ?renze ol;

und diber die Norm vollstindig ist, so kann man IN durch alle stetigen
Funktionen f(x) (entsprechend aeIM), oder durch alle, an einem be-
stimmten Punkt wx, verschwindenden, stetigen Funktionen auf einem
bikompalkten Hoausdorffschen Raum R wvollstindig darstellen, und sogar
lal=Max | fu(x)|.

Wir haben diesen Satz zuerst im Falle bewiesen, dass I ein voll-
standiges Element besitzt, und daraus den allgemeinen Fall hergeleitet?.
Ich habe nachher einen Irrtum im ersten Beweis gefunden. Indem wir
den ersten Beweis verbessern, wollen wir hier den allgemeinen Fall un-
mittelbar beweisen.

Beweis. Aus M) folgt sofort: [(le])I=lal, und [al |0l fir
la] <|b|. Nach II) besteht das Archimedessche Axiom: fiir a >0
gilt immer li)m“ —La=0. Man kann dann 9% durch Schnitte® (A, B)

V- Y
auf einen Modul M erweitern, der ausserdem der Limesbedingung
geniigt : fiir jede absteigende Folge positiver Elemente aj > a;> -+ in

M gibt es stets das Element a{,=li»m a, in W, fur das a,=>ag und
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ay =« fir jedes ' <a, (»=1,2,...) gilt. Indem man fir (4, B)>0
(4, B)|=Untere Erenze lal

setzt, kann man die Norm von I auf P erweitern. Dann kann man
leicht einsehen, dass I), II), M), S) auch in I bestehen.
Nun kann man die Theorie in einer fritheren Abhandlung® auf W

anwenden. Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen in dieser
Abhandlung.

p sei ein Maximalideal von Projektoren in 9. Setzt man fiir be-
liebiges o’ € W

Pap) =[13]r_r)1” el =U1f1‘ceg)ej e(p}renze Ipla’ll,

so kann man leicht aus M) schliessen :

(1) o |=Max ¢ (p),

2) PaP)=¢1a\(P)

3 P (P)=0 tir [a]ep,

4) ea(P) S @p(p)  fiar o/ | S|V

Wenn ¢u(p) 30 ist, so muss [6']ep nach (8) sein, und folglich gilt
nach Satz 1 in einer fritheren Abhandlung®

—(1e]
®) ru®)=( 1571 0) ).

Nun wollen wir beweisen, dass ¢,(p) im Hausdorffschen Raum I
aller Maximalideale® stetig ist. Man sieht sofort ein, dass ¢.(p) nach oben
halbstetig ist. Wir nehmen an, dass an einem Punkt p, in I fir eine
positive Zahl «

¢a’(p0) >a
ist. Da ¢.(p) nach oben halbstetig ist, ist die Punktmenge
E=E[p; po[d], ¢atd)<a]

offen. {[p,]} sei die Menge aller derartigen Projektoren, dass [p;] < F
ist. Dann gilt nach (1), (2), (3), (4), wegen [p,] < E,

Il ([pl] ‘ o l) [=Max ?Eplla/(p) gflv‘[?}i %/(P) <a.
1’1 €

Wenn ¢ >[p,]]|a’| fiir alle 2 ist, so gibt es fir jedes p in E einen
Projektor [p,]ep, fir den

( 4 ’ p> > (_[ZDJM, p>=1

o] la’|

4) e.S.
5) Vgl 1).
6) eS.§L
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besteht. Daher gilt (_I%T’ p)g 1 fir alle p in E. Wire der Punkt

po ein Haufungspunkt von E, d.h. E sy, so miisste nach Stetigkeit des

relativen Spektrums” ( [Z/’\ , po) =21, und folglich nach (1), (5)

4
112 0ol =(15 7, o) 2ulh) = pulie) > a
la’|

sein, was nach S) unmoéglich ist. Daher gibt es eine Umgebung [p]
von Py, in welcher ¢, (p) > a ist. Demzufolge ist ¢, (p) stetig in I

Nun betrachten wir nur Elemente von Mt. Im folgenden bezeichnet
man mit I’ die Menge aller derartigen Punkte p in I, dass g.(p) >0
fur irgendein a eI gilt. Da ¢, (p) fir jedes @ nach Obigem stetig in
I ist, kann man leicht einsehen, dass I’ offen in I, und folglich auch
im Kleinen bikompakt® ist. Fir je zwei Punkte p;, p» in I’ gibt es
mithin zwei Elemente a, be IR, fir welche ¢,(p) >0, ¢u(h;) >0 gleich-
zeitig bestehen. Setzt man ¢=|a|U|b|, so gehdrt ¢ auch zu M, und
nach (4) gilt auch ¢.(p;) >0, ¢ps) >0. Daher gibt es fiir endlich viele
Punkte py, g, «--, P, in I’ stets ein Element ceI, fir das ¢.(p,) >0
=12, ...,%) ist.

p. und P, seien zwei Punkte in I’, und ¢ sei ein Element in I, fir
das () >0, @) >0 ist. Wenn fiir alle ae M

(erm)=(er»)

besteht, so heissen p;, und p, miteinander kongruent, und man schreibt
dann p; ~ p.. Diese Kongruenz ist unabhingig von der Wahl des Ele-
mentes ce M, denn fir jedes andere de M, @qa(p) >0, ¢4(p) >0, gilt

() oo

und nach (5)
lel | )= edb)
0 AL p, =Lt .
<(jg )=t <+

Wenn p; ~ 9, und ¢,(p;)=0 fir ein a e M ist, so gilt auch p.() =0,
denn fiir ein ce M, @) >0, @p:) >0, gilt nach (5)

eap)=(1%,0)e) (=12,

el

(e w)-(lev)

Daher enthélt die offene Punktmenge

7 eSS §4.
8) eS. &L
9) e.S. Satz 3.10.
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Elp; ¢p)>0] (ceM)

mit einem p auch alle, mit p kongruenten Punkte. Da das relative
Spektrum (—‘Z—\, p) in der offenen Punktmenge E[p; ¢.(p) > 0] stetig

ist, ist die Punktmenge
B[y ¢0)>0, a1<(~|—‘;‘—l, <aw| (-0 Ca<wSto)

auch offen, und sie enthilt mit einem p auch alle, mit p kongruenten,
Punkte. Wenn zwei Punkte py, p in I’ miteinander nicht kongruent
sind, d.h. py~~p; so gibt es zwei Elemente a, ce I, fir welche

Pp) >0, @o(pe) >0, und (]—aT’ m) < <l—a—], pz) besteht. Wenn man

eine reelle Zahl « derart wihlt, dass < | —| , D1)<a<< l‘;’.‘, ) gilt, so

sind zwei Punktmenge

Ey; o0>0, (ﬁ b) <]

Bvi e>0, (%.9)>d]

beide offen und voneinander fremd. Daher erhdlt man durch die obige
Kongruenz einen Hausdorffschen Zerlegungsraum X von I’=23%. Der
Zerlegungsraum X ist mithin auch bikompakt im Kleinen.

Setzt man fir xe X, ae N

(6) ¢a(@)=Max ¢u(p),
so kann man nach (1), (2), (3), (4) leicht einsehen :
@ lal=Max (),
(8) Pia1@)=pa(r) = 0,
) 9ul®) < pp(x)  fir |a| (b1,

und ¢,(x) ist nach oben halbstetiz. Wenn ¢ (x) >0 fiir ein ce I ist,
so gilt ¢(p)>0 firr jedes pew, und folglich ( ,pl> ( o ,,p2> fiir
le] le]

jedes ae M und fir je zwei p, Pex. Daher bezeichnet man diesen

Wert mit ( o]’ x) Dann ist (—l—c K x) auch stetig an jedem derartigen
Punkt 2 in X, dass ¢.(x) >0 ist. Wenn ¢/x) >0 ist, so erhilt man
nach (5), (6) fir a, ceM

(10) ru=({2.2)00).
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Fir jede positive Zahl « ist die Punktmenge FE[x; ¢.(2) = al
bikompakt. Denn diese Punktmenge ist das stetige Bild der Punkt-
menge Ep; ¢po(p) = a], und diese letzte Punktmenge ist eine abge-
schlossene Punktmenge in der Umgebung [a], die bikompakt ist'®.

Nun wollen wir beweisen, dass ¢.(x) fiir jedes a e stetig in X

ist. Wir nehmen an, dass ¢.(x)>a>0 an einem Punkt x,e X ist.
Setzt man

Ey=E[r; ¢dx)=a],
so ist die Punktmenge E; nach Obigem bikompakt. Andererseits ist
die Punktmenge E[x; ¢.(x)=0] abgeschlossen, denn ihr Urbild in I,
namlich E[p; ¢,(p)=0], ist abgeschlossen. Setzt man

E;=Elx; ¢ux)>0],

so ist E, folglich offen. ¥ sei ein Punkt in Ey,—E,, und « sei ein be-
liebiger Punkt in E;. Nach Konstruktion der Zerlegung 3z gibt es dann

ein Element bedM, fur das (—b-—~, y) X <_b 5, x) ist. Setzt man
la| la|
(2b—(a+ag) |al} fir al_(_

a ) (‘Zl,x)soistceim,

N
und man kann leicht beweisen, dass c ) <lc| , x)= -1 ist™.
a

c=

ay—ag

Da (Tc—l, x) stetig in FE; ist, gibt es eine Umgebung U, von z, worin
a

iberall (ﬁn, x)<0 besteht. Jedem Punkt xeE; entsprechend, gibt

es ein solches ¢, das man im folgenden mit ¢, bezeichnet. Da E; bikom-
pakt ist, kann man E; durch endlich viele derartige Umgebungen U,,
Uy, +++, Us, tberdecken, wobei U, dem Element c,, »=12,...,%)

entspricht. Setzt man c¢,={(c;, N ecs, N - M€ ) U0} N |al, so kann
man leicht einsehen, dass ¢, eI, 0 ¢, < |al,

(—9”—,90):0 in B,
og(cv x)gl in E,

besteht. Jedem Punkt y in E,—E,; entsprechend gibt es solches Ele-
ment ¢,. Fir alle solchen ¢, gilt dann nach (7), (9), (10)

10) e S. §1.
11) e.S. §3.
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le,|=Max ¢, (x)= Max( |,w>soa(w)<a

xeky I

Wenn ¢ = ¢, fur alle ye E,—E; besteht, so gilt

()= ()

und folglich <“\Z—|’ y) =1 uberall in E,—FE,. Wire der Punkt x, ein

Haufungspunkt von E,—E;, so miisste nach Stetigkeit von <—‘CT, x)
a

in E, auch (Tg_l’ x0> =1, und folglich nach (7), (10)

[ell=Max pu(x) = pclae) = (TZT wo> Pal0) = ¢alto) > a

sein, was nach S) unmoéglich ist. Daher gibt es eine Umgebung von x,,
worin ¢.(x) >« ist. Demzufolge ist ¢.(x) stetig in X.
Setzt man fiir jedes a eI

fa(x) = Soa_'_(x) - qoa_(w) ’

so ist fu(x) auch stetig in X. Zu jedem Punkt x in X gibt es ein
ce I, fir das ¢ x) >0 ist, und nach (10)

fi)= 0, @ = 0o D=( %1, 2) )
gilt. Hieraus kann man leicht beweisen®

Sa(@)= <~H, w> 2x) = pu(x) =| ful@) | ,

Saos@)=Min { o), fi®)}, fuios®)=Max {fu(x), filx)},
faa+ﬁb(w) = afa(x) + ‘be(x) ’ " a “ =Max |fa(x) | .

Fir je zwei verschiedene Punkte a;, #; in X gibt es nach Obigem
zwei Elemente a, be I, fir welche ¢, (x;) >0, ¢.(xz) >0, (rzl, x1)=

1 (J’— xz)=o ist, und folglich fy(w) =1, f,(s)=0.
Spa(wl) \a'l

Wenn der Raum X bikompakt ist, so kann man beweisen, dass
fux) fur alle a eI aus allen stetigen Funktionen auf X bestehen™.
Wenn X nicht bikompakt ist, so erhdlt man auf eindeutige Weise den

12) e.S. Satz 35.
13) e.S. §3.
14) eS. §3.
15) Vgl 2) Satz 8.
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bikompakten Hausdorffschen Raum X -+, indem man einen Punkt x,
zu X hinzufiigt. Da fiir jede positive Zahl « die Punktmenge

Elx; |fl@)|Zad=Elx; ¢u2)=al

bikompakt ist, kann man leicht einsehen, dass f.(x) auch auf Xz,
stetig ist, wenn man f,(x)=0 setzt. Man kann auch beweisen, dass
falx) fur alle a € M aus allen, am x, verschwindenden, stetigen Funktionen
auf X+x, bestehen®,

16) Vgl 15).



