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105. Uber die Schreiersche Erweiterungstheorie.

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.L.A,, Nov. 12, 1943.)

Es seien N, B zwei Gruppen. Eine Gruppe A heisst bekanntlich
eine Erweiterung von N durch B, wenn A die Gruppe N als Normal-
teiler enthdlt und, wenn die Faktorgruppe 2 /M zu B isomorph ist.
Wir werden eine allgemeine Methode angeben solche Erweiterungen zu
konstruieren unter der Voraussetzung, daB % als eine durch E={b,,
b, ...} erzeugte freie Gruppe mit dem Relationensystem R vorgegeben
ist®.

Man bilde zpnichst das freie Produkt O von N und E, oder was
dasselbe ist, das freie Produkt von 0N mit der durch E erzeugten freien
Gruppe B™?. Jedem erzeugenden Element b; ordnen wir je einen
Automorphismus von N zu, der a aus N auf a’: abbildet. Setzt man
in IR die Relationen b;'ab;=a’i voraus, so erhilt man eine Faktor-
gruppe IN* von M.

IM* ist zu N*B™ isomorph, wobei N* ein zu N isomorpher Nor-
malteiler von IN* und der Durchschnitt N* ~B* die Einheitsgruppe
€ ist. Denn das Holomorph von N mit Hilfe der durch den Auto-
morphismen f; erzeugten Gruppe ist ersichtlich zu IM* homomorph.
Also besitzt IM* einen zu N isomorphen Normalteiler N*. Identifiziert
man N* zu 1, so reduziert sich M* ayf B*. Daher ist M*/N* zu B*
isomorph und das Bild von ¥* bei der homomorphen Abbildung von
M auf M* ist eine Vertretergruppe von IM*/N*. o

E, sei nun A eine Erweiterung von N durch B. Sind E= {Q,, b,
...} die Vertreter der erzeugenden Elemente von /N, so ist F'(by, b,
...) ein Element az von N, wenn F(by, b, .-.) eine Relation von ¥V ist.
Dann sind ersichtlich

1) F@®)Gb)=a.a;
2) B (B =
3) F@®) 'aF®)=a'aa, .

Dabei bedeuten F, G Relationen von B; p; den durch b; bewirkten
Automorphismus von 9 ; a ein Element aus 9.

In M* identifzieren wir N* mit N und die erzeugenden Elemente
von B* bezeichnen wir mit {b;, by, --.}. Der durch b; bewirkte Auto-
morphismus von R sei f;. Dann besagen die Bedingungen 1), 2), da
die Elemente a” eine Untergruppe %’ von N bilden, die zum aus den
sdmtlichen Relationen F'(b) bestehenden Normalteiler R von B operator-
homomorph ist. Dabei betrachten wir als den Operatorbereich die

1) Vgl etwa H. Zg§senhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie, (1937), 89-98.
2) Vgl K. Shoda, Uber die allgemeinen algebraischen Systeme I, Proc. 17 (1941),
323-321.
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Menge der durch den Elementen von B bewirkten Automorphismen.
Die Bedingung 3) besagt, daB die zugeordneten Elemente von % und
R denselben Automorphismus von R bewirken.

Es sei umgekehrt solche operatorhomomorphe Abbildung von R in
9 gegeben. Dann kann man beweisen, daB man stets eine Erweiterung
von N durch B erhilt, wenn man F(b)=ar in M setzt. M*=N*B*
besitzt ndmlich die Untergruppe MN*R. Wir beweisen zunichst, daB
N*R das direkte Produkt N*x R* ist, wo R* ein zu R isomorpher
Normalteiler von M* ist und aus den Elementen az'F'(b) besteht. Es
ist in der Tat nach der Bedingung 3)

a7 ag'G) '=aFG 'acGF (GF ) '=acaf (GF )= (arad) (FG™).

arag' ist nach dem vorausgesetzten Operatorhomomorphismus das Bild
von FG'. Daher bilden die Elemente az'F eine Gruppe R*, die zu
R isomorph ist. Es ist ferner fir jedes Element b aus B*

b la7 b= (b"lazb) - (b~1FD)
und b7'azd ist das Bild von b7'Fb. Aus der Bedingung 3) folgt aber
arF'-a=a-apF

Also ist R* mit N* elementweise vertauschbar und ersichtlich ist
R* ~AN*=E. Daher ist R"R=N*xR* und R* ist ein Normalteiler
von IM*. Wenn man in M* F(b)=ar setzt, so reduziert sich nur die
Elemente aus R* auf 1. Daher sind jede verschiedene Elemente aus
N* bei der Restklassenzerlegung nach R* nicht kongruent, d. h. IM*/ R*
besitzt einen zu N isomorphen Normalteiler N* x R*/R*, der durch die
Elemente aus N* representiert wird. Die Faktorgruppe I*/R™x R*
ist ersichtlich zu % isomorph.

Zusammenfassend erhilt man also

Erweiterungssatz. Zwei Gruppen N, B seien vorgegeben. B ser
durch ein Erzeugendensystem E und ein definierendes Relationensystem
R definiert. Die aus den simitlichen Folgerelationen von R bestehende
Gruppe sei R. FEine homomorphe Abbildung b— p der durch E er-
zeugten freien Gruppe F in die Automorphismengruppe von N und eine
beziiglich dem Operatorbereich § operatorhomomorphe Abbildung F(b) —
ar von R in N seien bestimmt, so daf} die entsprechende Elemente in
R und N denselben Automorphismus von N bewirken. Dann reduziert
sich das freie Produkt von N und F auf eine Erweiterung von N durch
B, wenn man b'a'bab, ai'F als Relationen hinzufiigt. Umgekehrt
kann man auf dieser Weise jede Erweiterung von N durch B
konstruteren.



