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94. Uber das Haarsche Mass in der lokal
bikompakten Gruppe.

Von Shizuo KAKUTANI
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Osaka.

Kunihiko KODAIRA.
Physikalisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., July 12, 1944.)

Zur Definition des Haarschen Masses m in einer lokal bikompakten,
nicht separablen Gruppe gibt es zwei Moglichkeiten. Nach der ersten
gewohnlichen Definition wird m zunéichst fur alle Borelschen Mengen
erklart und dann zum vollstindigen Mass vervollstindigt; nach der
zweiten wird dagegen m zunichst nur fiur die Mengen mit Baireschen
charakteristischen Funktionen — wir wollen solche Menge Bairesch
nennen? — definiert und dann vervollstindigt. Sind nun diese zwei
Definitionen dquivalent?® In der vorliegenden Note soll diese Frage
bejahend beantwortet werden®. Dabei benutzen wir die ,, Quasi-separ-
abilitit “ der lokal bikompakten Gruppe, d.h. dass jede solche Gruppe
als eine separable betrachtet werden kann, solange man mit héchstens
abzahlbar vielen Baireschen Funktionen zu tun hat. (Fiur den genauen
Sinn dieser Behauptung siehe unten, §3.)

§81. Borelsche und Bairesche Mengen. Es sei £ ein lokal bikom-
pakter Raum mit der Eigenschaft: 2 ldsst sich als Summe hochstens
abzihlbar vieler bikompakter Teilmengen £ darstellen :

(a) 9=Iﬁ 9, 9 bikompakt.

Eine Teilmenge B aus £ heisst bekanntlich Borelsch, wenn sie zum
alle offenen Mengen enthaltenden minimalen Borelschen Mengenkorper
gehort. Wir bezeichnen mit B(L) die Familie aller Borelschen Teil-
mengen von £. Andererseits nennen wir eine Familie { der (reellen)
Funktionen f(p) auf £ Bairesch, wenn i) { ein Ring im algebraischen
Sinne ist und 1 (die Funktion mit dem konstanten Wert 1) enthalt,
und ii) aus f (p)=}cig1°fk(p), fi(p) ef die Relation f(p)ef folgt. Eine

Funktion f(p) aus £ heisst Bairesch, wenn sie zur alle stetigen Funk-
tionen enthaltenden minimalen Baireschen Familie gehort.

Definition 1. FEine Teilmenge B << £ heisst Bairesch, wenn ihre
charakteristische Funktion cg(p) Bairesch ist.

1) Vgl K. Kodaira: [1] Uber die Gruppe der messbaren Abbildungen, diese Proc.
17 (1941), 18-23; [2] Uber die Bezichung zwischen den Massen und den Topologien in
einer Gruppe, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan, 23 (1941), 67-119, Kap. II. In diesen
beiden Arbeiten haben wir die Menge mit Bairescher charakteristischer Funktion
,» Borelsch “ genannt.

2) Vgl K. Kodaira: [2], S. 80.

38) Fiar die ,, Torusgruppe “ ist dieses Problem von S. Kakutani gelost. Vgl.
S. Kakutani: [1] Notes on infinite product measure spaces, II. Proc. 19 (1943), 184-188.
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Die Familie aller Baireschen Teilmengen von 2 sei mit b6(2) be-
zeichnet. Es ist offenbar

b(2) = B(2),

die jede stetige, und also jede Bairesche Funktion B(£2)-messbar ist.
2 ist bekanntlich ein vollstindig regulirer Raum. £ besitzt also ein
Umgebungssystem {U(p)}, das lauter aus Baireschen offenen Mengen
besteht. Umgekehrt sei ein solcher Borelkdérper & gegeben, der irgendein
Umgebungssystem {V (p)} von £ enthidlt. Dann ist jede stetige Funk-
tion auf 2 K-messbar, also muss H(2) < & sein. Es gilt also der

Satz 1. Unter allen Borelkirpern, die mindestens eine Basis (d. h.
Umgebungssystem) enthalten, ist b(2) der minimale®.

Bezeichnet man fiur die gegebene Familie der Funktionen ¥ die ¥
enthaltende minimale Bairesche Familie mit {(§) so gilt allgemein

f(%)=2f(ﬁ’j‘2"",fk,"')’ .f/ce%’

d. h. (%) ist die Vereinigungsmenge aller Baireschen Familien, die aus
abzihlbar vielen Funktionen aus § erzeugt werden. Insbesondere wird
also jede Bairesche Funktion f auf £ in einem (¢, ¢o, ...) enthalten,
WO @1, @y, --- Stetige Funktionen sind.

Nun betrachten wir ein gegebenes System {¢y, ¢s, ...} der abzédhlbar
vielen stetigen Funktionen ¢, @5, .... Wegen der Bedingung (a) gibt
es eine auf £ definierte Uiberall stetige positive Funktion ¥(p) mit der
Eigenschaft : die Menge {p; ¥(p) < ¢} ist fir beliebiges ¢> 0 immer
bikompakt. Definiert man dann die Quasi-metrik o(p, ¢) durch

= o | ei(p) — o
P, )= T(0)—~¥(@) |+ '2;(‘{%2("5?—(2(1&_{{)

und identifiziert zwei Punkte p, ¢ mit o(p, ¢)=0, so erhilt man einen
lokal kompakten separablen metrischen Raum £. £ ist offenbar ein
Zerlegungsraum von £, und fir kompakte Teilmenge F < 2 ist die
entsprechende Teilmenge F < 2 auch bikompakt. ¢u(p) kann dabei
offenbar als eine stetige Funktion auf 2 aufgefasst werden. Es gilt
also der

Satz 2. Es sei eine aus hochstens abzihlbar vielen Baireschen
Funktionen erzeugte Bairesche Familie {(f1, f2, ---) gegeben. Dann g¢ibt
es einen lokal kompakten separablen metrischen Zerlegungsraum £ von
2 mit der Eigenschaft: fir kompakte Teilmenge F < 2 ist die ent-
sprechende F < 2 auch bikompakt, und jede Funktion aus f(fy, fo ---)
lasst sich als eine Funktion auf 2 auffassen.

Jede Aussage iiber die Baireschen Funktionen, die fiir jeden lokal
kompalkten separablen wmetrischen Raum vichtig ist, gilt also auch fir
den allgemeinen lokal bikompakten Raum, solange sie sich auf hichstens
abzihlbar viele Bairesche Funktionen bezieht. Z. B. ist jede Bairesche
offene Menge ein F,, jede Bairesche abgeschlossene Menge ein Gs.

1) K. Kodaira: [1], Satz 5.
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§2. Lebesguesches Mass in lokal bikompakten Riumen.

Definition 2;. FEin in 2 erklirtes Carathéodorysches dusseres Mass
u* heisst Lebesquesches Mass erster Art (kurz: LI-Mass), wenn i) jede
Borelsche Menge p*-messbar ist, ii) fiir bikompaktes A p*(A) <+ o st
und iii) fiir jede Teilmenge A < 2 p*(A) die untere Grenze aller Mass
p*(U) von A enthaltenden offenen Mengen U st : ;u*(A)=li]r>1f1 u* ),
U: offen.

Definition 2y. Ein in 2 erklirtes Carathéodorysches dusseres Mass
m”* heisst Lebesquesches Mass zweiter Art (kwrz: LII-Mass), wenn
i) jede Bairesche Menge wm™*-messbar ist, ii) fiir bikompaktes A
m*(4) <+ oo ist und iii) fir jedes A < 2 m*(A) die untere Grenze
aller Masse m*(U) von A enthaltenden Baireschen offenen Mengen U
ist : 194,’“(A)=li]1r>1f1 m*(U), U: Bairesch offen.

Fiir p*-bzw. m*-messbares A schreiben wir ferner u(A) bzw. m(A4)
statt #*(A) bzw. m*(4). Die Bedingung iii) in der Definition 2,; lasst
sich durch die folgende schwichere ersetzen :

iii)* m*(A)=inf m*(B), Beb(2);
B>A

m* ist also in der Terminologie in einer fritheren Arbeit? von einem
der Verfasser nichts anderes als das zur Topologie von £ gehorige
Mass.

Wir bezeichnen mit (C) die Familie aller solchen stetigen Funktionen
o(p), fur welche die Menge {p; ¢(p)= 0} relativ bikompakt ist. Fur
ein LI-Mass ¢* bzw. LII-Mass m* ist

I(¢)=SQ¢(p)/4(dp) bzw. SQsO(p)m(dp)

ein auf (C) erklirtes lineares Funktional, und sogar ein positives.
Umgekehrt gilt der

Satz 3. Jedes auf (C) erklirte positive lineare Funlktional I(p)
lisst sich mit etnem LI-Mass p* so darstellen :

Ito)=|_¢oiniap).

#* wird dabei durch I(p) eindeutig bestimmt®.
Ist nun ein LI-Mass #* gegeben, so wird daraus durch

m*(A)=inf u(B), Beb(2)
B>A
ein LII-Mass m”* abgeleitet. #* ist dabei offenbar eine Erweiterung
von m”* ; das bedeutet, dass jedes m*-messbare 4 auch p*-messbar ist

und #(A)=m(A4) gilt. Umgekehrt ldsst sich jedes LII-Mass m™* mittels
der Relation

1t9)={_ptwymidp)=| plo)u(dp)

1) Vgl K. Kodaira: [1], Definition 5.
2) Wir uibergehen hier den einfachen Beweis dieses Satzes.
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auf das LI-Mass #* erweitern. LI- und LII-Mass beziehen sich also
mitetnander ein-etndeutig.

Nun betrachten wir den Produktraum £x £. Den minimalen
Borelkorper, der {AxB; A, Beb(£)} enthilt, bezeichnen wir mit
b(2) xb(L2). Da dieser Borelkorper b(£2)x b(2) offenbar eine Basis von
2x £ enthilt, so gilt wegen des Satzes 1 der

Satz 4. Es st b(£) x b(2)=0(2 x 2).

Fiir LII-Mass m* gilt also der Fubinische Satz.

§8. Quasi-separabilitit der lokal bikompakten Gruppe. Es sei G
eine lokal bikompakte Gruppe mit der Eigenschaft (a); die Elementen
von G seien mit a,s,t... bezeichnet. Bekanntlich gibt es in G ein
und bis auf multiplikative Konstante nur ein links-invariantes Lebes-
guesches Mass erster bzw. zweiter Art?.

Definition 8. Das Haarsche Mass m* von G st das in G erklirte
links-invariante Lebesguesche Mass zweiter Art.

Es sei © der Hilbertsche Raum aller m*-quadrat-summierbaren
Funktionen auf G, und U die Gruppe aller unitiren Operatoren auf
9. Die Norm der Funktion fe® sei mit ||f]| bezeichnet. Ferner sei
U nach der starken Topologie topologisiert. Der Translationsoperator
T,: f(t)—f(a™t) ist unitir, und die Abbildung a — T, von G in U
ist umkehrbar eindeutig und beiderseitig stetig. G wird also durch
die unitiren Transformationen T, topologisch isomorph dargestellt®.

Satz 5. Fiir jedes fe9 st die durch alle T.f aufgespannte
abgeschlossene lineare Mannigfaltighkeit [T.f; a e G] separabel®.

Beweis. f(s7't) ist eine m™-messbare Funktion von txse Gx G>.
G lasst sich nach der Voraussetzung als eine Summe hochstens ab-
zahlbar vieler m™*-messbarer Teilmengen A4, mit m(A4;) <+ o darstellen.
In jedem Gx A, ist f(s7't) m*-quadrat-summierbar. Man kann also
g5%” € und beschrinkte m*-messhare Funktionen A$; so wéihlen, dass

J)

tim ([ 17670 -3 Kp e () P m(ds)=0
GxAk 1

y->0 G=

gilt. Hieraus folgt nach dem Satz von Fubini®
S mids) - lim infj | F (57— ST h ()92 (8) [2m(dt) =0 :
Ay v Jo 3

also gilt fiir jedes s ausserhalb einer m*-Nullmenge S

lim inf | Tof — 33 kiR (s)g5%’ |1 =0.
y->00 J

1) w*und zugehoriges m* brauchen nicht notwendig miteinander iibereinzustimmen,
wie man an einfachen Beispielen zeigen kann.

2) Siehe z.B. S. Kakutani: On the uniqueness of Haar’s measure. Proc. 14
(1938), S. 27-81; K. Kodaira: [2], Kap. II

3) K. Kodaira: [2], Satz 7.

4) K. Kodaira: [1], Satz 4; [2], Satz 22, a).

5) K. Kodaira: [2], Satz 12.

6) Hier ist es wesentlich, dass m* als das Lebesguesche Mass zweiter Art
definiert ist.
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T.f gehort also fir se G—S zur durch ¢$ aufgespannte separable
Mannigfaltigkeit 9. Fihrt man die links-invariante ,, Quasi-metrik “
o(s, )= Tsf — T¢f|l ein, so ist G—S also in bezug auf p(s,t) separabel.
Man setze nun 6,={t; p(t, 1) <e}. 6. ist dann m™-messbar, und da
G—S p-separabel ist, gibt es eine Folge s, s, ... mit G—SS%} $10..

Es muss also m(6.) > 0 sein. Hieraus folgt s6, ¢S, also gibt es fiir
jedes s ein te O, mit st ¢ S. Daher gilt

1 Tof = Taef 1=1f —Tef 1 <e,

und dabei T..fe I ist. Fir jedes seS muss also T,f e M sein.

Aus diesem Satz folgt der wichtige

Satz 6. Es seien hichstens abzihlbar viele Bairesche Funktionen
[, fot), ... auf G gegeben. Dann gibt es einen bikompalkten Normal-
teiler N mit der separablen metrischen lokal kompakten Restklassengruppe
G=G|N, sodass jede fi(t) als eine Funktion auf G aufgefasst werden
kann. Jede Aussage iiber die hichstens abzihlbar vielen Baireschen
Funktionen, die fiir jede separable, metrische, lokal kompakte Gruppe
richtig ist, gilt auch fir allgemeine lokal bikompakte Gruppe.

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, wo alle fi.(f) stetig
sind. Es sei U eine so kleine Umgebung von 1, dass UU™ relativ
bikompakt ist, und fy(t) eine stetige Funktion mit

1 fur t=1,
0 fur teG—U.

Ferner sei M der durch alle T.f; aufgespannte abgeschlossene lineare
Teilraum von ©: M=[T:fr; se G, k=0,1,2,...], und NR=D-M. G
wird durch die Abbildung s — T, in U topologisch isomorph eingebetett.
M, und also N sind aber G-invariant. Bezeichnet man die unitare
Transformationsgruppe von M bzw. N mit Uy, bzw. Uy, so lasst sich
G also als eine Untergruppe von Uy x Uy auffassen : man kann jedes
se G so schreiben :

fo(t) = {

s=3§xr, se Uy, reUy.

Die aus alle § bestehende Untergruppe von Uy sei mit G bezeichnet.
Nach dem obigen Satz ist It separabel. Wahlt man ein vollstindiges
orthonormiertes System {hy, ks, ...} aus M, so ist G also eine separable
metrische Gruppe mit der Metrik :

o6, 1)=3} o | Thi= Tl
Fiir jede Teilmenge A < G ist offenbar

A={s;5e A} =GN (AxUy).

A ist also dann und nur dann offen, wenn A offen ist. Die Abbildung
s—3§ is also homomorph, stetig und gebietstreu. Setzt man N={s;

1) Unter einer metrischen Gruppe verstehen wir eine topologische Gruppe mit
der links-invarianten Metrik.
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§=1}, so ist daher G=G/N. Fiir geniigend kleines ¢ > 0 ist anderer-
seits {s; p(s,1) <e} relativ bikompakt. Denn: aus

[ 1m0 -r0) Putan) <14
folgt se UU'. Hieraus folgt, dass N bikompakt und G lokal-kompakt
sind. Ferner ist fir se N fi(s™%t)=£(t), da SGIfk(s"lt)—fk(t) [Pm(dt) =

I Tofi—fel=0 und fi(¢) als stetig vorausgesetzt ist. Jedes fi(t) ldsst
sich also als eine Funktior_1 au£ G auffassen.
Fir jede Teilmenge A < G setzen wir nun

m*(A)=m*(4),
wobei A die zu A entsprechende Teilmenge von G bedeutet. Dann
ist m* das Haarsche Mass von G. Denn: erstens ist es klar, dass

m* ein links-invariantes Carathéodorysches dusseres Mass in G ist und
jede Borelsche Menge in G m*-messbar ist; zweitens gilt

m*(A)=inf m*(U), U: offen und > A4,

da fiir jede offene Menge U> A die U={%; tN< U} > A offen ist
und m*(U) < m*(U) gentigt. Der iiber N aufgenommene Mittelwert
von einer stetigen Funktion ¢(u) auf N sei mit Me(u) bezeichnet.

Ist ¢(t) stetig auf G, so ist offenbar Me(ut) eine stetige Funktion auf

G. Normiert man nun das Haarsche Mass n* von N sodass n*(N)=1,
so gilt fur jede stetige Funktion ¢(t) auf G nach dem Satz von Fubini

jﬂf;»(m)m(df) - jAzyp(ut)m(dt) = j m(d) jN o(ut)n(du)

= SNn(du) SAgo(ut)m(dt) =L¢(t)m(dt) ,

wobei A eine 7 *-messbare Teilmenge von G und A die zu A ent-
sprechende Teilmenge von G sind.

§4. FEinzigkeit des Haarschsen Masses. Wir beweisen nun, dass
das links-invariante Lebesguesche Mass erster Art auf G mit dem
2weiter Art, namlich mit dem Haarschen Mass, iibereinstimmit®. Zu
diesem Zweck genugt es den folgenden Satz zu beweisen :

Satz 7. Jede offene Teilmenge von G ist m*-messbar.

Beweis. Es sei U eine offene Teilmenge von G mit m*(U) <+ co.
Setzt man m*(U)=1s;lég m(B), Beb(G), (m,(U) ist das m™*-innere Mass

von U), so gibt es eine Bairesche Menge B < U mit m(B)=m (U).
Nach dem Satz 6 kann man B als eine Teilmenge von einer separablen
metrischen Restklassengruppe G=G/N nach einem bikompakten Normal-
teiler N auffassen. Fiir jeden Punkt se U—B konstruiere man nun
eine stetige nicht negative Funktion ¢/(t) mit

Ps(t) = {

1 fur t=s,
0 fur teG—U,

1) Vgl S. Kakutani: [1].
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und setze UG)={f; Mo, (ut) > 0}, A(s)=U()—EB. Dann gilt

[z Modutymian={ _ otymidn=o,

da die Bairesche Menge C={t; ¢,(t) > 0} in U enthalten ist und also
nach m(B)=m,(U) m(C—B)=0 sein muss. Mps(ut) ist andererseits

in jedem e A(s) positiv. Es ist also m(UE)—B)=m(4())=0. U@
i§t offenbar eine Umgebung von 5; V={5; se U _—B} wird also durch
U () tberdeckt. Wegen der Separabilitit von G gibt es also unter
U () hochstens abzahlbar viele U(S;) mit V S%'—‘ U(8). Setzt man

nun W’=% (l7 (§k)—F), so enthalt die zu W entsprechende Teilmenge
W < G die Menge U—B und es gilt m*(W)=m(W) < Ek m( U(§k)——F)

=0, Es muss also m*(U)=m(B) sein, woraus die m™*-Messbarkeit
von U folgt.



