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94. jber das Haarsche Mass in der lokal
bikompakten Gruppe.

Von Shizuo KAKUTANI.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Osaka.

Kunihiko KODAIRA.
Physikalisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Tokyo.

(Comm. by T. TAKA(I, M.I.A., July 12, 1944.)

Zur Definition des Haarschen Masses m in einer lokal bikompakten,
nicht separablen Gruppe gibt es zwei MSglichkeiten. Nach der ersten
gewShnlichen Definition wird m zuni.chst ffir alle Borelschen Mengen
erkl/rt und dann zum vollstndigen Mass vervollst/indigt; nach der
zweiten wird dagegen m zun/chst nur fir die Mengen mit Baireschen
charakteristischen Funktionenwir wollen solche Menge Bairesch
nennendefiniert und dann vervollst/indigt. Sind nun diese zwei
Definitionen /quivalent ? In der vorliegenden Note soll diese Frage
bejahend beantwortet werden. Dabei benutzen wir die Quasi-separ-
abili$i$" der lokal bikompakten Gruppe, d.h. dass jede solche Gruppe
als eine separable betrachtet werden kann, solange man mit hSchstens
abzhlbar vielen Baireschen Funktionen zu tun hat. (Fflr den genauen
Sinn dieser Behauptung siehe unten, 3.)

1. Borelsche und Bairesche Mengen. Es sei 2 ein lokal bikom-
pakter Raum mit der Eigenschaft: 2 l(sst sich als Summe hSchstens
abz(hlbar vieler bikompakter Teilmengen 2 darstellen"

(a) .2 ] .2, .2k" bikompakt.
k=l

Eine Teilmenge B aus I2 heisst bekanntlieh Borelsch, wenn sie zum
alle offenen Mengen enthaltenden minimalen Borelsehen Mengenk6rper
geh6rt. Wir bezeichnen mit (2) die Familie agler Borelschen Teil-
mengen yon 2. Andererseits nennen wit eine Familie [ der (reellen)
Funktionen f(p) auf 2 Bairesch, wenn i) [ ein Ring im algebraisehen
Sinne ist und 1 (die Funktion mit dem konstanten Weft 1) enthilt,
und ii) aus f(p)=limf(p), f(p) e die Relation f(p) e folgt. Eine

Funktion f(p) aus t2 heisst Bairesch, wenn sie zur alle stetigen Funk-
tionen enthaltenden minimalen Baireschen Familie gehSrt.

Definition 1. Eine Teilmenge B 2 heisst Bairesch, wenn ihre
charakteristische Funktion CB(p) Bairesch ist.

1) Vgl. K. Kodaira: [1] tiber die Gruppe der messbaren Abbildungen, diese Proc.
17 (1941), 18-23; [2] Ober die Beziehung zwischen den Massen und den Topologien in
einer Gruppe, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan, 23 (1941), 67-119, Kap. II. In diesen
beiden Arbeiten haben wir die Menge mit Bairescher charakteristischer Funktion
Borelsch" genannt.

2) Vgl. K. Kodaira: [2], S. 80.
3) Ffir die ,,Torusgruppe" ist dieses Problem von S. Kakutani gelSst. Vgl.

S. Kakutani [1] Notes on infinite product measure spaces, II. Proc. 19 (1943), 184-188.
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Die Familie aller Baireschen Teilmengen yon 2 sei mit 5(.e2) be-
zeichnet. Es ist offenbar

die jede stetige, und also jecle Bairesche Funktion (f2)-messbar ist.
2 ist bekanntlich ein vollstindig regulrer Raum. 2 besitzt also ein
Umgebungssystem {U(p)}, das lauter aus Baireschen offenen Mengen
besteht. Umgekehrt sei ein solcher BorelkSrper gegeben, der irgendein
Umgebungssystem {V(p)} yon 2 enth/ilt. Dann ist jede stetge Funk-
tion auf 2 -messbar, also muss b(2) sein. Es gilt also der

Satz 1. Unter allen BorelkSrpern, die mindestens eine Basis (d. h.
Umgebungssystem) enthalten, ist b(2) der minimale.

Bezeichnet man ffir die gegebene Familie der Funktionen die
enthaltende minimale Bairesche Familie mit [() so gilt allgemein

d.h. [() ist die Vereinigungsmenge aller Baireschen Familien, die aus
abz/ihlbar vielen Funktionen aus erzeugt werden. Insbesondere wird
also jede Bairesche Funktion f auf 2 in einem (, , ...) enthalten,
wo , ., stetig Funktionen sind.

Nun betrachten wir ein gegebenes System {, , ...} der abz/hlbar
vielen stetigen Funktionen , ., Wegen der Bedingung (a) gibt
es eine auf t2 definierte fiberall stetige positive Funktion (p) mit der
Eigenschaft die Menge {p; (p) c} ist ffir beliebiges c 0 immer
bikompakt. Definiert man dann die Quasi-metrik (p, q) durch

2(1 +1 (P)- (q) I)
und identifiziert zwei Punkte p, q mit p(p, q)=O, so erhlt man einen
lokal kompakten separablen metrischen Raum .2. .2 ist offenbar ein
Zerlegungsraum yon 2, und ffir kompakte Teilmenge F .2 ist die
entsprechende Teilmenge F 9 auch bikompakt. (p) kann dabei
offenbar als eine stetige Funktion auf t2 aufgefasst werden. Es gilt
also der

Satz 2. Es sei eine aus hSchstens abz4hlbar vielen Baireschen
Funktionen erzeugte Bairesche Familie [(fl, f, .-.) gegeben. Dann gibt
es einen lokal kompakten separabIen metrischen Zerlegungsraum 2 yon

2 mit der Eigenschaft’fir kompakte Teilmenge F 2 ist die ent-
sprechende F 2 auch bikompakt, und jede Funktion aus (f, f, ...)
l(sst sich als eine Funktion auf 2 auffassen.

Jede Assage iber die Baireschen Funktionen, die fir jeden lokal
kompakten separablen metrischen Raum richtig ist, gilt also auch fir
den allgemeinen lokal bikompakten Raum, solange sie sich auf hSchstens
abzihlbar vide Bairesche Funktionen bezieht. Z.B. ist jede Bairesche
offene Menge ein F, jede Bairesche abgeschlossene Menge ein G.

1) K. Kodaira" [1], Satz 5.
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2. Lebesguesches Mass in lokal bikompakten Rgumen.
Definition 2. Ein in 2 erkl(r$es Carathodorysches iusseres Mass

Z* heisst Lebesguesches Mass erster Art (kurz" LI-Mass), wenn i) jede
Borelsche Menge /*-messbar ist, ii) fir bikompaktes A /*(A) / co ist
und iii)fir jede Teilmenge A 2 /*(A) die untere Grenze aller Mass
Z* U yon A enthaltenden offenen Mengen U ist /* A inf/*(U),

UA
U offen.

Definition 2m Ein in 12 erkliirtes Carathdodorysches iusseres Mass
m* heisst Lebesguesches Mass zweiter Art (kurz LII-Mass), wenn
i) jede Bairesche Menge m*-messbar ist, ii) fir bikompaktes A
m*(A)+o ist und iii)fir jedes A2 m*(A) die untere Grenze
aller Masse m*(U) yon A enthaltenden Baireschen offenen Mengen U
ist m*(A)=inf m*(U), U: Bairesch often.

U’)A

Fir /*-bzw. m*-messbares A schreiben wir ferner /(A) bzw. re(A)
start /*(A) bzw. m*(A). Die Bedingung iii) in der Definition 2i lisst
sich durch die folgende schwchere ersetzen"

iii)* m*(A)=inf m*(B) B e (2)

m* ist also in der Terminologie in einer friiheren Arbeit) yon einem
der Verfasser nichts anderes als das zur Topologie von 2 gehSre
Mass.

Wir bezeichnen mit (C) die Familie aller solchen stetigen Funktionen
(p), fiir welche die Menge {p; (p) 0} relativ bikompakt ist. Fiir
ein L/-Mass /* bzw. LII-Mass m* ist

I()=I(p)/(dp) bzw. j’(p)m(dp)
ein auf (C) erkl/irtes lineares Funktional, und sogar ein positives.
Umgekehrt gilt der

Satz 3. Jedes auf (C) erkl(rte positive lineare Funktional I()
lsst sich mit einem LI-Mass /* so darstellen"

I() (p)/(dp)

/* wird dabei durch I() eindeutig bestimmt).
Ist nun ein LI-Mass /* gegeben, so wird daraus dutch

m*(A)=inf /(B) B e (2)
B>

ein LH-Mass m* abgeleitet. /* ist dabei offenbar eine Erweiterung
yon m*; das bedeutet, dass jedes m*-messbare A auch /*-messbar ist
und /(A)=m(A) gilt. Umgekehrt 1/isst sich jedes LII-Mass m* mittels
der Relation

I
1) Vgl. K. Kodaira: [1], Definition 5.
2) Wir 5bergehen hier den einfachen Beweis dieses Satzes.
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auf das LI-Mass /* erweitern. LI- und LII-Mass beziehen sich also
miteinander ein-eindeut,g

Nun betrachten wir den Produktraum 2x 9. Den minimalen
BorelkSrper, der {A B A, B e 5(/2)} enth/lt, bezeichnen wir mit
5() x 5(9). Da dieser BorelkSrper b(9) x (9) offenbar eine Basis yon

2 x 2 enthlt, so gilt wegen des Satzes 1 der
Satz 4. Es is b() x (2)=5( x ).
Fr LII-Mass m* gilt also der Fubinische Satz.

3. Quasi-separabilit5t der lokal bikompakten Gruppe. Es sei G
eine lokal bikompakte Gruppe mit der Eigenschaft (a); die Elementen
yon G seien mit a,s, t bezeichnet. Bekanntlich gibt es in G ein
und bis auf multiplikative Konstante nur ein links-invariantes Lebes-
guesches Mass erster bzw. zweiter Art).

Definition 3. Das Haarsche Mass m* yon G ist das in G erklSrte
links-invariante Lebesguesche Mass zweiter Art.

Es sei @ der Hilbertsche Raum aller m*-quadrat-summierbaren
Funktionen auf G, und U die Gruppe aller unitren Operatoren auf
,:). Die Norm der Funktion fe @ sei mit [f] bezeichnet. Ferner sei
U nach der starken Topologie topologisiert. Der Translationsoperator
T:f(t)f(a-’t) ist uniter, und die Abbildung a T yon G in U
ist umkehrbar eindeutig und beiderseitig stetig. G wird also durch
die unitren Transformationen T topologisch isomorph dargestellt).

Satz 5. Fr jedes fe ist die durch alte Tf aufgespannte
abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit [Tf a e G] separabel.

Beweis. f(s-t) ist eine m*-messbare Funktion von t s e G x G).
G lsst sich nach der Voraussetzung als eine Summe hSchstens ab-
zhlbar vieler m*-messbarer Teilmengen A mit m(A) + darstellen.
In jedem GA ist f(s-t) m*-quadrat-summierbar. Man kann also
g)e $$ und beschrnkte *-messbare Funktionen h} so whlen, dass

lim f(s--lt)- h.’(s)g}’(t) m(dt)m(ds)=O-- G Ak ,=1

gilt. Hieraus folgt nach dem Satz yon Fubini6)

h)’s’)m(ds) lira inf f(s-t) (t) ]m(dt)=O

also gilt ffir jedes s ausserhalb einer m*-Nullmenge S

lira inf Tf-h)(s)g O

1) p* und zugehSriges m* brauchen nicht notwendig miteinander fibereinzustimmen,
wie man an einfachen Beispielen zeigen kann.

2) Siehe z.B.S. Kakutani: On the uniqueness of Haar’s measure. Proc. 14
(1938), S. 27-31; K. Kodaira: [2], Kap. II.

3) K. Kodaira: [2], Satz 7.
4) K. Kodaira: [1], Satz 4; [2], Satz 22, a).
5) K. Kodaira: [2], Satz 12.
6) Hier ist es wesentlich, dass m* als das Lebesguesche Mass zweiter Art

definiert ist.
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Tf gehSrt also fiir s eG-S zur durch y. aufgespannte separable
Mannigfaltigkeit . Fiihrt man die links-invariante Quasi-metrik"
p(s, t)-li Tf--Tfl[ ein, so ist G-S also in bezug auf s, t) separabel.
Man setze nun 0 (t; p(t, 1) - Q. 0 ist dann m*-messbar, und da
G-S p-separabel ist, gibt es eine Folge s, s2, mit G-S__

k

Es muss also m(O) 0 sein. Hieraus folgt sO S, also gibt es fiir
jedes s ein t e 0 mit st S. Daher gilt

und dabei T,.fe ist. Fiir jedes s e S muss also T,f e sein.
Aus diesem Satz folgt der wichtige
Satz 6. Es seien hSchstens abzghlbar viele Bairesche Funktionen

f(t),f(t), auf G gegeben. Dann gib$ es einen bikompakten Normal-
teiler N mit der separablen metrischen lokal kompakten ResSklassengruppe
G=G/N, sodass jede f(t) als eine Funktion auf G aufgefasst werden
kann. Jede Aussage iber die hSchstens abziihlbar vielen Baireschen
Funktionen, die fir jede separable, metrische, lokal kompakte Gruppd
richtig ist, gil$ auch fir allgemeine lokal bikompakte Gruppe.

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, wo alle f(t) stetig
sind. Es sei U eine so kleine Umgebung yon 1, dass UU- relativ
bikompakt ist, und f0(t) eine stetige Funktion mit

1 fiir t 1,
fo(t)

0 fiir t e G- U.

Ferner sei der durch alle Tf aufgespannte abgeschlossene lineare
Teilraum yon Y" [Tf s e G, k 0, 1, 2, ...], und 2-. G
wird durch die Abbildung s--, T in U topologisch isomorph eingebetett., und also sind aber G-invariant. Bezeichnet man die unitire
Transformationsgruppe von !gt bzw. mit U bzw. U, so lsst sich
G also als eine Untergruppe yon U U auffassen" man kann jedes
s e G so schreiben

s-- r e U feUd.
Die aus alle bestehende Untergruppe von U sei mit ( bezeichnet.
Nach dem obigen Satz ist separabel. Whlt man ein vollstndiges
orthonormiertes System {h, h2, ...} aus , so ist ( also eine separable
metrische Gruppe mit der Metrik"

(,
k’-I

Ftir jede Teilmenge fi G ist offenbar

A (s e fi_} G r (._ U).

A ist also dann und nur dann often, wenn A often ist. Die Abbildung
s -- is also homomorph, stetig und gebietstreu. Setzt man N= (s

1) Unter einer metrischen Gruppe verstehen wir eine topologische Gruppe mit
der links-invarianten Metrik.
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=1}, so ist daher C;=G/N. Fiir geniigend kleines 0 ist anderer-
seits {s; p(s, 1) } relativ bikompakt. Denn" aus

al
fo(s-t) 12m(dt) Ill0

folgt s UU-. Hieraus folgt, class N bikompakt und G lokal-kompakt

sind. Ferner ist fiir s e N f(s-t)=fdt), da _-tlf(s-t)-fdt)Im(dt)=
f-fll--0 und f(t) als stetig vorausgesetzt ist. Jedes fdt) 1/sst

sich also als eine Funktion auf G auffassen.
FOr jede Teilmenge G setzen wit nun

V*()=m*(A)
wobei A die zu A entsprechende Teilmenge yon G bedeutet. Dann
ist * das Haarsche Mass yon C. Denn" erstens ist es klar, dass

* ein links-invariantes Carathodorysches /iusseres Mass in ( ist und
jede Borelsche Menge in G *-messbar ist; zweitens gilt

*(fi) inf *( ), " often und

da fiir jede offene Menge U A die =(; xN U} I often ist
und *() < m*(U) geniigt. Der fiber N aufgenommene Mittelwert
von einer stetigen Funktion v(u) auf N sei mit M(u) bezeichnet.

Ist v(t) stetig auf G, so ist offenbar M(ut) eine stetige Funktion auf

G. Normiert man nun das Haarsche Mass n* yon N sodass n*(N)=l,
so gilt fiir jede stetige Funktion v(t) auf G nach dem Satz von Fubini

IM (ut)V(dt-) IM (ut)m(dt) Im(dt) IN (ut)n(du)

wobei ft. eine *-messbare Teilmenge von C und A die zu fi ent-
sprechende Teilmenge yon G sind.

4. Einzigkeit des Haarschsen Masses. Wir beweisen nun, dass
das links-invariante Lebesguesche Mass erster Art auf G mit dem
zweiter Art, nSmlich mit dem Haarschen Mass, ibereinstimmt). Zu
diesem Zweck geniigt es den folgenden Satz zu beweisen"

Satz 7. Jede offene Teilmenge yon G ist m*-messbar.
Beweis. Es sei U eine offene Teilmenge yon G mit m*(U) <

Setzt man m.(U)=sup re(B), B e b(G), (m.(U) ist das m*-innere Mass
von U), so gibt es eine Bairesche Menge B U mit m(B)=m,(U).
Nach dem Satz 6 kann man B als eine Teilmenge yon einer separablen
metrischen Restklassengruppe ( G/N nach einem bikompakten Normal-
teller N auffassen. Fiir jeden Punkt s e U-B konstruiere man nun
eine stetige nicht negative Funktion v(t) mit

1 fiir t=s,
v(t)

0 fiir t e G- U,

1) Vgl. S. Kakutani" [1].
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und setze ()= {; M(ut) :> 0}, fi(s)= ()-. Dann gilt

da die Bairesche Menge C= {t; (t):> 0} in U enthalten ist und also
nach m(B)=m,(U) m(C-B)=O sein muss. M(ut) ist andererseits

in jedem e A(s) positiv. Es ist also ((D-/7)=((s))=0. ()
ist offenbar eine Umgebung yon ; ={; s e U-B} wird also durch
() fiberdeckt. Wegen der Separabilitt yon G gibt es also unter
() hSchstens abzhlbar viele ff() mit __, (). Setzt man

k

nun W’= ._ (()-/), so enthalt die zu W entsprecaende Teilmenge

W< G die Menge U-B und es gilt m*(W)=(W) :](()-)
=0. Es muss also m*(U)=m(B) sein, woraus die m*-Messbarkeit
von U folgt.


