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92. Sur la rductibilit des anneaux des oprateurs.

Par Motokiti KONDS.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I./., July 12, 1944.)

Le but de cette note est de rechercher la rductibilit5 des anneaux
des oprateurs. Comme nous avons vu dans une autre note), il y a
les diverses dfinitions des sommes directes des espaces et nous devons
considrer les rductibilits des anneaux des oprateurs qui correspondent

celles. Et, les proprits globaux des rSductibilits ont synthetise
par celles qui correspondent aux som.mes directes des espaces. Or,
dans cette note, nous nous bornons de la voir au point des sommes
directes (L).

Le rsultat principal de cette note est de donner la dcomposition
complete d’un anneaux / des oprateurs en les anneaux ( e A)
des oprateurs de manire que

(I) g est une somme directe (L.) de $ ( e A),
(2) quand g est une somme directe (L.) des ideaux ) (I-

1,2, ..., n) d.e deux cSts de g, g()(/c-1,2, ..., n) sont
aussi les sommes directes (L) de quelques de

et c’est une extension directe du rsultat annonc de M. J. v. Neumann)
sur les anneaux rductibles des oprateurs d’un espace hilbertien. De
plus, la dmonstration de notre rsultat est du de "Somentheorie" de
M.C. Caratheodory et il me parait qu’il est une des applications
intressantes de ce thorie.

I. Soient un espace linaire, norm5 et complet, et g un
anneau born des oprateurs) sur celui. Quand un sousensemble
de g remplit les conditions"

I) A e (/-- I, 2, ..., n) entrainent . AB e (BA e)
k=l k=l

pour les lments B (/=1, 2, ..., n) de Jg,
2) est ferm dans J’ par rapport quelque topologie,

nous l’appelons un ideal droit (gauche) de g, et quand est un ideal
droit et celui gauche en mme temps, nous l’appelons un ideal de deux
cbts.

Puis, lorsqu’il exise les id4aux droits (1=1, 2, ..., n) de g
tels que tout lment A de Jg peut tre crire univoquement sous la
forme A A/A./... -t- A,, off A e (]: 1, 2, ..., n), nous dirons
que Cg est une somme directe de , et nous dsignons ce fait par

1) M. Kondb, Sur les sommes directes des espaces linaires, paru dans ce journal.
2) Pour les terminologies, voir ma note, M. KondS, Les anneaux des oprateurs

et les dimensions, paru dans ce journal.
3) I1 est annoncd dans sa mmoire, J.v. Neumann, On infinite direct products.

Comp. Math., t. 6 (1939).
4) C. Caratheodory, Entwurf fiir eine Algebraisierung des Integralbegriffs, Minch.

Sitzungsberichte, 1938, et Ober die Differentiation von Massfunktionen. Math. Zeit-
schrift, t. 46 (1940).



No. 7.] Sur la rductibilit des anneaux des oprateurs. 433

t (R) . (R) (+ . De mSme, nous dfinirons une somme directe
des idaux gauches et celle des idaux de deux c6ts.

(1.1) Quand un anneau born ,it des oprateurs sur est une
somme directe des idaux droits (k= 1, 2, ..., n), il existe
les projections I (k=l, 2, ..., n) de zt telles qu’on ait

1)

2)
k=l

3) /,I 0 pour i j et //=/.
Inversement, quand il existe dans /g les 14ments I (k=
1,2,...,n) qui remplissent les conditions 2) et 3),
(k=l, 2,...,n) sont les idaux droits de g et il est une
somme directe de ceux.

(1.2) Quand un anneau born5 g des oprateurs sur est une
somme directe des idaux de deux cbts (k=l, 2, ..., n),
nous avons a,=0 pour ivj et =, et de plus

quand nous avons I=I et Ie, ils remplissent 1)-3)
k=l

de (1.1) et
4) AI=IA (k= 1, 2, ..., n) pour tout lment A de g, c’est--

dire, I appartiennent au commutateur born de

Inversement, quand il existe les sous-ensembles
1,2, ..., n) de g qui remplissent les conditions 1)-4) au-dessus,

sont tous les idaux de deux cbts de vg et il est une
somme directe de ceux.

(1.3) Quand les projections I (k=1,2, ...,n) de (1.2) remplissent
les galits Ifl+l(I-h)fl= Ifl (p 1) pour tout lment
f de , g est une somme directe (L,) de (k=l, 2, ..., n)
dorm,s precedent.

(1.4) Quand nous posons Y2=I (/=1,2,...,n) pour les projec-
tions I de (1.2), nous avons

1) est une somme directe de : (l---1, 2, ..., n), et de plus
quand I remplissent les galit4s de (1.3), est une somme
directe (L,) de ceux,

2) g est rductible sur Y2, c’est-h-dire, nous avons Afe pour
tout lment f de , et celui A de

2. Nous dsignons par lI(g) l’ensemble de tous les idaux de
deux cbts de g qui donnent la dcomposition en les sommes directes,
par F(cg)celui de toutes projections I’ de telles que I’g ap-
partiennent _(,g) et par :0(-4) celui de tous les sous-ensembles
linaires et ferms J-, off J e

(2.1) 1L(,Zt) est une algSbre boolienne, quand ; dsigne le
plus petit ideal de deux c6ts qui contient et en mme

1) Nous entendrons par la projection P sur 3 un oprateur linaire et born( sur
tel qu’on ait P=P.
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temps, et .. dsigne le plus grand ideal de deux c6ts
contenu dans et en mme temps.

(2.2) (g) est une algbre boolienne, quand nous crivons P Q=
(P/Q)-PQ et PQ=PQ.

(2.3) :0(J) est une algbre boolienne, quand dsigne le
plus petit sous-ensembles linaire et ferm de qui contient
: et en mme temps et dsigne le plus grand
sous-ensemble linaire et ferm contenu dans et en
mme temps.

(2.4) l(g), (4) et Z0(cg) sont isomorphiques deux--deux.

(2.5) Quand nous dsignons par 0(g) l’ensemble de toutes les
projections contenues dans le centre de g, nous avons
=0().

(2.6) Quand nous dsignons par Z(cg) le centre de I(g), nous
avons Z0(cg)= Z(g) Z(cg’).

3. Maintenant, nous consid6rons la relation entre la d6composition
de g en les id6aux de deux cSt6s et la somme directe (L) (p 1).
Pour cela, nous introduissons la notion de la mesurabilit6 sur les pro-
jections de (dg). Etant donn6 une projection P de (g), quand nous
avons pour tout lment f de

Pf ]’W (I-P)f [’= [f ’
nous dirons que P est sommable (Lv) et nous d6signons par
l’ensemble de routes les projections sommables (L) de -(d) et par
Z0(dg) eelui de tous les sous-ensembles lin6aires et ferm6s P,
P )(d).

(3.1) Quand une projection P appartien i-.)(d), (I-P) ap-
partient aussi A I(g) e P I= ](I- P)] 1.

(3.2) Si les projeetions P (aI) appartiennent A %(d) e PPo
=0 pour a = {, la somme P=P est aussi une projection

et apparient i(d).
(3.3) ?v(d) est une algbre boolienne eomplte au sens de (2.2)

et Z+/-(d) est aussi eelle au sens de (2.3).
(3.4) Nous pouvons donner une mesuve m(gX) pour les 616ments de

ZL(d) de manire que

1) m(gX) _>__ 0 et m(gX) 0 entraine X 0,
2) quand les 616ments J (a I) son disjoints deux-.-deux, nous

avons m(U )=,m(X),
aeI aeI

3) m() + o entraine l’existence des lments (/= 1, 2, ...)
de Z(0)() tels qu’on air !ffb 9:+ , m(:)
(k 1, 2, ...) et lira m(ia)= + .

1) Pour chaque lment f de , Pf= Paf dsigne la limite au sens de MM.
aeI

E.H. Moore et H.L. Smith des lments (P,lf+Paf+"" Panf), off al an e I.
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(3.5) Quand nous dsignons par [3] l’ensemble de tous les idaux
maximaux de Z)(cg) qui ne contiennent pas et par.
m([92]) la mesure m(), nous avons

1) [9)l w )=[]w [] et [r 9] []
2) [0]=0,
8) n([])__>_ 0 et m([])=0 entraine =0,
4) [] r [9] 0 entraine m([] []) m([])+

(8.6) Nous pouvons prolonger n([]) sur les sous-ensembles de []
de manire que

1) la famille I de tous les sous-ensembtes de [] sur lesquels
n([]) est prolong6e est un corps complet,

2) pour les ensembles disj,)ints 3 (k=1,2, ...) de IF, nous avons

n(U )=En(3).
k--1 k-1

(3.7) Pour chaque lment f de !D, nous posons (fi !Y2)-I Pfl, off
p 1 et P dsigne une projection de (L)(g) telle qu’on ait
=P. Elle est alors une fonction additives compltement
sur Z(0’)(cg) et donc en posant (fi[O)l])=(f,), nous
pouvons la prolonger sur de faon qu’elle est compltement
additive.

(3.8) I1 existe une "Ortsfunktion" O(fi r) de M.C. Caratheory sur
Z0)(cg) telle qu’on ait pour tout lment

(f, )=IO(f, r)dm.

Alors, une fonction (f, ) est dtermine univoquement sur

[] par les galits Ens ((f, ) r)= O(f, r) pour tout nombre

rel r et nous avons pour tout lment F de ll

t)dm.(f, F)=
r

4. Alors, s’il existe un nombre positif M tel qu’on ait (fi )<M
pour tout 616ment u de [!3], nous dirons que f est born6, et sinon, il
est non born6. Or, au grace de (3.8), nous pouvons classifier les
616merits born6s de en les classes comme il suit, c’est--dire, pour
un 616ment de [], nous dirons que deux 61ements born6s f et g de

6quivalents l’un l’autre en u, si nous avons (f-g, )=0, et nous
d6signons ce fait par f g (mod ).

(4.1) (i) f=g (modn) est d6termin6 univoquement pour fet g,
(ii) f---f (mod n), (iii) f= g (mod n) entraine gf (mod n),
(iv) f g (rood n) et g= h (rood n) entrainent f= h (rood n).
Done, la classenous la d6signons par cl,,(f)des 616ments
6quivalents f en nest pr6cis6ment d6termin6e.

(4.2) Pour deux classes cl,(f) et cl(g), nous entendrons par la
sommenous la d6signons par cl,(f)+cl(g)la classe
cl,,(fl+g’), o f’ e cl,,(f) et g’ e cl,,(g). (i) cl(f)+cl(g) est
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dtermine univoquement pour f et g, et (ii) c](f)+cl(g)
=cl(f/g), (iii) cl(f)+cl(g)=cl(g)/cl(f), (iv) (cl(f)+
cl,,(g)) /el,(h)--cl,(f)/ (cl,(g) / cl,,(h)).

(4.3) Pour une classe cl,(f), nous entendrons par la produit--nous
la dsignons par a cl,,(f) la classe cl,,(af’), off f’ e cl,,(f). (i)
(cl,,(f) est d6termin6 univoquement pour aet f, (ii) a cl,t(f)
=cl,,(,f), (iii) (cl.(f)+cl..(g))=.cl..(f)+,cl..(g). (iv)
c],,(f)- (. c],,(f) -t-/ cl,,(g), (v) (z( cl,(f)) (a/) cl,,(f).

(4.4) Pour une c]asse cl(f), nous posons cl,,(f)[-[(f, u) . (i)
Icl(.f) est dtermin6e univoquement pour f, (ii) ]cl(f)] 0
et Icl(f) l=0 entraine cl:(f)=cl(0), (iii) cl(f)-t-cl(g)l
]cl,(f) l+]cl(g)l; (iv) acl(f)[=]al cl(f). Donc, l’ensemble
de toutes classes cl(f) (fe ) est un espace lin6aire et norm6.
Nous le dsignons par et par l’espace lin6aire obtenu
en completant lui.. Maintenant, nous construirons la somme directe (/)

% (-) des espaces (u e []). Alors, est contenu isom6trique-

merit dans . En effet, pour un 16ment born6 f de , nous avons
d’aprs (3.8) et (4.4) (f, 0=1 cl,(f)I" et donc

off P dsigne une projection de _;(L,)(cg) et =P. En particulier,
nous avons

c’est--dire, une somme directe (/) %+ cl(f) existe et I (R) cl,(f)
=lfl. Done, quand nous raisons correspondre les 616ments born6s f
de . f_2%)cl,(f) de 93, ils ont appliqu6 isom6triquement dans

d’ofi l’ensemble de toutes les sommes directes (L) L,(R)Cl,(f) et
celui de tousles 616ments born6s de sont isomorphes isom6triquement.
Or, les 616merits born6s distribuent partout dense dans 3 et par suite

est appliqu6 isom6triquement dans 3, c’est--dire, la ferm6ture 0 de
est isomorphe isom6triquement avec 3.

Ici, nous pouvons d6terminer un element de qui correspond
un 616ment f non born6 de 3. En effet, quand nous posons =
Ens (V(f, n) k) (k=O, 1, 2, ...), nous avons eZ(0)(d) et donc il
existe les projections P (k= 0, 1, 2, ...) tels qu’on ait Jt P3. Alors,

(P.-P+)f (k=O, 1, 2, ...) sont born6s et nous avons f= (Po-P+)f,
k=0

d’ofi f correspond , (R) cl,((P.- P/l)f).
k=O

6. Puis, nous consid6rons la continuit6 des .sommes directes
(/,) x,(R) cl,(f). Comme on sait bien, nous d6finirons une topologie
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sur [] de manire qu’il soit bicompact et [], o e Z0()(Ct), soit
toujours ouvert et ferm en mme temps. Encore, nous dfinirons une
topologie sur la somme = ] comme il suit. Etant donns un

u e[]

lment fi,o de G, un (lment de Z(0Lp)(,) tel qu’on ait 0e[9]],
un nombre fini des lments borns g()(k=l, 2, ...,n) tels qu’on ait
fo=cl,o(g) et un nombre positif e, nous dsignons par g(fo,,,
g(D, g(), ..., g()) l’ensemble de tous les lments f tels qu’on ait a e []]
et If-cl(g)) (k= 1, 2, ..., n), et nous l’appelons un voisinage
de fo. Puis, nous dfinirons les voisinages des lments fo de
par ceux des lments de o qui contient f,,.

(6.1) G est un espace de M.F. Hausdorff et f+g et af,,, o
f,,, ge, sont continus par rapport respectivement f,, g,,
et a,f.

(6.2) Pour un lment born de , la somme directe (L,) ,L, cl,(f)
est continue par rapport sur [] et inversement toute
somme directe (L,) 2., (f telle qu’on ait f e ( e []) et
qui est continue par rapport n sur [] est un lment
d’accumulation de . Donc, quand nous dsignons par

l’ensemble de toutes sommes directes (L)continues, ,,(R) ,,
est continuellement distribu et son noyau continu est . De
plus, nous avons 0.

(6.3) 0 est une somme directe (L,) continue de ( e []) et donc
quand nous identifions chaque lment f de celui de 0
qui correspond fi nous avons =,,.

(6.4) Tout lment [[2 de Z(0L,)(cg) peut tre represent comme une
somme directe (L,) de quelques de (n e[]).

7. Or, en correspondant la dcomposition de , nous considrons
la dcomposition de l’anneau g des oprateurs. Pour cela, tant donn

un lment A de (F(L,)(cg))’ et celui de [], nous dsignons par A
un oprateur dfini par l’galit A,,(cl(f))=cl(Af). I1 est alors
linaire et born sur et de plus nous avons Al=born sup iA,

eEl]

Donc, A est une somme directe (L)de A (e[]), c’est--dire,

A=_(R) A,,. De plus, il est continu par rapport sur [] et il
transforme les lments borns de en ceux borns. D’ofi, nous
pouvons voir que la somme directe (L) -n.2(,) est continuelle-
ment distribute et son noyau est

(7.1) La somme directe (L) des anneaux () ( e []) est con-

tinuellement distribute et son noyau continu (:.(L,)(g))’ est en

soi une somme directe (L) de (,), c’est--dire nous avons
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(7.2) I1 existe les anneaux g des oprateurs sur !, ( e []) tels
qu’on air

" .(R).
(7.3) Tout 61ment de ]I()(g) peut tre represent6 comme une

somme directe (L) de quelques de g ( e []).
8. Or, nous avons le suivant sur la dcomposition de

(8.1) (g) , (R)

9. Enfin, nous envisageons a]g6briquement ]a consid6ration au-
dessus. Etant donn6 un id6al maximal n de Z,)(g) eL deux 616ments
f eL g de !, quand il existe une projection P de (L)() tel]e qu’on
ait (I-P)f=(I-P)g eL P e n, nous dirons quef eL g sont 6quiva]ents
]’un l’autre par rapport n, eL nous d6signons ce fail par
Encore, nous d6signons par C](f) ]a c]asse des 616ments 6quiva]ents
f par rapport n.

(9.1) La relation de l’6quiva]ence par rapport n sur les 616ments
de ! est sym6trique, r6flexive eL transitive.

(9.2) L’ensemb]e de routes classes C](f) (re ) est ]in6aire eL
!,, est une image homomorphique de celui-ci.

Puis, pour deux op6rateurs A eL B de g, quand i] existe une
projection P de (z.)() te]le qu’on air P!en eL (I-P)A=(I-P)B,
nous dirons que A eL B sont 6quivalents par rapport n, eL nous
d6signons ce fail par A-B (mod n). Encore, nous d6signons par
CI(A) la classe de tous les op6rateurs 6quivalents A par rapport

(9.3) La relation de l’6quivalence par rapport n sur les op6rateurs
sont aussi sym6trique, r6flexive eL transitive.

(9.4) L’ensemble ,, de toute classes C],(A) (A e4) est un anneau
des op6rateurs sur ,, eL isomorphique a]g6briquement ,,.


