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120. Uber die allgemeinen algebraischen Systeme, VIII®.

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitidt zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.IA., Oct. 12, 1944.)

§23 Lineare Systeme. Ein A-algebraisches System 9 heisst linear,
wenn die lineare Abhingigkeit in U definiert ist. Ist E ein mit A
dquivalentes® System der linear unabhingigen Elementen aus U, so
ist jedes Element aus % von E linear abhingig, also ist % das durch
E erzeugte freie System. Ein durch endlich viele Elemente erzeugtes
freies System ist, wie man sich leicht tiberzeugt, dann und nur dann
linear, wenn es die Eigenschaft besitzt, daB jedes Untersystem A’
von U stets durch jedem maximalen unabhingigen Teilsystem des Er-
zeugendensystems von 2’ schon erzeugt wird. Es ist auch eine unmittel-
bare Folgerung, daB die Anzahl m > 0 der unabhingigen Erzeugenden
eines echten Untersystems A’ kleiner als der von 2 ist. Also ist kein
echtes Untersystem 2’ zu U isomorph. Ist m=0, so besteht A’ nach
der Definition der linearen Abhéingigkeit aus einem einzigen Element,
welches offenbar Nullelement ist. Ein lineares System besitzt also
hochstens nur ein Nullelement und jedes andere Element erzeut ein
freies System. Ein lineares System besitzt dann und nur dann Kkein
von Null verschiedenes echtes Untersystem, wenn es durch ein einziges
Element erzeugt ist.

Ist A ein durch a 30 erzeugtes lineares System, so erzeugt jedes
Element b3 0 aus 2 auch das ganze System U und die Abbildung
von o auf b induziert einen Automorphismus f, von 2A: b=fya)”.
Daher kann man 2 als ein durch a erzeugtes System mit Operatoren
f» auffassen. Nach der Definition der Verkniipfungen (fiafs)(a)=
fo(@)af(a) bilden die Operatoren ein zu A isomorphes A-algebraisches
System K, in dem noch eine andere assoziative Verkniupfung — Multipli-

kation fif.(a) =f,,(fc(a)) — definiert ist®. Dabei gilt der linksseitige

Distributivgesetz : f3(feafs)=fofoafofs. Man beachte, daB diese Defiini-
tion der Verkniipfung zwischen den Operatoren hidngt von der Wahl
des Erzeugendes a ab. Die Abbildung von a auf das Nullelement ist
ein Nullelement 0 von K und 0f,=f,0=0. Die identische Abbildung ist
das Einselement 1 der Gruppe G aller von Null verschiedenen Elemente
aus K. K besitzt kein echtes von Null verschiedenes normales Unter-
system. Denn jedes normales Untersystem enthilt O und folglich mit
a0 auch alle Elemente aus K, da Ox=0 und ax=>b fir jedes b
losbar ist.

*) I-VII in Proc. 17 (1941), 323-327; 18 (1942), 179-184, 227-232, 276-279; 19
(1943), 120-124, 259-263, 515-517.

1) Zwei Untermengen heissen fquivalent, wenn eins von der andern algebraisch
abhiéngig ist und umgekehrt.

2) Wir gebrauchen hier die Schreibweise f(a) statt a/.

8) Vgl die allgemeinen Verkniipfungen der Abbildungen in § 25.
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Es sei umgekehrt K ein A-algebraisches System, in dem die Mul-
tiplikatinn definiert ist, so da die von 0 verschiedenen Elemente eine
Gruppe bilden und 0a=a0=0 fiir jedes ¢ aus K. Dann ist das durch
ein Element a erzeugtes freies System A mit dem Operatorbereich K
ein lineares System, welches kein von Null verschiedenes echtes nor-
males Untersystem besitzt.

Wir betrachten nun die allgemeinen Fall, wo ¥ durch endlich viele
Elemente erzeugt wird. Man kann natirlich 9 als das freies Produkt
der je durch ein einziges Element erzeugten A-freien Systeme U; auf-
fassen. Alle 9(; sind sicher zueinander isomorph. Ist jedes Unter-
system von ¥, wie bei der Abelschen Gruppen, stets normal, so ist %A
die direkte Vereinigung von den 2;, also ist 2 nach den Grundvor-
aussetzungen in §11 das direkte Produkt von den A; wenn die Rest-
klassenzerlegung A/B durch das normalen Untersystem B eindeutig
bestimmt ist.?

Zusammenfassend erhilt man also: Ausser den Grundvoraussetzun-
gen set die Restklassenzerlegung durch den Modul eindeutig bestimmi
und jedes Untersystem sei normal. Dann ist ein lineares A-algebraisches
System das direkte Produkt der zueinander isomorphen je durch ein
Element erzeugten freien Systeme mit dem Operatorbereich. Dabeti 1ist
der Operatorbereich auch ein A-algebraisches System, in dem die Mul-
tiplikation definiert ist, so daf die von Null verschiedenen Elemente
eine Gruppe bilden und Oa=a0=0 fir jedes a aus dem Operator-
bereich. Solches System heisst eigentlich linear.”’

Ein eigentlich lineares System ist offenbar vollstindig reduzibel.
Umgekehrt ist jedes vollstindig reduzibles System eigentlich linear,
wenn die Restklassenzerlegung durch dem Modul eindeutig bestimmt
ist und, wenn jedes Untersystem normal ist.

§ 24 Elementare algebraische Systeme. Bis jetzt haben wir uns
hauptséchlich auf primitive Systeme beschrinkt. Wir betrachten nun
noch allgemeinere Begriffe. Es sei A ein algebraisches System mit
dem Verkniipfungssystem V. Zwei Elemente aus 2 brauchen aber
nach einer Verkniipfung aus V nicht notwendig immer komponierbar
zu sein. Es sei A wieder ein System der Verkniipfungsgleichungen
f=¢g. Wenn die Gleichungen aus A stets bestehen, sobald die beiden
Seite f, g Sinne haben, so heisst 2 ein elementares (A4, 0)-algebraisches
System. Wenn gewisse Beschrinkung o fiir die Komponierbarkeit vor-
gegeben ist, so heisst A (A4, o)-algebraisch, o heisst der Regel fir die
Komponierbarkeit von . HEs sei A (4, o)-algebraisch. Die Gesamt-
heit der Elemente & derart, daB xaa bzw. aox existiert, bezeichnen wir
mit L,(a) bzw. R,(a). Ist B ein Untersystem von 2, so ist B (4, op)-
algebraisch, wo oy den Regel bedeutet, daB a aus B mit den Elementen
aus BAL(a), BAR.a) komponierbar ist. Ist A ein Restklassensystem
von ¥, so ist eine a enthaltende Restklasse mit den Restklassen kom-
ponierbar, die mit L,(a), R, (a) gemeinsame Elemente besitzen.

Bei der Definition des Homomorphismus bzw. des Restklassen-
systems haben wir bis jetzt stillschweigend angenommen: Ist %’ zu

4) Vgl hierzu § 14.
5) Z.B. K-Modul mit einem Korper K.
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A homomorph, so folgt aus der Existenz von a'ab’ stets die Existenz
von aab, wo a,b beliebige Urbilder von a/,b sind. Ist ¥ ein Rest-
klassensystem von A, so folgt aus der Existenz von aab stets die Ex-
istenz von a,ab; fiir jede kongruente Elemente a;, ;. Wenn man noch
schwéichere Definition des Homomorphismus annimmt, daB man nur
aus der Existenz von aezb die von a'ab’ fiir die Bilder a'b’ schlieBt, so
gilt der Homomorphiesatz schon nicht. Wenn man verlangt, daf aus
der Existenz von a’ab’ die Existenz von aeb fiir mindestens ein Paar
a, b der Urbilder folgt, so gilt der allgemeine Homomorphiesatz und
unter der Voraussetzung der Existenz des Nullelementes 0=0a0 fiir
jedes @ aus V der Homomorphiesatz und folglich der erste Isomor-
phiesatz, aber der zweite Isomorphiesatz gilt im allgemeinen nicht.
Dabei versthet man unter der Restklassenzerlegung eine Klassenein-
teilung derart, daB aad, a,ab; kongruent sind, wenn a, a; ; b, b, kongruent
sind und, wenn aab, aq;ab; beides existieren. Aus diesen beiden Ver-
schwicherungen der Definition der Homomorphismus folgen natur-
gemisse Verschwacherungen der Definition der Meromorphismus. Er-
sichtlich sind diese schwachen Definitionen beides mit der bis jetzt
gebrauchten Definition dquivalent, wenn 2 ein primitives algebraisches
System ist. Fir die elementaren Systeme erweisen sich diese schwachen
Definitionen manchmal als wichtig®.

Als Beispiele der elementaren Systeme nennen wir halbgeordnete
Menge, Korper, Intergrititsbereich, Mischgruppe von A. Loewy, Grup-
poid von H. Brandt, Fastring und Fastkérper von H. Zassenhaus. Auf
die Einzelnen werden wir aber jetzt nicht eingehen.

§ 25 Endomorphismenbereich. Es sei nun I ein (nicht notwendig
primitives) algebraisches System mit dem Verkniipfungssystem V={a;}.
Definiert man die Verkniipfung faf’ zweier Abbildungen 6, von I
in sich durch 6(a)at’(a) =(0ab’)(a), so bilden die simtlichen Abbildungen
ein algebraisches System mit dem Verkniipfungssystem V. 6af’ ist
nicht notwendig Endomorphismus von IR, auch wenn 6 und ¢ beides
Endomorphismen sind. Die Verkniipfungen 8 aus V, die der Bedingung
(apb)a(cpd)=(aac)B(bad) geniigen, bezeichnen wir mit V, Dann ist
0af’, wie man sich leicht iiberzeugt, ein Endomorphismus von It be-
ziglich V.

Es sei nun M ein elementares System und fla,, ..., a,)=g(ay, -, @)
sei eine Verkniipfungsgleichung. Existieren f(6y, ..., 6,) und g(d,, ..., 6,)
fir die Endomorphismen 6, ...,8,, so ist ersichtlich f(6,,...,0,)=
g(0y, ..., 0,). Ist also M ein elementares (4,0) algebraisches System,
so bilden die Endomorphismen auch ein (A, 0)-algebraisches System,
welches noch eine Verkniipfung (Multiplikation) besitzt, Debei gilt der
zweiseitige Distributivgesetz?.

Ist V,=V fiir jedes « und ist 9 primitiv, so bilden die Endomor-
phismen ein A-algebraisches System mit Multiplikation als eine Ver-
kniipfung®. Ist ferner I ein freies A-algebraisches System, so stimmt
unsere Definition der Verkniipfungen zwischen den Endomorphismen

6) Z.B. der Homomorphismus der halbgeordneten Menge.
7) Z.B. Fastring und Fastkorper. Vgl. H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie,
8) Z.B. Automorphismenring einer Abelschen Gruppe.
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mit dem folgenden iiberein. Sind 6(a;) die Bilder der Erzeugenden
a;, so sei (0ad) (a;)=6(a;)al’(a;). Diese Definition gilt fir jedes freies
A-algebraisches System M. Im Fall V,=V ist sie von der Wahl der
Erzeugenden unabhingig und die Multiplikation ist zweiseitig dis-
tributiv.

Ist I ein eigentlich lineares System, so ldsst sich M nach §23
als das direkte Produkt (Ka, Ko, ... Ka,) darstellen. Jede Abbildung
von a; auf (0,-1(a1)0,~2(a2) 0,-,,(a,.)) bestimmt fir jede Operatoren 6;; aus
K einen Endomorphismus von M und umgekehrt. Setzt man also die
Erzeugenden a; fest, so lasst sich jeder Endomorphismus eineindeutiger
Weise durch eine Matrix darstellen, obwohl man den Verkniipfungsregel
fir die Matrizen nicht ausfithrlich angeben kann.

§26 Allgemeine Darstellungstheorie®. Wir werden nun die Dar-
stellungen eines algebraischen Systems 2 durch die Endomorphismen
eines algebraischen Systems M untersuchen. Der Einfachheit halber
beschrinken wir uns auf die primitiven A-algebraischen Systeme IN
mit dem Verkniipfungssystem Vi, derart, daB der Endomorphismen-
bereich von 9 auch ein A-algebraisches System A* bildet. A* besitzt
dann, wie wir schon erwihnten, die assoziative Multiplikation als seine
Verkniipfung. Also ist A* ein A*-algebraisches System mit dem Ver-
kniipfungssystem V*, wo A* > A4, V* > Vi sind. Wir betrachten die
homomorphen Abbildungen von U in A*. Wir nehmen an, daB das
Verkniipfungssystem Vi von U in dem V™ von A* enthalten ist. Setzt
man in % die Folgegleichungen A von A voraus, die durch die Ver-
kniipfungen aus Vy darstellbar sind, so erhdlt man ein Restklassen-
system ¥ von U und jede Darstellung von 2 in A* ist zu A homomorph.
Daher nehmen wir an, daB Vi < V* und ¥ ein A-algebraisches System
ist.

Unter dem Darstellungssystem von % versteht man nach E. Noether
ein A-algebraisches System M mit A als Operatorbereich: #(aad)=
0(a)ad(d), (0a0’)a=H(a)aﬁ’(a)ﬁ(ﬂ’(a.))=(00’)a fir a,b aus M, 0 aus U, «
aus Vi Ordnet man dem Element 6§ die Abbildung von a auf 6(a)
zu, so erhidlt man eine Darstellung von 2. Ist 0 ein festgesetztes
Nullelement von U, so ist 0(a)=(0a0)(a)=0(a)a0(a) fir jedes @, also
ist 0(a) auch ein Nullelement von I, welches auch mit 0 bezeichnet
wird : 0(a)=0. Die Gesamtheit der Operatoren § aus A mit 8(a)=0
bildet ein normales Untersystem B von % und die Darstellung ist zu
einem Restklassensystem /B isomorph, wenn I ein einziges Null-
element hat.

Ist umgekehrt eine Darstellung von % durch Endomorphismem von
M vorgegeben, so definieren wir 6(a) als Bild von a bei der 6 zu-
geordneten Abbildung von IR. Dann ist I ein Darstellungssystem von
A und die vorgegebene Darstellung von U ist durch MM erhiltlich.

Ist 7 ein Automorphismus von I, so erhilt man wegen des zwei-
seitigen Distributivgesetz der Multiplikation eine Darstellung, wenn
man 6 die Abbildung a — (77'07)(a) zuordnet. Diese beiden Darstellun-

9) Vgl hierzu E. Noether, Hyperkomplexe Grossen und Darstellungstheorie, Math.
Zeitscher, 30 (1929), 641-692,
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gen heissen zueinander dquivalent. Setzt man ein Erzeugendessystem
E={a,, as, ...}von M fest, so lisst sich jeder Endomorphismus ¢ durch
die Funktionen ¢y(;, ..., ;) darstellen, so daB ¢(a:;)=pilas,, -, a;,) sind.

Sind nun 6(a)=0:0s, -, az ), 6(7(a:) =6:(7(a), ..., 7(as)), so ist er-
sichtlich (77'07)(as)=0iai, --., a; ). Daher erhilt man eine &quivalente

Darstellung, wenn man die Bilder von den Clementen aus E bei einem
Automorphismus als neues Erzeugendessystem E’ annimt und die durch
die E' zugehoérigen Funktionen 6; definierte Dastellung beziglich F
konstruiert.

Ist ‘30 ein echtes normales Untersystem von M, so sagen wir,
daB die durch MM bestimmte Darstellung in die durch [M] bestimmte
Darstellung und die durch [IR/N] bestimmte Darstellung halbreduzibel
ist. Ist [MM] das direkte Produkt von zwei normalen Untersysteme, so
spricht man von der (zweiseitigen) Zerlegung der durch 9 bestimmten
Darstellung. Dann kann man, wie bei der {iblichen Darstellungstheorie,
gewisse Sitze in der Theorie der algebraischen Systeme auf diese all-
gemeine Darstellungstheorie {ibertragen. Der Schreiersche Satz, der
Jordan-Holdersche Satz und der Remak-Schmidtsche Satz lasst sich
ohne Miithe darstellungstheoretisch formulieren.

Ist M ein eigentlich lineares System, so kann man nach §25 die
Darstellungen durch Matrizen erhalten. Dann gelten gewisse Verall-
gemeinerungen der Sitze in der iiblichen Darstellungstheorie. Darauf
werden wir jetzt nicht eingehen.



