Linvariant Acat des algebres
guasi-commutatives

Bitjong Ndombol

Résumé
Nous définissons la notion d’ algébre de cochaines quasi-commutative et
nous montrons que les invariants IMcat , rMcat et Acat introduits dans [7]
vérifient 1'égalité Acat = max(IMcat,rMcat) pour de telles algebres. En
particulier ils coincident sur les espaces.

1 Introduction

Dans tout le texte qui suit, on se fixe un corps de base k , de caractéristique p
quelconque.
L’expression quasi-isomorphisme désignera un morphisme qui induit un isomorphisme
en cohomologie.
Parmi les invariants homotopiques qui approximent par défaut la catégorie de Lus-
ternik-Schnirelmann d’un espace topologique, I'un des plus riches en applications
connues jusqu’ici est certainement celui de Y. Félix et S. Halperin.
Soit X un espace topologique connexe et 1-connexe, ayant le type d’homotopie d’un
c.w. complexe de type fini. Notons (A(V'), d) le modeéle minimal de Sullivan de X et
considérons le diagramme commutatif,

(A(V), d) == (A(V)/A>"(V), d)

T ]

(A(VeW),D)
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dans lequel i est I'inclusion canonique et 1 un quasi-isomorphisme ; catg est le plus
petit entier naturel n tel que i admette une rétraction d’algebres différentielles. Ces
deux auteurs établissent le résultat suivant [5].

Théoréme 1. L’invariant caty(X) est la catégorie de Lusternik-Schnirelmann du
rationnalisé X¢q de X.

Cette notion de catégorie rationnelle a permis a Y. Félix, S. Halperin et J.C.
Thomas de dégager des propriétés remarquables de 1’algebre de Lie d’homotopie
rationnelle 7,(Q2X) ® @ des espaces X pour lesquels cato(X) est fini.

Plus tard, S. Halperin et J.M. Lemaire [7] ont étendu cette notion aux algebres
de cochaines sur un corps k de caractéristique p quelconque dans le but d’étudier
'algebre de Hopf H,(Q2X; k) d'un c.w. complexe X de type et de catégorie finis.

Ils ont ainsi défini trois invariants homotopiques Acat, IMcat et rMcat suivant
que ¢ admet une rétraction d’algebres différentielles, de T(V)-modules différentiels
a gauche ou de T(V)-modules différentiels a droite dans le diagramme commutatif
suivant ou ¢ est un quasi-isomorphisme :

(T(V),d) == (T(V)/T>"(V).d)

]

(I'(VeW,),D)

Ils ont de plus montré que s’il existe un isomorphisme d’algebres différentielles
entre T'(V') et T'(V)°, les deux derniers invariants coincident.
Lorsque k = Q, K. Hess [8] montre que IMcat est la catégorie rationnelle pour une
algebre commutative. On peut aussi exiger l'existence d’une rétraction de T(V)-
bimodules dans le diagramme ci-dessus, ceci définit Iinvariant biMcat. Dans [9]
E. Idrissi construit des exemples qui montrent que pour une algebre de cochaines
quelconque, on peut avoir biMcat strictement supérieur a max(IMcat, rMcat). Il est
établi dans [3] que biMcat = Acat et que ces invariants ne dépendent que de la
caractéristique du corps k .
Dans ce papier nous établissons :

Théoréeme 2. Si (A,d) est “quasi-commutative” alors
max(IMcat,rMcat) = biMcat = Acat.

Une conséquence immédiate de ce théoreme est que ces invariants sont identiques
pour un c.w. complexe connexe, 1-connexe de type fini.
Comme le montrent les exemples de E. Idrissi, I'hypothese de la cohomologie commutative
qu’entraine d’ailleurs celle de la “quasi-commutativité ” n’est pas suffisante pour
avoir 1’égalité biMcat = max(IMcat, rMcat).
Dans la deuxieme partie de ce texte, nous rappelons certaines constructions qui
interviennent dans la démonstration du théoreme. Celle-ci se trouve dans la troisieme
partie du texte.
Toutes les algebres de cochaines considérées dans la suite ont pour corps de base k
et sont supposées 1-connexes de type fini.
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Dans une algebre libre A la notation [a, b] désignera le crochet a ® b — (—1)19lp ® a
Nous profitons de cet espace pour remercier J.C. Thomas et bien évidemment J.M.
Lemaire dont les conseils ont permis de rendre a peu pres lisibles les rappels qui
suivent.

2 Modeles libres

A - Algebres quasi-commutatives.

Pour pouvoir donner la définition d’une algebre de cochaines quasi-commutative,
il nous faut détailler le modele libre minimal d'un produit tensoriel d’algebres
différentielles.
Soient (T'(V'),dy) et (T'(U),dy) deux modeles libres minimaux. Notons VA#U =
s71(sV @ sU) et considérons I'algebre tensorielle T'(V & U @ (V#U)). Pour tout u
dans U, on a une application linéaire de degré | u | —1,6, : V — T (Vo U & V#U)
qui & v associe v#u = s~ (sv®su). On prolonge §, par dérivation en une application
linéaire 6, : T(V) — T (Ve U & V#U) telle que

(1 ® ... Q@ vp) = (NH#U) QU2 @ ... Uy + (—1) V1 ® 0y (V2 ® ... @ V)

ot e =| vy [ +([vg |+t [vp [J(| w | +1)

Nous avons ainsi une application linéaire

d : U — Der(T(V), T(Va®U@V#U)) qui a u associe §, ou Der désigne
'espace vectoriel des dérivations. Comme Der(T'(V), T (VU GV #U)) est un T'(U)-
bimodule, on prolonge § en une dérivation de degré 0 sur T(U) et
d € Der(T(U), Der(T(V), T(VaUa®V#U))).

Fixons une fois pour toutes la notation suivante.

Pour a € T(V) et b € T(U), a#b = dp(a).

Posons Dyv = dyv, Diu = dyu et Div#u = [v,u] — (dyv#tu + (—1D)Plw#dyu).
Considérons le morphisme d’algebres différentielles

H: (TVeUe®V#U),D)) — (T(V),dy) @ (T(U),dy) défini par H(v) =
v®1l,H(u) =1®u et H(v#u) =0. On a le lemme suivant.

2-1 Lemme.
On a
(i) (D1)? = 0.
(ii) H est un quasi-isomorphisme surjectif.

Démonstration.
(7) 1l suffit de montrer que pour tout a € T(V) et pour tout b € T(U) on a
Dya#b = [a,b] — (dya#b + (—1)%a#tdyb).
On le fait par récurrence sur la longueur des mots. Si a est de filtration p dans T'(V)
et b de filtration g dans T'(U), on dira que le mot a#b est de longueur p + g.
Si a et b sont des générateurs, c’est la définition de la différentielle.
Supposons ’égalité établie pour tous les a et b tels que a#b soit de longueur < n.
Considérons ¢ = a1 ® ... @ app1 et b=b1 ® ... ® b, telsque p+ g+ 1 =n+ 1. Par
définition,

a#tb = (a1 #b) @ a2 @ ... @ app1 + (—1)°a1 @ (a2 ® ... @ apy1)#b
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ou € = ar | +(] az | +..4 | apy1 |)(] b | +1). On calcule alors D;(a#b) en
appliquant ’hypothse de récurrence et on a 1’égalité cherchée. On refait ce calcul
aveca=a1®..Qapet b= @ ... Qbg41;p+q+1=n+1.

(77) Nous renvoyons a la démonstration du lemme 2-3 ci-dessous.

2-2 Définition.
Une algébre de cochaines 1-connexe (A, d) de modele libre minimal (T(V), d) est dite
quasi-commutative s’il existe un morphisme d’algeébres de cochaines p : M(T'(V) ®
T(V)) — T(V) qui prolonge la codiagonale
vV :T(VaeV):— T(V) et ou M(—) désigne le modele libre minimal.
Le morphisme p sera appelé quasi-multiplication.

Dans [6], les auteurs construisent un modele de (T'(V')/T>"(V'), d) comme T'(V)-
module différentiel a gauche. Une construction similaire donne un modele de
(T(V)/T>™(V),d) comme T(V)-module différentiel & droite; & savoir : le T(V)-
module libre ([k @ sV ] @ T(V), D) muni d'une différentielle D donnée par
D(1®a)=1®da,Ya € T(V); Dsa®1 =1® a— (wy) ! (da) Ya € V! on wy est
I'isomorphisme d’espaces vectoriels gradués wy : sV — T>"(V) qui & sa ® 3
associe a ® (8. Le morphisme Fy : [k @ sV @ T(V) — T(V)/T>™(V) de T(V)-
modules différentiels & droite qui envoie sV ! sur 0 est un quasi-isomorphisme
surjectif.

C - Structure de T(V)-module & gauche sur [k & sV @ T (V).

Lorsque (T'(V),dy) est quasi-commutative, nous définissons sur [k @ sV ]| @
T(V) une structure de T'(V)-module a gauche. Nous désignerons la quasi-multipli-
cation de T'(V') par py.

Posons X = sV&" ! = ;50 X; avec Xo = {0} et Xpp1 ={z € X/Dzr € [k® X,| ®
T(V).

Nous allons raisonner par récurrence sur p.

Notons S la suite des commutateurs de T'(V @& X;) de la forme [z;,v;] ou v; €
V,z; € Xj et I I'idéal engendré par S. Considérons les éléments [v;, y;] — pv (D #v;)
et désignons par T la suite formée de tels éléments et J I'idéal engendré par T
Ordonnons les éléments de S et T de la maniére suivante : un monoéme qui commence
par un élément de X; est strictement supérieur a tout monome qui commence par
un élément de V. Si deux mondmes commencent par un élément de X; (resp. V),
le plus grand est celui dont la composante dans X; (resp. dans V') a le degré le pus
élevé. Pour chaque terme de chacune des suites prenons le monéme le plus grand.
Puisque le degré de la composante de py (z;#v;) qui est dans X est strictement
inférieur au degré de x; on obtient deux nouvelles suites qui sont identiques. Notons
R la nouvelle suite ainsi obtenue et K l'idéal qu’elle engendre. Selon [1] la suite
R est fortement inerte (combinatorially free) et d’apres le théoreme 3-2 de [1], les
suites S et T sont inertes ("strongly free”) et de plus T'(V & X1 )/ K, T(V & X1)/1
et T(V & X;)/J ont méme série de Hilbert. Et comme ce sont des espaces vectoriels
de dimensions finies en chaque degré, ils sont isomorphes. Mais T'(V & X;)/I étant
isomorphe a T'(X;) @ T(V),on a T(V & X1)/J = T(V) @ T'(X3).

On pose alors T'(X;) @ T(V) = T(V @ X1)/J qui est une algebre associative.
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Plus précisément, si on note ® le produit de T'(X;) © T'(V), on a
Yy, ve € V, Vs, s1hg € X3

(51 ®1) O (st ®1) = s1P1- 5102 @ 1.
(1®v) o (1) 1 ® vy - vg;
(shh@1l)o(1l®uv) = s®u
(1 ® 'Ul) (Swl ® ) — <_1)|¢1||v1|+|111|8¢1 ® v + (_1)|¢1||U1|+|U1|Mv(w1#vl).

La différentielle D sur T'(X7) © T'(V) est la différentielle quotient.

Modeéle libre de T'(X;) © T'(V).

Considérons I'algebre tensorielle T (V@ X1 ® X 1#V), ot V#X; = s (sX1@5V),
on y définit une dérivation D; de degré 1 a savoir :
Div=dyv YvelV.
Dll' = Dz Vo € Xl.
Dyx#v = [2,v] — py(Dz#v) — (=1)#l(a4tdyv) Vo € V,Vx € X;. Un raisonnement
identique & celui de la démonstration du lemme 2-2 montre que D? = 0.

Définissons le morphisme d’algebres de cochaines
U (T(Ve X Xa#V),D,) — (T(Xy) ©T(V), D) par
Yv eV, Ve X.
\Ifl(’lj) = 1 ® v
Uy (z#v) = 0.

Pour montrer que ¥; commute aux les différentielles, il suffit de vérifier que
\Ifl(Dlx#v) =0.
En effet, si on pose z = s, € Vel

U Dy (z#v) = Wi(sp @ v — (=)W @ s — py (o) + (1) (sp#dvv))
s @ v — (=) 1) © (s © 1) — v (Vo)
= 0.

2-3 Lemme .
Le morphisme W, est un quasi-isomorphisme.

Démonstration.
Il est clair que Wy est surjectif. Montrons que kerW; est acyclique. Remarquons
que kerW¥; est engendré par les éléments de la forme [z, v] — py (Dz#v), 2#v avec
veV,re X.
On définit une nouvelle graduation sur Keriy, en posant

loll = v[+1
[zl = 1y]
la#ol] = v+ |2 + L.

Posons FpkerU,={t € ker¥; / ||t|| > n }, n> 0, on a D1F,, C F, et {F,},>0 est
une filtration décroissante qui donne une suite spectrale convergeant vers H*Ker.
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Le terme E! de cette suite spectrale est H*kerWU, lorsque dyy = 0. Et dans ce dernier
cas, KerW; est acyclique. En effet la suite des [x,v] — py(z#v) est inerte dans
T(V @ X;) et par conséquent la projection T(V @& X;) — T(X1) © T'(V) induit un
isomorphisme en cohomologie. Dou le lemme.

Nous construisons maintenant un modele libre de T(Ve X1 & X1 #V)QT(V), D1®
dy).

Nous convenons, pour éviter toute confusion, de désigner par #’ 'opération # issue
du produit tensoriel.

Considérons I'algebre tensorielle My = (T(VO V' © X1 © Xqi#V OVH#V © Xqi#'V @
(Xi#V)#'V. D1)

ou la différentielle Dy est Dy sur T(V & V' & X7 @ Xq#V), et

Di(z#'y) = [z,y] = (Dia#'y + (=1)"a#'Diy).

Soit Uy : My — (T(V® X, ® X1 #V)®T(V), Dy @dy) le morphisme d’algebres
défini par Uy (v) = U1(v') = 1@ v Vv € V;

\IJ 1(x) =2r®1 Ve e Xy;

Uy (z#v) = (2#v) @ 1;

(y#’ )=0Yv eV, Vy eV P X, X #V. 1l est facile de voir que \111 commute
aux différentielles. En reprenant exactement la démonstration du lemme 2-3, on
montre que ¥ est un quasi-isomorphisme et donc que M; est un modele libre de
(T(Ve Xio Xai#V)T(V), Dy @dy).

Soit M la sous-algebre différentielle de M, définie par
Mi=TVaVeX &Xi#VaeV#V e X\ #V), D).

2-4 LeranNle .
Il existe py : My — (T(V & X1 @ Xa#V), D1) qui est l'identité sur X1#V, uy sur
V#'V et qui identifie les deux copies de V.

Démonstration. Il nous faut construire puy sur X;#'V. 1l suffit pour cela de poser
i (x#'v) = v, Yo € V,Vz € X;. Et 3 commute aux différentielles.

Supposons que pour tout ¢ < p on ait construit les objets suivants.

Une algebre de cochaines (T'(X;) © T'(V), D) = B;, un modele libre T; de B;, un
modele libre M; de T; ® (T'(V'),dy) et un morphisme différentiel

pi : M; — T; qui prolonge j;_1 ot M; est une sous-algébre différentielle de M.
Nous construisons ces objects pour p + 1.

Comme dans le cas i = 1, on pose T'(Xp41) © T (V) =T(V & Xp1)/J ot J est
l'idéal engendré par la suite inerte formées des éléments [z, v] — p,(Dx#'v) pour
x € Xpy1 et v € V. Plus précisément, le produit® de T'(X,41) © T'(V) s’écrit :
V’Ul,’Ug < V, VSQﬂl, Siﬂg e X

(501 ®1)© (s ®1) = sP1- 59 ® 1.
1) (1®v) = 1®u - v,
(shh®@1) o (1®v) = s ®@u
1@v)o (s ®1) = <_1)|¢1||v1|+|111|8w1 ® vy + (_1)|¢1||U1|+|U1|\ij(,up(w1#rul)).

La différentielle D sur T'(X,41) © T'(V) est la différentielle quotient.
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Modele libre de T'(X,11) © T(V).
Posons Ty = T(VE X1 ® X, 1#V), ot V# X1 = s (sXp11 ®@sV), on y définit
une dérivation D, de degré 1 a savoir :
Dpiiv=dyv YveV.
Dp+133' = Dz Vo € Xp+1.
Dyz#v = [2,0] — pp(Dx#'v) — (=)l (agtdyv) Yo € V.Vz € X,11. En
reprenant la démonstration du lemme 2-2, on montre que Dg 41 =0.
Soit le morphisme d’algebres de cochaines
Vi1 : (T(V & Xpt1 @ Xp1#V), Dpy1) — (T(Xp1) ©T(V), D) défini par
Vv e V,Vx € Xp41.
Uyt (v) = 1®v
Upia(r) = z@1
U, (z#v) = 0.
Il n’est pas difficile de voir que ¥,; commute aux différentielles. En reprenant la
démonstration du lemme 2-3 on montre que ¥, est un quasi-isomorphisme.

Construction de M, 1, Mp;1, et 1.

Avec les notations adoptées plus haut, posons M, = (T(VeV e X d
Xpni#V ® VHV & Xpi#'V & (Xt #V)#V, Dyi)
ou la différentielle D)1y est Dyyq sur T(V @ V' @ Xy @ Xp1#V), et
Dy (z#'y) = [2,y] = (Dppa#'y + (=1)*a#' Dp1ay).

Soit Upiq : Mppn — (T(VE X1 @ Xp1#V)RT(V), Dpy1 ®dy) le morphisme
d’algebres défini par U, (v) =0, (v)=10vYveV;
\ypﬂ(:c) =r®1Vee Xy
Uy (e#tv) = (a#0) @ 1; )
\ffpﬂ(y#"u) =0V eV, Vy e Vo X, ®X,#V. 1l est facile de voir que ¥4
commute aux différentielles.
En reprenant exactement la démonstration du lemme 2-3, on montre que \ifpﬂ est
un quasi-isomorphisme et donc que Mp+1 est un modele libre de (T(V & X411 @

Xy #V) @ T(V), Dy @ dy).

Soit Mpﬂ la sous-algebre différentielle de M, définie par
Mypy = (T(VEV' @ Xpp1 @ Xpni#V OVHV @& X, 1 #'V), Dy).

2-5 Lemme .

1l existe fipy1 : Myy1 — (T(V @ Xp11 @ Xp1#V), Dpy1) qui prolonge .
Démonstration. 11 nous faut construire g1 sur X,1#'V. Il suffit pour cela de
poser fi,41(x#'v) = x#v,Yv € V,Va € X, 1. Et ppy1 commute aux différentielles.

Nous venons ainsi de construire une algebre de cochaines (T'(X) ® T'(V'), D) ou
T(X)oT(V) =2 T(V)®T(X) en tant qu’espaces vectoriels gradués et telle que
I'inclusion i : (k& X|®@ T'(V),D) — (T'(V) ® T(X), D) soit un morphisme de
T'(V)-modules différentiels a droite.

2-6 Lemme .
Le morphisme de T'(V')-modules a droite I : T(X) @ T(V) — T(X) © T(V) défini
par I'(zr ® 1) = x ® 1 est un isomorphisme.



284 B. Ndombol

Il est évident que le morphisme de T'(V')-modules a droite
U (T(X)OT(V),D) — (T(V)/T>™(V),d) défini par ¥(r ® 1) = 0 commute aux
différentielles.
Posons A = ([k® X]| @ T'(V), D) et considérons le diagramme commutatif suivant

dans la catégorie des T'(V')-modules différentiels a droite.

A 1d A

(T(X)©T(V), D) —=(T(V)/T>"(V),d)

N4

Comme F} est un quasi-isomorphisme surjectif, d’apres le lemme de reléevement,
il existe un momorphisme de T(V)-modules différentiels a droite
P:(T(X)oT(V),D) — A faisant commuter le diagramme ci-dessus. On a alors
P(syp ®1) = sy @1, pour ¢ € V&L,

La structure de T'(V')-module a gauche est alors définie par :
v.(sp®1)=Pv®1osp®1).
Remarquons tout de suite que v.(sy ® 1) = P(o® 1 ® st ® 1) € kerFy.

D - Résolution quasi-libre de (7'(V)/T>"(V),d) comme T(V)-bimodule
différentiel.

L’essentiel de la construction qui suit se trouve dans [3](section 1 p. 947). Considérons
le T(V)-bimodule libre (T'(V) ® [k @ sV] @ T (V) sur lequel on définit une dérivation
de degré 1 d; de la maniere suivante : Vo € V di(v®1®1) = dv®1®1;d; (1@1Qv) =
Il@dvetdi(l®sv®1)=1v101-1®1®0v— S(dv) ou

S:THV) — T(V' &V’ @& sV)

est la (j’-j”)-dérivation de degré 1 qui prolonge I'isomorphisme de V' — sV qui
envoie v sur sv ou V' et V" sont deux copies de V et ou jet j” sont les inclusions
de T(V) dans T (V' @ V" @ sV') définies par j'(v) = v’ et j7(v) = v".

Le morphisme de T(V)-bimodules différentiels

H: (T(V)@kosVIoT(V),d) — (T(V),d)

défini par Hy(1 ® sv ® 1) = 0 est un quasi-isomorphisme surjectif ([3], lemme 1-1).
Le produit tensoriel (T'(V)® k@ sV]@T (V) @7rq) [k X]@T(V), d @7y D) donne
une résolution quasi-libre de (T'(V)/T>"(V')) comme T'(V')-bimodule différentiel.
Pour le voir il suffit de se rappeler qu’on a un quasi-isomorphisme Fy : [k &
X|@T(V) — T(V)/T>"(V) qui est en fait un morphisme de T'(V)-bimodules
différentiels et que H est un quasi-isomorphisme. Comme (T'(V) ® [k @ sV] @ T(V)
est T'(V)- libre a droite,

Hy @roy Fa - (TV)@ k@ sV]@T(V) @y [k© X]@T(V) — T(V) @1
(T'(V)/T>™(V) est encore un  quasi-isomorphisme et de  plus
(V) @ray (T(V)/T="(V) =TV)/T7"(V).

Explicitement, on a le T'(V)-bimodule (T (V) @ [k ® sV & sV @ sV @ sV @
T(V) et un morphisme de T(V)-bimodules différentiels

FA(TWV)@kosV@sVo @ sV sV T (V),d,) — (T(V)/T>"(V),d)
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qui est un quasi-isomorphisme surjectif; on a en fait F(1®sv®1) = F(lesU®1) =
F(l1®sv®sU®1) =0 pour tout v € V et pour tout U € V&1,

La différentielle d,, s’écrit de la maniere suivante : pour v € V et ¢ € V&l
1):d,(1®sv®1) =111 -101®v— S(dyv)
(2):dn(1@s®1) =101 ¢ —1® wy (dvi)).
Posons dyv = 3,0, ® ... ®v;,. On a
3):d(1®sv@sYv@1)=vRsp @1 — (=D @sp@uv+ (vel) (Y1)
— ()P @sv @ Dsp + ;1 ® 505, @ [(Viy @ ... @, @1) - (59 ® 1)]
+ 2 Zf;% €jViy & . @ V) & SV & [(Uij+1 ® ... QU ® 1)- (s ®1)]
+3 (v @ . @y, ) @ sv;, R SY R 1

oil € = (_1)|'Ui1|+----+|'ui]-_1|

3 Démonstration duth éoreme

Posons n = max(IMcat,(A),rMcat,(A)). Il existe alors un morphisme de T'(V)-
modules différentiels a droite
ra: k@ X|@T(V)—T(V), tel que rg(1®1) =1
et un morphisme de 7'(V)-modules différentiels & gauche
rg : T(V)® [k & X] — T(V) tel que r,(1) = 1. Ceci donne un morphisme de
T'(V)-bimodules différentiels
rg®@rq: T(V)@ke X|@ke X]@T(V) — T(V)RT(V) qui vérifie r, @r4(1) = 1
et qui se releve en un morphisme de T(V)-bimodules différentiels
R:TV)oke Xk X]|T(V) — M(T(V)®T(V)). En composant avec f,
on a un morphisme de T(V)-bimodules différentiels :
poR:T(V)@[kd X|®[kd X]@T(V)— T(V) qui vérifie po R(1) = 1.
Observons qu’il n’y a pas de morphisme de T'(V)-bimodules différentiels de source
TV)@kdsVaXasVX]|T(V)etdebut T(V)@ kb X| @[k X]|RT (V).
En effet §'il en existait un et si v est un cycle dans T'(V), v®1® 1 - 1® 1 ® v qui
serait alors I'image de d,,sv n’est pas un bord dans T(V) @ [k @ X|®@ [k X]@T(V).
Si on a une application linéaire
G:TV)@kdsVaXasVX|T(V) —T(V)keX|®kd X]|T(V)
commutant aux différentielles, T(V)-bilinéaire sur T'(V) @ [X @& sV @ X] @ T(V) et
s’annulant sur 7'(V) @ sV @ T'(V'), en prenant r = g o Ro G, on aurait la rétraction
cherchée.

Construction de G.

Ecrivons T(V) @[k X|@ [k X|QT(V) =T(V)@[ko X' o X" X' X7 QT (V)
ou X’ et X7 sont deux copies de X. Rappelons qu’on a un quasi-isomorphisme
surjectif
FooF;: TV)@koX o X o X' 0 X"|@T(V) — T(V)/T>"(V)T(V)/T>"(V)
avec F, obtenu de maniere analogue a Fj en construisant une résolution de
T(V)/T>"(V) comme T'(V)-bimodule différentiel a gauche.

On pose pour tout z,y € T(V);G(zr®1®y) =10 1® zy; et pour tout v € V,
Gl®sv®l)=0.

On prolonge G de la maniere suivante : Vo, y € T'(V),G(x ® sv ® y) = 0. Ensuite,
pour tout 1 € V" on pose G(1®@ sy ® 1) =1® s @ 1.
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On prolonge G sur T'(V) @ X @ T'(V) par T'(V)-bilinéarité.

Soient v € V et ¢ € VO de degrés minimaux ;

mad,(1svRsp1) =051 —(v®1) - (sh®1) — (=) ® sv @1 de
sorte que

Gd,(1®sv@sp 1) =v@s¢” @1 —-G((v@ 1) (sp ®1))

est un cycle dans KerF, ® F; qui est acyclique. Il existe 3 € KerF, ® Iy tel que
G(d,(1®sv®sp®1)) = DS ; on pose alors G(1® sv® s ®1) = (3 et on prolonge G
sur T(V)® [sV® X]@T(V) par T'(V)-bilinéarité ; et G commute aux différentielles.
Supposons qu’on ait construit G sur 1 ® sv ® st ® 1 pour | v | + | st |< m tel que
G commute aux différentielles et G(1® sv ® s ® 1) € KerF, ® Fy .

Considérons 1 ® sv ® sy @ 1 tel que | v | + | s¢ |=m. On a

G(d,(1®s50@s59p®@1)) =v@sY”@1-G((v@1)- (s ®1)) = (-1)"1@sv@ D,s1h®1))
+3,GA1 @ s, @ [(Viy @ ... @y, ® 1) - (s @ 1)])

+ 326G, ® Qi ® 50, @ [(Viy,, ® .o @ U, ® 1) - (59 ® 1))

+ 316G (vy @ oo @ vy _) @ sv;, @ sY R 1).

Comme G commute aux différentielles, ce terme est un cycle. Par 'hypothese de
récurrence, G(d,(1 @ sv @ s ® 1)) € KerF, ® Fy. 1l existe alors 5 € Kery tel que
Gd,(1®sv®syp ®1)) = Dg.

On pose G(1®sv®sp®@1) = 3; et G commute donc aux différentielles. On prolonge
Gsur T(V) ® [sV ® X]| @ T'(V) par T(V)-bilinéarité.

Considérons enfin le morphisme de 7'(V')-bimodules différentiels
r:T(V)@kosVeXasVe X @T(V)— T(V) défini par :
rlelel)=1YveVet

Vip e VOt r(1@sv®1) = 0;

rl®sp®1)=poRoG(1® sy ® 1);

r(l®sv®sp®1)=po RoG(1Rsv® sy ®1).

Il est facile de se convaincre que r commute aux différentielles.

On vient ainsi de montrer que

biMcat,(A) <max(IMcaty(A),rMcat,(A)). Puisqu’on a toujours

Acaty(A) = biMcat,(A) > max(IMcat,(A), rMcat,(A)),

I’égalité en découle.

3-1 Remarque.

Si de plus il existe un isomorphisme d’algebres différentielles :f : A — A on a
alors [Mcat, = rMecat,. Dans ce cas on a la suite d’égalités

Acaty(A) = biMcat,(A) = IMcat,(A) = rMcat,(A).

3-2 Corollaire.

Soit X un espace topologique simplement connexe ayant le type d’homotopie d’un
c.w. complexe de type fini. Alors

Acaty(X) = IMcat,(X) = rMcat,(X)
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Démonstration.
I1 nous suffit de montrer que 'algebre C*(X : k) des cochaines normalisées de X est
quasi-commutative et qu’elle est isomorphe a son opposée. En effet, notons

AN X —XxX
la diagonale usuelle et
EZ:C"(X xX) — C*"X) ® C*(X)

le quasi-isomorphisme d’Eilenberg-Zilber. Notons (7'(V'), d) le modele libre minimal
de C*(X) et M(T'(V)®T(V)) celuide T(V) @ T(V); on a le diagramme :

O (X) @ C*(X) <EZ— o7 (x x X) S o+ (x)

(
o] £

M(T(V)e@T(V)) V)

“w

dans lequel ¥, EZ et ¢ sont des quasi-isomorphismes.

En appliquant deux fois le lemme de relevement, on a un morphisme d’algebres

de cochaines p : M(T(V) ® T(V)) — T(V) qui rend le diagramme ci-dessus
commutatif & homotopie pres et qui prolonge la codiagonale 57 : T(VaV) — T'(V).
Ce qui montre que C*(X) est quasi-commutative.
La suite de la preuve donne les détails d’une idée de [7](p 141).Notons C*(X)
I’algebre des cochaines de X construite a partir des simplexes standards A\, ou A\, est
I’enveloppe convexe des n+1 sommets ordonnés eg, e, ....., ,. Considérons en outre
I'algebre C""(X) des cochaines de X construite & partir des simplexes standards
Al ou Al est I'enveloppe convexe des n + 1 sommets ordonnés eg, €], ....., e, et
el = e,_;. Comme A\, et /A sont homéomorphes, les algebres C*(X) et C""(X) sont
isomorphes; cet isomorphisme envoie bijectivement les cochaines dégénérées sur les
cochaines dégénérées. Par conséquent C*(X) est isomorphe a C”*(X) ot C"*(X) est
I’algebre des cochaines normalisées de X construite a partir des A7, En revenant a
la définition du cup produit, on réalise que C"*(X) est exactement (C*(X))°?. On
applique alors le théoreme ci-dessus et la remarque 3-1.
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