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MODELES CANONIQUES PLONGES I

Dedie au Professeur Heisuke Hironaka pour son 60e anniversaire

BY GERARD GONZALEZ-SPRINBERG ET MONIQUE LEJEUNE-JALABERT

Como una figura de tarot, algo que tiene que resolverse, un poliedro donde
cada arista y cada cara tiene su sentido inmediato, el falso, hasta integrar el
sentido mediato...

Rayuela J. Cortazar

1. Introduction

Soit S une variete algebrique de dimension d avec un point singulier isole
O, definie sur un corps de base k algebriquement clos de caracteristique nulle.

Une desingularisation de S est un morphisme propre birationnel π: S-+S,
isomorphisme en dehors de π~\0\ avec S une variete lisse. Etant donne un
plongement de S dans une variete lisse V de dimension d-\-l, on appelle desin-
gularisation plongee de Sc+V un morphisme propre birationnel π: V-+V, iso-
morphisme en dehors de π~\0\ oύ V est lisse, la restriction de π a la trans-
formee stricte S de S est une desingularisation de S, et π~\S) est un diviseur
a croisements normaux. L'existence de desingularisations (resp. de desingulari-
sations plongees) a ete demontree par H. Hironaka.

Les resultats classiques sur la structure des morphismes birationnels des
surfaces lisses et sur les diviseurs de premiere espece (lemme de Castelnuovo)
ont permis de demontrer Γexistence d'une desingularisation minimum pour les
surfaces.

Par ailleurs, il existe une desingularisation plongee standard pour les courbes
planes, obtenue par des eclatements de points.

La realite est loin d'etre aussi simple en dimension plus grande, en ce qui
concerne Γunicite de desingularisations (plongees ou non) ayant des proprietes
de minimalite, ou de constructibilite standard.

On doit se resigner a la "proliferation" de desingularisations plongees de
surfaces et a la non unicite d'une desinglarisation minimale des varietes de
dimension trois.

Dans la theorie birationnelle des varietes de dimension trois developpee prin-
cipalement par S. Mori [M], on a ete amene a considerer des varietes ayant des
singularites appelees canoniques (etudiees par M. Reid) qui generalisent les
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points doubles rationnels des surfaces. Les varietes considerees dans cette
theorie qui n'ont que des singularites canoniques sont appelees modeles cano-
niques.

Dans ce travail, nous considerons des modeles canoniques plonges de surfaces
dans un espace ambiant de dimension trois qui admet des singularites canoniques.

Plus precisement, nous utilisons une structure supplementaire, celle des
varietes toriques, qui permet pour une classe nombreuse d'hypersurfaces (a savoir
les hypersurfaces non degenerees pour leur polyedre de Newton) Γobtention de
desingularisations plongees en utilisant les eventails (methode due a Hovansky
et Varchenko).

On fait d'abord une traduction de la premiere partie de cette methode en
termes d'un eclatement normalise equivariant, appele eclatement de Newton. En-
suite, on construit un modele canonique plonge dans une variete torique n'ayant
que des singularites canoniques, tel que la surface n'a que des singularites de
type An (qui sont les seules singularites toriques canoniques de surfaces). Ce
modele canonique plonge ainsi construit possede des proprietes de minimalite
parmi les modeles obtenus a partir de Γeclatement de Newton.

Dans le §2, on fait des rappels et on donne des resultats preliminaires sur
les eventails, les eclatements equivariants et les singularites canoniques toriques.

La description detaillee d'un exemple est fait au § 3.
La construction des modeles canoniques plonges des surfaces hypersurfaces

non degenerees pour leur polyedre de Newton, Γetude des singularites de Γespace
ambiant et de la transformee stricte de la surface, et les proprietes de trans-
versalite constituent le § 4. Certains de ces resultats sont facilement generali-
sables en dimension superieure a trois. Nous nous sommes bornes a la dimen-
sion trois car les enonces sont plus precis et plus simples.

2. Rappels et resultats preliminaires

2.1.—Nous rappelons d'abord, en dimension quelconque, les notations et les
definitions de base concernant les plongements toriques et les eventails. La
theorie est developpee par exemple dans [T-E], [0 1], [O 2], [D] auxquels
on pourra se reporter pour plus de details.

Soit L un Z-module libre de rang d. On designe par cone convexe rationnel
polyedral ou plus simplement cone tout sous-ensemble C de LR—L§§R tel qu'il

z
existe une famille finie υit l<i<p, d'elements de L telle que:

C={
I Z I

On dit que C est regulier s'il peut etre engendre par une partie d'une base de
L. La dimension du 72-esρace vectoriel engendre par C sera appelee la dimen-
sion de C.

Soit L*=Hom^(L, Z) le dual de L. C'est un Z-module libre et L£=L*®β
z
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s'identifie naturellement a HomΛ(LΛ, R). Un hyperplan d'appui a C est Γensem-
ble des zeros dans LR d'une forme lineaire /eL* telle que /ic^O. Une face F
de C est Γintersection de C avec un hyperplan d'appui; c'est un cone. On dit
que c^F est dans Γinterieur de F si c n'appartient a aucune face stricte de F.

Soient M et N deux Z-modules libres de rang d duaux Γun de Γautre.
Un cone σ de NR determine un cone a (resp. un sous-espace vectoriel σ1) de
MR en posant σ (resp. tf1)— {m<=MR\m\σ^ (resp. =0)}.

La correspondance o ̂ α1 etablit une bijection des cones de NR dans ceux de
MR puisque σ={n^NR\n\^0}.

Soit k un corps, k* son groupe multiplicatif . T:— Homz(M, k*)~N®k* est

un tore algebrique sur k de dimension d.
M s'identifie aux caracteres de T en faisant correspondre a raeM le carac-

tere %m : T-»fe*, φ^φ(m). On a canoniquement Γ(T, (5Γ)=fe[M] Γalgebre du
groupe M sur le corps &. N s'identifie aux sous-groupes a un parametre de T
en faisant correspondre a n<^N, λn: k*-*T defini par:

λn(t}(m)=ϊm'n\ tϊΞk*, 77ZGΞM.

Etant donne un tore algebrique sur k, une variete torique V est une variete
algebrique contenant T comme ouvert de Zariski dense et munie d'une action
de T, TxV-*V, prolongeant TxT-»T. Toutes les varietes toriques que nous
considererons dans la suite seront normales. Soit σ un cone fortement convexe
de NR, i.e. ne contenant pas de sous-espace vectoriel ^(0) de NR. σ est alors
un cone de dimension d de MR, σΓ\M est un sous semi-groupe de M et Vσ =
Spec&[σπM] est une variete torique affine normale sur laquelle le tore obtenu
precedemment a partir de (M, N) agit. Vσ est non singuliere si et seulement
si σ est regulier. On sait que si n<=N, n est dans a si et seulement si

En effet Γ existence de cette limite equivaut a la possibilite de factoriser par
le morphisme compose:

-> k[t, r1]

Or il en est ainsi si et seulement si <m, n>^0, Vme^πM. Ceci montre qu'alors
est donne par le morphisme:

1 si <m, n>=0

0 si <w, w»0 .

II en resulte alors facilement que si HI et n2 appartiennent a Γinterieur d'une
meme face de σ, ^nι(0)=^n2(0) et que dans toute orbite de Vσ, il existe un uni-
que point de la forme /U(0). La correspondance qui, a une face τ de σ associe
Γ orbite Oτ de /U(0), n etant un point quelconque de N choisi dans Γinterieur de
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cette face, est done une bijection de Γ ensemble des faces de a dans celui des
orbites de T dans Vσ. On a: dimτ+dim Oτ=d et ΓιCτ2 si et seulement si OΓ2

est contenue dans Γadherence de 0Tl.

2.2. — On considere maintenant une face τ de dimension d—1 de σ. On va
montrer que Vσ s'identifie au voisinage de Oτ au produit de Oτ par une variete
torique affine.

Notations.— Soit Uτ= U Oτ>. C'est la reunion des orbites de T dans Fσ qui
r'Cr

contiennent OΓ dans leur adherence.
Soit Eτ le sous /2-esρace vector iel de NR engendre par τ. Nτ:—Nr\Eτ est

un Z-module libre de rang d—1. La suite:

0 — >Nτ—>N — > N/Nτ — > 0

est exacte et scindee car N/Nτ etant sans torsion est un Z-module libre. Soit
N*=Homz(N, Z) (egal a M), Ar*=Homz(Wr, Z). La projection canonique
π: N*-*N* definie par π(m)=m\Nτ est done surjective et son noyau Ker π est
un Z-module libre de rang un. Dans le diagramme commutatif :

0 — > Ker π — > N* — > TV* — > 0

ψ

0 — ̂  (Ker π)Λ — > #ί — * 7V*β — > 0

les deux suites horizon tales sont exactes et scindees. On constate que τx =
Ker πR— (Ker π)Λ et que Ker π—τLΓ\M. Or τ etant une face de σ, il existe
raeM, m^O tel que m\σ^0 et τ— {we<7|<m, ny=0}. m appartient done a Kerπ.
Nous designerons par m0 le generateur de Ker π dont m est un multiple positif .
Ainsi

LEMMA 1.— ί/Γ=Spec £[#nM]ZTOO=Spec
Sf τr esί une face de τ,

E?z particulier,

Demonstration.— -Soit rx/ une face quelconque de 01. Pour montrer la pre-
miere egalite, il suffit de montrer que rx/Cr si et seulement si %m° ne s'annule
pas sur Oτ>. Or n etant quelconque dans Γinterieur de τ", il en est ainsi si et
seulement si XmoWn(0))^0 done encore <m0, ft>=0. Or r={nec;|<mo, n>=0}.

o est Γalgebre du semi-groupe engendre par #rW et — m0. Or
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et σΓ\Mc.τr\M, puisque rCσ. C'est done un sous semi-
groupe de τΓ\M. D'autre part, soit mefπM. Soit n ί f ••• , np^N des genera -
teurs de σ. Puisque m^σ et n^σ, alors <ra0, nt>^0. Si <m0, Wt>=0, alors
Hi^r, d'oύ <?n, τn>^0. Par suite, si <m, WtXO, on a <ra0, nt>^0. II existe
done un entier s positif tel que <w+sm0, nt>2^0, l^i^p, et m+sm0eσΠAf.

Soit / Γideal de fe[tfr\M] definissant ~Oτ<Ίίm^I si et seulement si:
Vnelnterieur r r, %mWn(0))=0 ou <ra, n»0. Mais pour rae#nM, les trois

conditions suivantes sont equivalentes :
i) Vnelnterieur τ', <m, n»0

ii) 3n(ΞΪnterieur τ', <m, n»0
iii) 3n(Er7,
Par suite, ^

L'anneau des functions regulieres sur Or<Γ\Uτ est le localise en Xm° de
^[r/J ΠσΓ\M] done Γalgebre du semi-groupe engendre par τ'LΓ\σΓ\M et — m0.
On verifie que c'est τrλ Γ\τΓ\M. Comme precedemment / etant Γideal de k[τΓ\M~]

definissant O^Γ\Uτ dans ί/Γ, ^[TnM]=/0/fe[T/J-nfnM].
LEMME 2. Sozϊ α wne section de π : A/"*— >ΛΓ*. Le diagramme commutatif

0 — >r1nM — > ^*=M ^=± TV* — >0

τ'LΓ\τΓ\M

possede les proprietes suivantes:
i) si

ii) α
iii) r /

iv) π

N*, Nτ determine un tore algebrique de dimension d — l. τ qui est un cone
f ortement convexe de (NT)R determine une variete torique affine vτ de dimension
d — l, τ' qui est une face de τ determine une orbite oτ< du tore dans vτ. L'inclu-
sion k[τLΓ\M^->k[τ^\M~] definit une retraction Uτ-^Oτ.

PROPOSITION. — a determine un Oτ-ιsomorphιsme equivariant -

Uτ — > OτXvT

zdentifiant Oτ'Γ\Uτ avec Oτχoτr.

Demonstration.— C'est une consequence immediate des lemmes 1 et 2 apres
avoir verifie que π(?nM)={weW*|mι r^O} et que π(τ'^
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2.3.— On appelle eventail une famille finie Σ de cones rationnels fortement
convexes de NR satisfaisant

(i) si τ est une face d'un cone σ^Σ, alors re Σ
(ii) si <TI, σ2^Σ, alors σ^σz est une face de <7j et de σ2.
Si τ est une face de <r, Γinclusion &[σp,M]c&[£πM] induit Γ identification

de Vτ avec un ouvert de Vσ On associe a un eventail Σ la variete algebrique
VΣ obtenue en recollant les Vσ, σ(ΞΣ, par les identifications precedentes. Une
subdivision de Σ est un eventail Σr tel que pour chaque σ'^Σ' il existe σ^Σ,
σ'dσ, et les supports \Σ\=\Jσ et \Σ'\— \J a' coincident.

σ<=Σ σ'^Σ

Si Σ' est une subdivision de Σ, il existe un morphisme propre birationnel
equivariant π:VΣ<-+VΣ induit par les inclusions &[σnM]c&[σ'ΠM] pour

La ./fare exceptionnelίe E de π est le lieu (reduit) dans V> ou π n'est pas
un isomorphisme.

PROPOSITION. — La fibre exceptionnelle E de π est la reunion des or bites Oσ>
de T dans VΣ > pour σ'^Σ' et σ'

En effet, π est equivariant, done E est reunion d'orbites de T dans VΣ .
Pour chaque σ'^Σ', notons π(σ') le cone de dimension minimum appartenant a
Σ tel que σ'dπ(σ'); π(σ'} est unique car s'il y en a deux, leur intersection
appartient a Σ et contient σ, done la dimension n'etait pas minimum. On a

Par suite, si dimσ'<dimπ(σf), alors άimOσ'>dimπ(Oσ ) et Oσ>dE, d'oύ

car π est propre. Si σ'φΣ, alors il existe une face τ' de σ' telle que

dimπCτO, d'oύ Oa'dO^dE.
Inversement, si Oa>C.Ey alors Oσ est contenue dans une composante irre-

ductible de E qui est adherence d'une orbite OΓ', d'ou Oσ>dOτ> et τ' est une
face de a' \ par suite dim τr(OT0<dim Oτ>, d'oύ dimr'<dim π(r') et σ'φΣ. m

Si / est un ideal monomial d'une variete torique afiftne Vσ, on a la descrip-
tion suivante de Γέcίatement normalise de Vσ de centre / en termes d'une sub-
division de Γeventail des faces de σ (note aussi σ par abus de notation). Soit
η un ideal du semi-groupe σΠM, i.e. ηdσΓΛM, tel que η+(σΓ\M)dr). Soit /—
^[77] Γ ideal (monomial) de k[_σΓ\M~\ associe a η.

Soit hη:σ->R definie par hη(n)—mm{(m, ny\m^η} /z, est continue et
lineaire par morceaux.

Soit Σ la subdivision la moins fine de σ telle que la restriction de h a
chaque cone de Σ soit lineaire. Le morphisme canonique π : VΣ— >Vσ est Γeclate-
ment normalise de Vσ de centre /.

Par exemple, on peut decrire de cette facon les eclatements des adherences
d'orbites. En particulier, voici la description des subdivisions correspondantes
aux eclatements de Γorigine ou d'un axe de k*, par les dessins (a) et (b) sui-
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vants, oύ on a represente Γintersection de Γeventail avec une sphere S2 centree
a Γorigine de R* (identifie avec NR en ayant choisi une base nlt nz, ns de N).

(fl)

Un autre exemple d'eclatement normalise que nous utiliserons dans la suite
est celui que Γon peut appeler έclatement de Newton', c'est une traduction, en
termes d'eclatements normalises equivariants d'eventails, d'une partie de la con-
struction utilisee pour desingulariser des hypersurfaces ([V], voir aussi [L] et
[O 3]). Soit σ un cone regulier de dimension maximum de MR et ε un sous-
ensemble de σΓ\M. On peut considerer ε comme les exposants d'une famille
de monόmes de &[σp\M]. On associe a ε Γideal η du semi-groupe σΓ\M engendre
par ε, i.e. η=ε+(σΓ\M). On appelle eclatement de Newton Γeclatement nor-
malise de centre Γideal k[_η~] de k[σΓ\M~\. En fait la function hη est deter-
minee par le bord 37 (polyedre de Newton) de Γenveloppe convexe de η dans
MRf car on a hη(n}—min«m, n

2.4.—On rappelle la definition des singularites canoniques et terminales ([R]).
Soit X une variete normale quasi-projective de dimension d, a)χ le bidual du faisceau
des d-differentielles de X, Kx un diviseur (de Weil) tel que ωx=Ox(Kx). Si
rKx est un diviseur de Cartier pour un entier r>0, on appelle indice de X un
tel r qui soit minimum. X a des singularites canoniques (resp. terminales), si X
est d'indice fini et si π: X-+X etant une desingularisation de X, on a rKx=
π*(rKx)+ΣalEτ, avec α i^0 (resp. avec αt>0), oύ {Et} est la famille des divi-
seurs irreductibles exceptionnels de π.

En dimension deux, les singularites canoniques sont les points doubles ra-
tionnels, et terminal implique lisse (Duval).

Une variete torique affine Vσ associee a un cone fortement convexe
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est d'indice r s'il existe meM et un entier r>0 tels que <m, n^)—r pour les
points primitifs n^N des faces de dimension un de σ, 1^2^s; et yα est
canonique (resp. terminale) si de plus on a <m, n>^r pour tout neσΠΛ^\{0}
(resp. si de plus <ra, n»r pour tout n<^σΓ\N\{0, nlf ••• , nβ}).

On dit qu'un cone c; est canonique (resp. terminal) si Vσ est canonique (resp.
terminal).

Les singularites toriques canoniques de surf aces sont celles de type An, i.e.
telles que la fibre exceptionnelle de la desingularisation minimale est une chaine
de courbes rationnelles lisses avec auto-intersections —2.

On dit qu'une subdivision Σ' d'un eventail Σ est canonique (resp. terminale)
si tout σ'(=Σ' est canonique (resp. terminal). Etant donne un cone fortement
convexe σ, on appelle subdivision canonique minimale celle induite par les faces
du bord de Γenveloppe convexe de σΠAΓ\{0}, que Γon notera Σc] chaque cone
de dimension positive de Σc est la reunion des demi-droites de NR d'origine 0
qui portent les points d'une face de ce bord.

3. Example

Soit S Γhypersurface de V=kz d'equation X2+Y*+Z*=Q. Le graphe dual
de la desingularisation minimale de S est EQ:

Chaque sommet represente une composante irreductible (courbe rationnelle
lisse) de la fibre exceptionnelle, et chaque arete un point d'intersection des
composantes correspondant aux extremites. Cette desingularisation est obtenue
par quatre eclatements de points et les indices indiquent Pordre d'apparition des
composantes; on obtient successivement des singularites de type A5, AB et AI.
Pour obtenir une desingularisation plongee a partir de cette desingularisation
de S il faut eclater la courbe dj. deux fois dans la variete ambiante de dimen-
sion trois [G]. On peut representer la variete ambiante obtenue par ces eclate-
ments par un eventail, car en ce cas ce sont des eclatements d'adherences
d'orbites du tore standard k*3.
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(3.1)

(Le diagramme est deforme mais respecte les alignements des sommets). Les
quatre eclatements de points donnent lieu a des subdivisions de type (a), les
deux derniers a celles de type (b) de 2.3. Les sommets sont: βι=(l, 0, 0), e2—
(0, 1, 0), *,=(0, 0, 1), Λl=(l, 1, 1), π,=(2, 2, 1), n,=(4, 3, 2), n4=(6, 4, 3), rc5=
(2, 1, 1), nβ=(3, 2, 2).

Cette desingularisation plongee de S est obtenue en suivant la methode de
Hironaka. Elle peut etre obtenue aussi par la methode de Hovansky et Var-
chenko.

Si on fait Γeclatement de Newton on obtient la subdivision Σm oύ le seul
sommet ajoute dans Γintersection avec la sphere est w4, car Γequation de S est
quasi-homogene de poids les coordonnees de n4.

Soient σι=<w4, e2, esy, σ^—^n^ e ί f esy, σ3=<n4, eίt ezy les trois cones de
dimension maximum de Σ%. Pour σ2 (resp. pour σB) il existe une seule sub-
division terminale minimale qui est en fait reguliere; c'est celle indiquee dans
(3.1). Mais pour σ^ il y a cinq subdivisions terminales minimales, qui sont
toutes regulieres:
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IV V

Ces cinq subdivisions regulieres de σl sont reliees par des flips symetriques
(ou flops, voir des references dans [M]), representes par le diagramme suivant:

ΊI V

III

La subdivision / de OΊ avec celles de σ2 et σ3 donnent Γeventaίl represente en
(3.1).

Toutes ces desingularisations plongees de E6 sont minimales car on ne peut
pas contracter un diviseur exceptionnel sans detruire la lissite de Γespace am-
biant, ou celle de la surface, ou les croisements normaux.

La variete obtenue par Γeclatement de Newton est canonique (ainsi que la
transformee stricte de la surface) et elle est dominee par les cinq desingularisa-
tions plongees minimales. C'est un modele canonique plonge au sens du para-
graphe suivant.

4. Modeles canoniques plonges

Soit M— Z* muni de sa base standard elt ez, eB. On identifie M avec son
dual N par la forme bilineaire standard <#*, ^>—δ^, l^/, y^3. Si J ::=<^i, ez, esy
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est le cone simplicial standard de Rs et par extension Γeventail associe, on a
V:—Vj=k*. Soit S une hypersurface de V, ayant en 0 une singularite isolee,
/= 2 crx

r^k[xl9 x2, Xs] une equation de S. La construction qui suit s'etend

au cadre formel ou analytique complexe. Soient ε(/):={r|c r=£θ} et Γ+(f)
Γenveloppe convexe de {r+jRj>0

8 |ree(/)}. Si a^N3, on designe par γ(a) la
face de Γ+(f) contenue dans Γhyperplan d'appui a Γ+(f) d'equation <r, α>=/ι(α).
Elle est compacte. Soient Σm la subdivision de Δ correspondant a Γeclatement
de Newton de centre Γ ideal /(/) associe a ε(/) (2.3), Σc la subdivision canoni-
que minimale de Σ%. Enfin, soit π: V=Vsc-*V.

On a la proposition suivante sur les singularites de Γespace ambiant V et
sur la fibre exceptionnelle du morphisme π :

PROPOSITION.— Soit E la fibre exceptionnelle de π. Si /(/) est m-primaire
ou ΠI=(Λ:I, Xz, Xs), £=π"1(0).

1) V n' a que des singularites canoniques.
Soient Oif z— 0, 1 la reunion des orbites de dimension i de T contenues dans

le lieu singulier Sing V de V.

Soit L une or bite de dimension un contenue dans Oίt VL I'ouvert affine de V reunion
des orbites qui contiennent L dans leur adherence. II exist e n^l et un isomorphisme
equivariant :

2) Soit D une composante irreductible de E. Sing Da O0. Si L est contenue
dans D et si DL designe la trace de D sur VL, Γ isomorphisme ci-dessus induit un
isomorphisme :

L est contenue dans au plus deux composantes irreducibles de E ayant le long de
L des plans tangents distincts.

Demonstration. — Tout d'abord, /(/) est m-primaire si et seulement si aucune
arete de ΣJI n'est contenue dans Γinterieur d'une face de dimension deux de Δ.
Σc possede alors la meme propriete et E=π~\O) (2.3).

Sing V est une reunion d'orbites de dimension zero ou un, puisque V est
normal.

L est associee a un cone de dimension deux τ de Σc, DL est Γadherence
d'une orbite de dimension deux associee a une arete a de τ. Nous avons con-
struit un isomorphisme equivariant: VL ^>LXvτ envoyant DL sur Lxoα (2.2).
τ est canonique, vτ est done un An (n^l), δα est Γadherence de Γune des deux
orbites de dimension un du tore dans vτ, done la droite affine.

Rappelons ([V]) qu'on dit que / est non-degeneree (relativement a son polye-
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dre de Newton) si pour toute face compacte γ de Γ+(/), le lieu singulier de la
surface d'equation :

ne rencontre pas le tore &*3 de k\
On va voir que cette hypothese est necessaire pour obtenir la transversalite

de la transformee stricte S de S dans V avec E.
On a le theoreme suivant sur les singularites de S et sur ses proprietes de

transversalite et de minimalite:

THEOREME. — On suppose que /(/) est m-primaire et que f est non degeneree.
Soit Oui la reunion des orbites de dimension un de T dans V contenues dans Sing V
et dont I 'image dans VΣm est de dimension un. On a les proprietes suivantes.

1) S n' a que des singularites canoniques, des An, et SingScOi^.
2) Soit O^EΓ\S. Alors 0 est contenu dans une ou deux composantes irre-

ductibles de E. El les sont non singulier es en O.
(a) Si Oφ Sing S, alors O^SingV" et π~1(S) est un diviseur a croisements

normaux en 0.
(b) Si OeSingS, alors O est un point non singulier de Sing F. Les com-

posantes irreductibles de E passant par O contiennent localement Sing V. S'il y
en a deux, Sing V est leur intersection et el les ont des plans tangents distinct s.
Soit D Γune d'elles.

Alors S inter sect e transversalement Sing V et D en O. Precisement, au voisi-
nage de O , SπSing V est schematiquement le poidt O avec sa structure reduite et
SΓ\D est une courbe non singulier e.

C et T designant respectivement le cone tangent ou Γespace tangent a Γespace
indique, on a:

3) V a la propriete de minimalite suivante si V est une variete tonque
n'ayant que des singularites canoniques telle que V^V'—^V^ji oύ les morphismes
sont propres et equivariants, alors V — V f .

On appelle Sc+V le modele canonique minimal plonge de
On explique d'abord le plan de la demonstration.
La fibre exceptionnelle E etant une reunion d'orbites, on regardera Γinter-

section de S avec chacune d'elles. Dans (i), on montre que S ne contient aucune
orbite de dimension 0. Les equations des intersections de S avec les autres
orbites sont determinees dans (ii). Dans (iii), d'une part on etudie les intersec-
tions de S avec les autres orbites, en utilisant (ii); d'autre part, on obtient la
transversalite de ces intersections en utilisant Γhypothese de non degenerescence.
On explique dans (iv) comment les resultats ci-dessus et ceux de la proposition
impliquent 1) et 2) de Γenonce du theoreme. Enfin dans (v), on demontre
Γassertion 3).
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Demonstration.— L'ideal /(/) etant m-primaire, E=π~1(0) est le reduit sous-
jacent au diviseur de Cartier E(f) de V tel que I(f)O?=Op(—E(f)\ En dehors
de E, S est non singuliere.

(i) S evite toutes les orbites de dimension zero de T dans V :
Soit O Γune d'elles et a le cone de dimension trois de Σc lui correspondant.

Si 0 etait dans S, on pourait construire un germe de courbe formelle h : ( k , Q )
->(Vσ, 0) tracee sur S, i.e. un &-morphisme local:

θ : k[_σπZ^=k\Vσ-] —> Otσ,Ό — » *[[*]]

se factorisant par Os,δ-
Soit h:=πσ°h: (kt 0)— >(F, 0). Ce serait un germe de courbe tracee sur 5.

On peut supposer qu'il n'est contenu dans aucun hyperplan de coordonnees. On
a alors Xi«h = Ui(t}ta\ l^z'^3 oύ w*(0)^0 et a^N. Soit β=(αι, α£, 08) et soit
reσΛZ3. Puisque 6^η=ttrί<r α>e; &[[£]], c'est que <r, α>^0, done que αe<τ.
D'autre part, A":— (xr)re^AZ3_0 est Γideal qui definit 0 dans Vσ. Comme Θ(K)
C(f)*[[ί]]> P°ur tout reσΠZ3, r^O, <r, α»0. α est done dans Γinterieur
de σ et a fortiori dans Γinterieur du cone de dimension minimum de Σm con-
tenant σ. γ(a) contient alors un seul point r0.

f(h(t))= Σ c rM
r ί< r α >=c r oM(0) rβί«α )mod(0Λ C α ) + 1

reε(/) ϋ

n'est pas identiquenient nulle.

(ii) II suffit done de determiner la trace de 5 sur les ouverts affines Uτ de
V9 τ parcourant Γensemble des cones de dimension deux de ΣC qui ne sont pas
des faces de Δ. Soient alt a2 les aretes d'un tel cone. γ(a) ne depend pas de
a choisi a Γinterieur de τ; nous designerons par γ(τ) cette face de Γ+(f). Elle
est compacte. On a :

Choisissons

En effet, fnZ3^{reZ3 |<r, flz>^0, ί=l, 2}. Si
ί=l, 2. Done r-r0ey^[fnZ3] et *r=*r°;t;r-r<>.

Soit /:= Σ crx
r~r<>. On a, dans *[fΓ\Z8], f=xr°f.

On a vu (2.2) que OΓ^Spec ^[τ^πZ8]. Soit ree(/); rer(τ) si et seulement
si, αeZ^o3 etant dans Γinterieur de τ, <r, α>— h(ά)— <r0, α>.

La projection ^[τnZ3]-^^^-1-/^^3] envoie done / sur /Γ:= Σ c r %
r ~ r o.

Puisque ^r0^0, Oτ n'est pas contenue dans la variete des zeros de / dans
UT. Or OτdE (2.3). / est done Γequation de la trace de § sur [7r, /r Γequation
de Γ intersection schematique de S avec Oτ.
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Soit Daι=Oa., * = 1, 2. C'est une composant irreductible de E si et seule-
ment si α t n'est pas une arete de Δ et alors γ(a^) est compacte. On a vu (2.2)
que Da.r\Ur=§pεc k[_a\Γ\τΓ\Z*~]. r(Ξγ(al) si et seulement si, <r, aly—h(al)=
<r0, aτy.

La projection &[τnZ3]-»£[αtΠτnZ3] envoie done / sur /α :— Σ c r*
r~ r°.

1 rercα*)

C'est Γequation de Γintersection schematique de S avec Dair\Uτ—Oτ\Jθai'
Or, le morphisme £*3-*Spec k[_aL

^Γ\Z^•=Oa,^ induit par Γinclusion k\_a\Γ\Z*~\
-»&[Z3] est la projection de &*3 sur son quotient par Γaction de &*, U, *>-^a*x.
L'intersection schematique de S avec Oα, est done isomorphe au quotient par
Γaction de &* ci-dessus, de la trace sur &*3 de la surface d'equation /?•(«,>

(iii) Soit 3 la dimension du plus petit cone σ de ΣJI contenant r, une face
exceptionnelle de dimension 2.

Si 3=3, Γinterieur de τ est inclus dans Γinterieur de σ. Par suite, γ(τ)
contient un seul element r0, done fτ=Cr0^Q, ce qui veut dire que S ne rencontre
pas Oτ. Puisque DaiΓMJT=OaίVθr, on a Sr\Da.r\Ur^Oai.

Si G^J, alors OaidE. Si OeSr\Oαί, F et D f l l sont non singuliers en O.
Mais la surface d'equation / rcαι) n'a pas de singularites dans ^*3 et elle est
stable par Γaction de ^*, (λ, x)^λaιx. L'intersection schematique de S avec Oα,
est done une courbe non singuliere. Par suite S est non singuliere en 0, trans-
verse a Oav i.e. π~\S) est un diviseur a croisements normaux dans V en 0.

Si δ=2, γ(τ) est une arete compacte de Γ+(f). Mais la surface d'equation
/r(r) n'a pas de singularites dans &*3. Elle est stable par Γaction de k*xk*
(λι, λz, x^λ^λ^x. Le morphisme &*3->Spec k[τλ Γ\Zz'}^=Oτ induit par Γinclu-
sion k[τLΓ\Z'ί~]-*k\_Z*~] est la projection de &*3 sur son quotient par cette action.
L'intersection schematique de S avec Oτ est done un ensemble fini de points
simples de Oτ (exactement la longueur de γ(τ\ le vecteur unitaire sur r1 etant
?n0 tel que k[τLΓ\Z^ = k[mQZ~\). Soit O un de ces points. Le morphisme
Ouτ,δ-*O0τ,δ envoie / sur un generateur u de Γideal maximal. On peut alors
identifier 00τ,δ le complete de O0τ,δ pour la topologie definie par son ideal
maximal a ^[[M]], Γanneau des series formelles en la variable u. Le Oτ-
isomorphisme: Uτ-*OτXvτ de 2.2 induit alors un isomorphisme:

oύ 0 est Γorbite fermee de vτ et " signifie le complete de Γanneau local con-
cerne, isomorphisme qui envoie / sur Σ hnu

n tel que hn(ΰ)=hn modίτtυ r ι 0=0 si
n&N

nφl, Λι(0)=l. Le theoreme de preparation de Weierstrass [B] permet de re-
ecrire, a une unite pres, cette serie sous la forme u— g oύ g<EmΌτ,0. 63,0 est
done isomorphe a 6Vτ,0Hu^/(u—g)=6Vτ,0. Puisque τ est canonique,^ S a en 0
une singularite de type An. (II se peut que τ soit regulier, V et 5 sont alors
non singuliers en O).

Examinons maintenant les proprietes d'incidence de S et Daι suppose con-
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tenu dans E. ^ Puisque §Γ\OT est non singulier en 0, a fortiori §Γ\Daι est non
singulier en 0. On a, de plus, (schematiquement) :

II suffit en effet de verifier que C^, dΓ\TD ^ est une droite. Or dans Cf,$=

T0τ,dXCVτ,0, Cs,d est defini par Γequation u— gmod trt?τ,0 et TDai^^T0τ,d X

Toα ro par un ideal de formes independantes de u.

Si τ est regulier, π~l(S) est encore un diviseur a croisements normaux dans
V en O.

(iv) La discussion precedente (iii) a montre que § n'a que des singularites
canoniques, des An, et que SingScOi^, d'oύ 1).

La premiere remarque de 2) resulte de la proposition precedente.
Demontrons 2) (a). Si 0 est un point singulier de V appartenant a S, alors

0 est dans le cas δ—2 discute en (iii). En effet, S evite les orbites de dimen-
sion 0, par (i), et on ne peut pas avoir δ=3, par (iii). Or, si δ=2, on a un
isomorphisme V=kxS au voisinage de 0, par (iii), et par suite O est un point
singulier de S. D'oύ Γimplication 0 £ Sing S^Oφ Sing V. La propriete des
croisements normaux est demontree dans (iii).

Finalement, les premieres assertions de 2) &) resultent immediatement de
de Γ inclusion SingScOi^, et de la description des singularites de Γespace
ambiant V donnee dans la proposition; les suivantes sont dans (iii),

(v) Par construction de Σc, si σ' est un cone convexe qui est egal a une
reunion de plusieurs cones σ^Σc, avec dimσ^dimo1 ', alors o' n'est pas cano-
nique. Par suite, si Σ' est une subdivision canonique de Σm qui admet Σc

comme subdivision, alors tout σf qui appartient a Σr appartient aussi a Σc, d'oύ
1'egalite Σ'=ΣC.

Remarques. — a) Les points 1) et 2) de la demonstration restent valables si
Σr est une subdivision canonique quelconque de Σ%. A Γexception de la pro-
priete de minimalite 3) le theoreme reste done valable pour S'c+VΣ', ou Sf est
la transformee stricte de S. S'^VΣ> est un modele canonique plonge de Sc+V.

b) Dans 2) b) Γhypothese de canonicite n'est utilisee que pour deduire que
S a des singularites canoniques. En particulier, la transformee stricte de S dans
VΣJI a des singularites toriques. (cf. [L] et [0 3], theoreme 6.1).

c) On a une caracterisation des orbites de V qui rencontrent la surfaces S :
en utilisant Γ expression de Γequation / de S (voir (ii) de la demonstration du
theoreme), on voit que Γorbίte Or associee a un cone τ de Γeventail canonique
ΣC rencontre S, si et seulement si

(i) la dimension de τ est au plus 2
(ii) la dimension du plus petit cone de Γeventail de Newton ΣJI contenant

τ, est au plus 2.
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Ces orbites sont done, celles qui ne se contractent pas en un point de VΣ^
L'ensemble des cones de Σc ayant les proprietes (i) et (ii) est un eventail. La
variete definie par cet eventail s'identifie naturellement a Γouvert de V obtenue
en lui enlevant toutes les orbites qui ne rencontrent pas S.
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