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Die Aufzidhlung der irreduziblen Darstellungen der Modulargruppen
SL(2, Z/(p™) wurde neulich von verschiedenen Autoren unternommen (Shalika
[4], Shintani [5], Tanaka [6, 7])®. Da es sich um kompakte Gruppen handelt,
sollte man um eine moglichst explizite Konstruktion bestrebt sein. In der
vorliegenden Arbeit wird in diesem Sinne eine Anwendung der Theorie der
sogenannten Kugelfunktionen der Klasse y zur Herleitung einer Reihe irre-
duzibler Darstellungen dieser Gruppen gegeben. Diese Reihe entspricht der
Hauptserie der klassischen Gruppen. Man kann die entsprechenden Kugel-
funktionen ganz explizit bestimmen, so wie es im 2. Teil dieser Arbeit ge-
schehen wird.

Im §1 berichten wir kurz iiber die Grundlinien der gruppentheoretischen
Behandlung der Kugelfunktionen, die wir dann in §§2, 3, 4 zur Gruppe
SL (2,Z,) der unimodularen Matrizen mit p-adischen ganzen Koeffizienten
anwenden.

§1. Unitire Darstellungen und Kugelfunktionen der Klasse y®.

Es sei gegeben eine lokal-kompakte unimodulare Gruppe G und eine kom-
pakte Untergruppe H von G. Wir bezeichnen mit dg bzw. dh die Volumen-
elemente der invarianten Masse auf G bzw. H; dazu wird noch dh als normiert

(d.h. j dh=1) vorausgesetzt. Es sei ferner y ein Charakter (eine unitire Dar-
H

stellung von der Dimension 1) von H. Wir bezeichnen mit A%(G; H) (oder
einfach A*) die Unteralgebra von LY(G) der Funktionen ¢, die die Gleichung

1) In einem Colloquium-Vortrag in Paris im April 1966 wurde zum grossten Teil
tber diese Arbeit berichtet.

2) Fiur die fritheren Arbeiten, vgl. z. B. Tanaka [6], insbesondere II.

3) Fir die Theorie der Kugelfunktionen der Klasse y, vgl. Godement [2, 3] oder
Tommasini @] Fir die allgemeinen Begriffe und Bezeichnungen aus der Darstellungs-

theorie wird der Leser auf Dixmier m verwiesen.
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@) @(hgh’) = y(Me(g)y (')

fur alle &, i’ € H erfiillen (die Multiplikation in L*(G) ist durch die Faltung

definiert : go*gb(x):j~ e(MNP(y1x)dy, fir ¢, ¢ e LY(G). Grundlegend fiar die
G

folgenden Betrachtungen ist die Voraussetzung, dass A* kommutativ ist.

DEFINITION 1. Eine unitidre Darstellung g—T(g) von G ist als eine Dar-
stellung der Klasse y (in bezug auf H) bezeichnet, wenn es im Raum dieser
Darstellung Vektoren x + 0 gibt, die die Bedingung

@ T(hyx=y(h)x, fir alle he H,

erfiillen. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Vektoren T(g)x, g G, den
ganzen Raum erzeugen (d.h. x ist ein zyklischer Vektor fiir die Darstellung).
Ein Vektor x heisst ein y-Vektor, wenn x die Bedingung (2) erfillt.
Ist eine unitdre Darstellung (T, %) der Klasse y gegeben, so bezeichnen
wir mit 4%, den Unterraum der y-Vektoren in 4. Dann gilt:

3) xedH, & Thx=y(h)x fir alle he H &T@xxr==x,
wobei
@ @)= BTy

ist. Daraus folgt, dass die Operatoren

T@)=[ e(&)T(g)dg, mit pcA*,

durch 4, reduziert werden. Daher erhalten wir eine unitidre (d.h. T(®)
=T(p)* wenn ¢(g)=¢(g™?) ist) Darstellung der involutiven Algebra A% in 4(,.
Bekanntlich ist diese Darstellung irreduzibel, falls die gegebene Darstellung
von G irreduzibel ist (vgl. Godement [27).

SaTz 1. Eine unitdre Darstellung (T, 90) von G der Klasse y ist dann und
nur dann irreduzibel, wenn der Unterraum 4, aller y-Vektoren ein-dimensional
ist.

DErFINITION 2. Ist (T, %) eine irreduzible unitidre Darstellung von G der
Klasse y, und ist x ein normierter y-Vektor in 4, dann bezeichnet man die
Funktion

®) £(g)=(T(g)x|x

als Kugelfunktion der Klasse y dieser Darstellung.
Diese Funktion { ist positiv-definit, stetig und erfiillt die Bedingung :

(6) Clhgh’) = y(WZ(g)y(W),  fir alle b, ¥ e H.

Da der Unterraum 4/, ein-dimensional ist, ist, fiir alle ¢ & A%,
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T(p)x=a(p)x, mit a(p) = C.
Es ist a(p) = (alp)x|x) = (T(¢)x| x); somit ist

@ o=l = [ e(e)(e)iz

ein stetiger involutiver Homomorphismus von A* in C (d.h. ein Charakter von
der involutiven Banachalgebra A*). Daraus folgt bekanntlich, dass die Funk-
tion ¢ der folgenden Funktionalgleichung geniigt :

® [ ehghydh=te)e(g),  fur g,8'<G.

Umgekehrt werden die Kugelfunktionen der Klasse y durch diese Eigen-
schaften gekennzeichnet :

SATz 2. Geniigt eine stetige und positiv-definite Funktion { den beiden
Bedingungen (6), (8), dann ist { eine zu einer irreduziblen unitiren Darstellung
gehorige Kugelfunktion der Klasse y. Diese Darstellung ist durch { bis auf
eine unitire Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Fiir die Fouriertransformation der Klasse y

o8O =L@ =[ p(e)(e)dg (o An,

besteht bekanntlich (vgl. Godement [3]) ein Analogon der Plancherelschen
Formel: es existiert ein lokalkompakter Raum Z von Kugelfunktionen der
Klasse y mit einem positiven Radonschen Mass m derart, dass fiir jede
¢ € A* A LXG)

©) die Funktion ¢({) in bezug auf m quadrat-integrierbar ist, und

[ le@rrdg={ 16©12dm©)

ist. Ferner gilt auch die folgende Umkehrformel :

(10) o(g) = | SOT@dmQ)

fir jede ¢ in A* N\ L2(G).
Wir bezeichnen mit 4* den Unterraum von L2(G) der Funktionen f, die
die Bedingung
f(hg)=x(Wf(g),  fir alle heH,

erfillen. Die Darstellung g~ U(g), welche in %* durch die Formel:
(U(g)r)(gHh=,(g'g)

definiert wird, heisst die durch y induzierte Darstellung, und wird mit ind y
HTG
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bezeichnet. In Falle einer kompakten G, gilt dann der folgende

SATZ 3. Z(y) bezeichne die Menge der Kugelfunktionen der Klasse y. Fiir
& e Z(y) definiert f (|0 f die Projektion von L*G) auf einen irreduziblen
Unterraum ML) von I*. { ist selbst in M) enthalten. I* ist die direkte
Summe der Unterrdume ML), € € Z(y), die einander indquivalent sind.

Die Funktion E:(C]C)“;_C wird als kanonischer y-Vektor in ({) bezeich-

net. Die Zerlegung der Darstellung ind y ist also mit der Bestimmung aller
HTG

Kugelfunktionen der Klasse y (oder kanonischer y-Vektoren) gleichbedeutend.

§2. Einige Untergruppen der Gruppe SL (2, Z,).

Es sei p eine ungerade Primzahl. Wir bezeichnen mit Q,, Z, bzw. U, den
Korper der p-adischen Zahlen, den Ring der ganzen p-adischen Zahlen bzw.
die Gruppe der p-adischen Einheiten; ferner bezeichnen wir mit v,() den p-

Exponent. Wir betrachten die Gruppe K =S8L (2, Z,) der Matrizen (‘Cl Z), mit

a,b,c,deZ, und ad—bc=1. In der iiblichen p-adischen Topologie ist K eine
kompakte Gruppe. Wir bezeichnen mit K™ die Untergruppe von K der

Matrizen (g 3), die die Bedingung

¢)) a=d=1, b=c=0 mod p™,

erfiillen. K™ ist ein Normalteiler von K, und die Faktorgruppe K/K™ ist zur
Gruppe SL(Z, Z/(p™)), d.h. der homogenen Modulargruppe M,(»™) zur Stufe p™,
isomorph. In der p-adischen Topologie sind die Untergruppen K™ offen und
abgeschlossen, und bilden ein vollstindiges Umgebungssystem vom Einselement

e in K. Mit T™ bezeichnen wir die Untergruppe der Matrizen (‘Cl Z) mit
¢=0 mod p™, wihrend Y™ die der Matrizen (? 3) mid a=d=1, ¢c=0 mod p™

bezeichnet. U bezeichnet die Untergruppe der Diagonalmatrizen in K; der
Durchschnitt U K™ wird mit U™ bezeichnet; U™ ist also die Untergruppe

-1
der Diagonalmatrizen (g 2) mit ¥ =1 mod p™ Ferner bezeichnen wir mit

T bzw. Y die Untergruppen von K der Matrizen (8 2) bzw. (1) ID Dann
gilt offenbar

@ N K™= {e}, ATe=T,  AY*=Y.

mz1 mz1
HiLFSsSATZ 1. Jedes Element h von T ldsst sich eindeutig in der Form
3 h=yu, yeY, ueU

darstellen. Fiir m=1, gilt ferner:
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@ T =Y"U=UY", Y*\U=Um™

Beweis. Wenn (g 3) e T™, dann ist ¢ =c¢’p™, mit ¢/ € Z,; da ad—bc'p"=1,

ist ad=1 mod p™, und d ist eine Einheit. Hieraus ergibt sich die Zerlegung

a b\ _ rad b/d\s1/d 0
(c d) - (c’d;bm 1) (O d> )
HiLFssSATZ 2. Mit Z™ bezeichnen wir die Gesammtheit der Matrizen der

Form G ?) mit ¢=0 mod p™. Dann ldsst sich jedes Element h<T™ eindeutig

in der Form
h=yuz, ye¥Y, uelU, zZ™
darstellen.
Bewers. Die Eindeutigkeit der Zerlegung ist klar: T \Z™={e}. Fir

(Z Z) e T™, gilt, wegen ¢=0 mod p™, die folgende Zerlegung:

¢ D=6 D DG D

KOROLLAR. Es gelien die Zerlegungen :
Tm=TK™=K"T, Y™ =YK"=K"Y.

DEFINITION 1. Wir bezeichnen mit v einen festen quadratischen Nichtrest
mod p. Wir setzen :

®  hme=( O kime=C D hu=e=(s .

k_j_lze_,.:(ipj (1)) fiir j=1.

HiLrssaTz 3. Fiir m=1, bilden die Elemente k;, j= +1, +2, ---, +m, ein
vollstindiges Reprisentantensystem der zweiseitigen Nebenklassen von K mod T™.
Ferner bilden die Elemente kj, j= +1, 2, ---, ein vollstindiges Reprdsentanten-
system der zweiseitigen Nebenklassen von K mod T. Es gelten ferner die fol-
genden Beziehungen :

(6) Te T =T™e.T™ fiir alle m=1;
N Te;T=Tme,T™ fir 1<j1€m—1;
®) Tr=TU\ {Te;,T\UTe_,;T}.

jzm

KOROLLAR. Fir 1Zj<m—1, gilt
'©) Tme; T™\U Tme_;T™ =TI~ [T+ .

Zum Beweis zeigen wir zuerst :



p-adische Kugelfunktionen und unitdre Darstellungen 355

) (? 3>ET ec=0;

@ (¢ D eTeT ov,©=0, dh cel,;

c'd

b
i (G Z) e Te,Tov,()=j und c=c'p, ¢ €U, 7«):—1 Gz
In der Tat ist (i) die Definition der Untergruppe T. Es ist klar, dass

((‘Cl 2} € Te_.T=>ceU,; umgekehrt, sei c=U,; dann gilt:

(¢ D=G" D6 0@ “DeTer.

Es ist auch klar, dass (? Z) € Te.;T>v,(c)=j, u.s. w.; nehmen wir also

@i (¢ DYeTeT ov@=jund c=cp/, ¢ cl, (“F)=1Gz1

. sa b
an, dass, fir (c d)’
vy()=j, c=c'p? mit ¢/ €U,
ist ; dann gibt es eine Einheit ¢ mit der Eigenschaft

1 wenn (i:bd— =1,
cdt? =

es gilt dann

JE DG -

Somit sind die Behauptungen (i)-(iv) bewiesen.

Hieraus folgt unmittelbar, dass die Elemente &;, j = +1, +2, -.-, die Repri-
sentanten fiir die zweiseitigen Nebenklassen mod T sind.

Wir zeigen nun (6). Da TcCT™ ist, geniigt es zu zeigen, dass Te_. TDOT™e_T™

ist. Fir h= <Z 2) eT™ h= (g,/ 3:) e T™ hat man aber

€;

(2 wenn

c=c¢’=0 mod p™ und a, a’,d, d €U,;

*
*

fiir die Matrix he_h/ = (Za’——cc’ ), gilt also: da’—cc’ =U,; wegen (ii) ist
also he_h' = Te. T, w.z.b.w.
Nun zeigen wir (7). Wegen T C T™ und des Hilfssatzes 1, braucht man

nur zu zeigen, dass hejh’ e Te,;T ist, wenn h, e Y™ 1<j<m—1, ist. Fiir
a b
= (c d)’ h! = (c, d’) hat man aber
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a=a=d=d =1, c=c'=0 mod p™;

dann ist fir he;h’ = (?,/,/ Z::)

¢’ =ca’+da’'pi+dc’ = pIQ+c,p™ ), mit ¢, €Z,,
d" = cb’+db'pI++dd’' =1+d,p, mit d, € Z,;
daraus folgt, wegen (iii), dass he;n’ € Te,;T ist. Fiir <0, gilt ein dhnlicher
Beweis.
Die Zerlegung (8) ist klar aus (i), (iii) und (iv). Hieraus folgt dann un-
mittelbar, dass die Elemente k;, j= +1, +2, ..., m, ein vollstdndiges Repri-

sentantensystem fiir T™\K/T™ bilden.
HILFSSATZ 4. Fiir das invariante Integral auf K gelten die Formeln:

10),, j J®dk=_% My j . f Tl
10)es j J®de=_ 3 M, j - j fkksydh di,

wobei dk das normierte Mass auf K, d,h das von T™, dh das von T bezeichnen,
und

11 Mp =1/p™(p+1), M., = p/(p+1), My =M.;=(p—1)/2p""'(p+1)
fiir j=2.

BEWEIS. Zuerst wollen wir zeigen. Fir eine stetige Funktion f auf
K setzen wir

F(k) = j . f SRR dhdy b

dann ist F(k) auf T™k,T™ konstant, und, wegen der Invarianz der Massen,
‘fo(k)dkzij(k)dk; da also auch T™ offene Untergruppen von K sind, sind
die zweiseitigen Nebenklassen T™k,T™, 1< |j|< m, alle offen; wenn M(A) das
Mass von einer Menge A bezeichnet, gilt es deshalb
| J®dk =% Fe)M(T™,T™)
Um die Zahlen M(T™k;T™) fiir verschiedene j zu finden, kann man natiirlich
zur Faktorgruppe K/K™ iibergehen; so ergeben sich folgende Beziehungen:
M(T™ =[T™: K™]/[K: K"]=1/[K: T"]=1/p""(p+1);
12)  M(T7e; T™)+M(T™e- ; T™) = M(T)—M(T#*) = (p—1)/p’(p+1);
M(T"e T™)=1-M(T")— 3 (M(T"¢;,T™)+M(T"e_/T™)=p/(p+1) -

=j=m—1
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Der Automorphismus J: <g 2)—»(?}) b/ 2) lasst T™, T™e.T™ invariant,

wihrend er die Nebenklassen T™k;T™ und T™k_,T™ vertauscht. Daraus ergibt
sich, dass M(T™,;T™ = M(T™k_; T™=(p—1)/2p/(p-+1) ist. Die Formel [I0}, ergibt
sich dann aus den Formeln (6), (7) und [12)

§ 3. Die Algebra A*(K; T).

Ein Charakter y von T ist stets trivial auf Y, da Y die Kommutator-
untergruppe von T ist, und wird durch einen Charakter y der Diagonalgruppe
gegeben :

€)) x(yw) = y(u), fir yeY, uesU.

Der Charakter y von U ist seinerseits durch einen Charakter, den wir der
Einfachheit halber auch mit y bezeichnen, von der multiplikativen Gruppe U,
der p-adischen Einheiten gegeben. Bekanntlich gibt es dann eine positive
ganze Zahl n derart, dass y(u)=1 wenn u=1 mod p" ist, widhrend y(u)=+1
fiir mindestens eine Einheit # mit =1 mod p"! ist; wir sagen dann, der
Charakter sei mod p” definiert.

Im folgenden werden wir die unitdren Darstellungen und die Kugelfunk-
tionen der Klasse y von K in bezug auf T betrachten. Um die im §1 zitierten
Ergebnisse anzuwenden, zeigen wir, dass die Grundvoraussetzung der Kom-
mutativitit der Algebra A* erfillt ist.

SaTz 1. Die Algebra A*(XK; T) ist fiir alle Charakter y kommutativ.

BEwEis. A) Nehmen wir zuerst an, dass der Charakter y reell ist, d.h.
entweder der Einscharakter y(u)=1, oder der quadratische Restcharakter x(u)

= (—?) ist. Die Involution

@) bk, wobei kr=(¢ P)ist, fur k=(% D),

ldsst offenbar alle Elemente k; invariant, wihrend u*=wu"1 ist; da der Charak-
ter y reell ist, gilt aber y(u*)=y(u); daraus folgt, dass alle Funktionen ¢ in
A% durch die Involution £+ k* invariant sind. Fir ¢, ¢ in A* hat man also

(o * (k)= sto(kl‘l)sb(l Ydl = fKSD((l'*)‘lk*)sb(l*)dl

= [ JOEEENI= @+ = G o))

da dI*=dl und ([")*=(*)"? ist.
B) Sei nun y ein mod p” definierter komplexer Charakter. Ein Hilfssatz
ist erforderlich :
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HILFSSATZ 1. Sei y ein mod p™ definierter Charakter von U,. Dann gilt
. 1 fiir iz=zn,
© [ xtoph dv=]
Zp

0 firlsiZn—1.

BEwEls. Wenn man dieses Integral mit I bezeichnet, gilt fir 1=<i<n—1,
L= yA+O+ypmphdy= [ y@-+ypiad+yp™dy
Zy Zp

= x4y p* VI,

fir alle y €Z,, da n+(G@—1)=n ist. Weil y mod p" definiert ist, muss I1=0
sein. Es ist klar, dass [=1 flir i =n ist.

Kehren wir zum Beweis des Satzes zuriick. Wir zeigen zuerst, das fir
alle ¢ in A*

@ ple)=0
ist.
In der Tat gilt fir alle u e U,

ue.—=e_ul;
also ist

pue ) =p(e-u™), d.h. (Gu)—yu)e)=0.
Wir zeigen nun, dass die Beziehung
® @ * P(ky) = ¢ * p(ky)

fur alle j gilt, falls ¢, ¢ € A*, was natiirlich die Kommutativitit der Algebra
A* zur Folge hat. Da

Jk]___‘ k~]’ Jk_]:uvkﬂt;l, filr ];2,

1C D=6 ") wd w=0" ).

ist, diirfen wir dabei ;=2 annehmen. Wegen der Integralformel (2.10) und
wegen (3.4), hat man

mit

0% gle)= | ok d(ke;)dk

= X My J S pserthyghiehedhdhs,

wobei die Summation nur auf 1= +1, 42, ... lduft. Es gilt also

© 0% Pen= 3 Muupler| [ dlesyuesudp()du(w),
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wobei du(y) bzw. dv(u) die normierten invarianten Massen auf Y bzw. U
bezeichnen. Ganz analog folgt aus

¢ xple)= [ plengiesk)dk,

die Formel :
0 @ xple)= 3 Mo [ guepryeddp()dv).
% ]z1 YY U
Wie man leicht nachpriift®, hat man (fiir 7,7 =1)

(b yQAtyapH T (Atyap 0
(8) etiyueju = <0 1><apz+u2(l+yapz)p] 1+yapt)

und

o Adyapt 0 y(A+yap®
Q) ueu"rye, ;= (api+u2(1+yapi)pf (H‘y“pi)_l) <O 1) '
wobei

1 fur e¢,,
a:{

y fiir e_;
zu nehmen ist. Daher ist

ijUS/)(euyueju"l)d () dv(w)

_ (I+-yap?) 0
- zpdy fU;l(ap"Jruz(leraPi)j 1+yap’) du

14 yaph
- prdyj.Upgb <;p—i:’{6;£p)] 1+yap® ) du,

da das Mass durch die Transformation u > (1+yap?) -2y invariant ist. Es gibt
nun v, w in U,, fiir welche

A+yap®-! 0N /1 O\ ywt 0
(api+u2p7 1—}—yap) ( v)(cp’ 1)(0 w)
gilt, wobei
vw=1+yap’, cp'v/w=ap’+up’, r=vy(ap’+uip’),
1 fiir 1>, oder i=; und (—£M>_l
c=13 a fur i<y,

<¥pi—r(g+u2)*> _ _1 ’

y flir i=; und

4) Wenn keine Verwechselung zu befiirchten ist, bezeichnen wir die Matrix ((1) 3{)

aus Y auch mit y; dhnlicherweise wird die Matrix G)/u 2) aus U mit u bezeichnet.
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sind. Daher hat die Funktion im letzten Integral auf U, den folgenden Wert:

G(-) = yW)gle) x(w) = y(vw)Ple,) = X(1+yap Z)Qb(es) ’
wobel s=s(-+1,; u) die folgende ganzzahlige Funktion bezeichnet :

¥ wenn c=1,

10) s(£1, 7, w= [
—r wenn cC—y.

Dabei ist wichtig zu bemerken, dass s(=+i,;j; u) von y unabhingig ist; unser
Integral ist also gleich

1 Ndy - du;
J, xvasidy- [ dedu

nach dem Hilfssatz ist also
0 fir 11 n—1,
Plewiyuesu~)dp(y)dyv(u) =
ol presonen [ geyan  fir izn.
Up

Wegen der Zerlegung (9) ist andererseits

J J e veddp)dw = 3ryapdisf dledu

mit derselben Funktion s=s(+t,j; u) wie oben; wir erhalten also

0 fur 1gi1gn-—-1,

“lye.;)d d =
jY‘ngb(ueju Yeu)dp()a () { j. Plesdu fir i=n.
Up

Die Beziehung (5) ist somit vollig bewiesen.
KOROLLAR DES BEWEISES: Sei y ein mod p™ definierter Charakter von U.
Dann ist fiir alle Funktion ¢ in A*

ay § J eteyueydupavm =0,

falls 1< il < n, j= %1, +2, -« 1sL.
Von der Kommutativitit der Algebra A*(K; T) ergibt sich nach dem §1,
dass die durch y induzierte Darstellung U=ind y von K diskrete direkte
T1K

Summe indquivalenter irreduzibler Darstellungen der Klasse y in bezug auf
T ist.
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§4. Zerlegung der Darstellung %ncll{ X
T

Es sei y ein mod p” definierter Charakter der Gruppe U, den wir durch

r(yu)y=ywy, firyeY,uesU.

zu einem Charakter von T = YU fortsetzen. Fiir m = n, kann man ihn sogar,
wegen
Tr=Y"U, Y"n\U=U" und y(u)=1 fir ueUm™,
durch
¢)) x(yu) = x(u) fir ye Y™, uesU.

zu einem Charakter von T™ fortsetzen. Mit diesem erweiterten Charakter
definieren wir den Unterraum 4*™ von 4 =L2K) als die Gesammtheit der
Funktionen f in 4, die die Bedingung

) Syuk) = y(uw) f(k), fiir alle ye Y™, ues U,

erfiillen. Wenn 4* den Unterraum der Funktionen f, die die Bedingung (2)
fiir alle y= Y, u e U erfiillen, bezeichnet, hat man offensichtlich

(3) ﬂx.ncﬂx.n+lc Cﬂxymcﬂx,m-f-lc Cﬂx ,

und es gilt der
SaTtz 1. Wenn man fiir m=n+1

‘(4) J{x-m:‘g[x,m@j[x,m—l
setzt, ist
() ﬂ[xzﬂ[x'"@ﬂx'n“@...@ch.m@___

BEweEels. Das Integral
®) Py = [ [ Foukadps)dy)

definiert offenbar den Projektor von .4 auf 4*™. Wir zeigen nun, dass eine
zu allen 4*%™ m = n, orthogonale Funktion f gleich 0 ist. In der Tat ist dann
fir alle g in %

(f|P*mg) = P*™f|g)=0;
also ist

J ouf JoubRGD A =] | F(3k)dp()=0;

wegen der Zerlegung Y™=YZ™ (vgl. Hilfssatz 2.2), gilt also

Q) J fekdp@=0,
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wobei du(z) das normierte invariante Mass in Z™ bezeichnen soll. Da die
charakteristische Funktion ¢, von der offenen Untergruppe K™ stetig ist, ist
die Funktion f * ¢, auch stetig, konvergiert gegen f in 4 ; man kann folglich
f als stetig annehmen; dann gibt es zu jedem ¢ >0 eine ganze Zahl m, fiir
welche

[f(R'R)—fB) ] <e fir alle &’ = K™

gilt. Da Z™c K™ ist, folgt aus (7), dass |f(k)|<e ist, w.z.b.w.

Es sei jetzt bemerkt, dass die Darstellung U(k) im Raum 4*™ eigentlich
eine Darstellung der Faktorgruppe K/K™ ist; in der Tat, hat man fiir f in
J[‘X.m

SRRy = f(k'. RR"k1. k) = f(k) fur &/, k7€ K™,

da K™ ein in Y™ enthaltener Normalteiler von K ist. Daraus ergibt sich, dass
eine in 4*m™ enthaltene irreduzible Darstellung nicht nur eine Darstellung der
Klasse y in bezug auf T ist, sondern eine Darstellung der Klasse y in bezug
auf T™ ist. Die entsprechende Kugelfunktion £(k) geniigt also der Bedingung

® Clyuky'u) = y){(R)y(w)  fur alle y,y' Y™, u,w' €U,

und definiert also durch ¢ —{(p) einen Charakter von der Unteralgebra A*m™
von A%, die aus den Funktionen ¢ mit der Eigenschaft

o(yuky'u) = yWeR)yw’)  fir alle y,y € Y™, u,w’ €U
besteht.

Umgekehrt, sei { eine Kugelfunktion der Klasse y in bezug auf T, die
die Bedingung (8) erfiillt. Es ist dann leicht zu zeigen, dass der entsprechende
irreduzible Unterraum in 4*™ enthalten ist.

Die Anzahl der verschiedenen irreduiziblen Komponenten in 4% ™ ist deshalb
gleich zu der Anzahl der verschiedenen Kugelfunktionen der Klasse y in bezug
auf T™, oder zur Anzahl der verschiedenen Charaktere der kommutativen
involutiven Banachalgebra A*m™; die verallgemeinerte Plancherelsche Umkehr-
formel (1.10) fiir diese (endlich-dimensionale) Algebra zeigt, dass diese Anzah}
gleich zur Dimension N*™ =dim¢g(A*™) des Vektorraumes A%*= {iber C ist.

Der Automorphismus J von K definiert durch ‘

ANR =50k, fur kekK,

eine [sometrie von 4 in sich selbst; da J(Y")C Y™ und Ju=u, fiir u € U, ist,
gilt

Jacxm C g
ferner ist fir k=K

Ulk)J = JUJ (k) .

HiLFSSATZ 1. Es sei & ein irreduzibler Unterraum von 9(*. Wir bezeichnen
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mit €. den kanonischen y-Vektor in &, Dann ist J& auch ein irreduzibler
Teilraum von H* und der kanonische y-Vektor in J& ist gleich Jéz, d.h. §16 =JE¢;
ferner gilt
© Je=¢&= Jee=¢c;
(10) Jene={0} = (Jézlé)=0.

Beweis Kklar.

HILFSSATZ 2. Sei y ein mod p™ definierter komplexer Charakter von U.
Dann ist fiir jede Kugelfunktion { der Klasse y in bezug auf T
an Le)=0, Lep=Lle-p=0 fiir j=1,2,-,n—L.

BEwEls. Fiir e_ ist dies schon bekannt (siehe (3.4)). Fir 1<j<n-1, ist,
wegen der Funktionalgleichung (1.8) und wegen ((k™%) = (%),

|8(e)1? = Leplie = [ Lleshesth=rydh

= LJ'UC(ejyue;lu"l)d;c(y)du(u) ,
da
Clejyues'(yu) ) = L(e;yues'u~ry ") = {(e;yue;'u™)

ist; dieses Integral ist gleich 0, wegen (3.11), fur 1<;j<n—1L.

HILFSSATZ 3. Es sei y ein mod p”* definierter Charakter von U. Es set
h, ¥ €T™ mit m=n und |jl=n-+1. Es gilt dann:
2 hky= k;h' = 3 () = x(h") .
Falls ferner y reell ist, ist dann (12) auch fiir j=—1 giiltig.

BEWEIS. Zuerst bemerken wir, dass y(h) = x(d) ist, wenn h= ((Cl Z)E ™

ist. In der Tat ist dann h—= Clj b/ff) (é/d 2) mit (?ff b/cf s Y™

Wenn h=(* B w= (% P sind, ergibt sich aus hk;=

d — d/__|_b/ap [j1—1 s

mit a=1 fir j >0, a=y fiir j<0; daher ist y(d)=y(d"), wegen [j|—1=n.
Sei nun y ein reeller Charakter von U. Wenn man fiir h, &/ (wie oben
in T™)
he.=e_h
hat, ist dann
d=a’;
da aber y reell ist, ist

x(h) = x(d) = y(a") = y(@) = x(n'),
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wegen a’d’ =1 mod p™.
SATZ 2. Es sei y ein mod p"™ definierter Charakter von U. Dann ist fiir
alle m=n

2m wenn y reell ist,
(13 N#om—=
) 2(m—n)+1 wenn y komplex ist.

BEwEls. Eine Funktion ¢ in A%*™ ist offenbar durch die 2m Werte ¢(k;),
1<|j| < m, vollstindig bestimmt. Fiir |j| >~ kann man durch

0(hksh") = xRy (k)

eindeutig ¢ auf T™k;T™ definieren (Hilfssatz 3). Nach dem Hilfssatz 2, ist
aber ¢(k)=0 fiir j=—1, +2, ---, +n; daraus ergibt sich (13) fur die kom-
plexen Charaktere. Fiir die reellen Charaktere kann man noch durch

p(he_h') = y(W)p(e_)x (1)

eindeutig ¢ auf T™e_T™ definieren; daraus folgt (13) in diesem Falle.
Die tatsdchliche Zerlegung der Darstellung in(Ii{ x geschieht im 2. Teil
TT

dieser Arbeit, auf Grund der vorangehenden Ergebnisse.

University of Tokyo
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