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Introduction. En 1953, Oka [1] a montr\’e que tout domaine pseudoconvexe
fini sans point critique int\’erieur sur l’espace de $n$ variables complexes est
holomorphe-convexe. Il a indiqu\’e en chemin que dans tout domaine de cette
sorte, il existe une fonction pseudoconvexe ayant certaines propri\’et\’es.1)

En 1962, Nishino [2] a indiqu\’e que d’apr\‘es une id\’ee des m\’ethodes d’Oka,
un espace analytique est holomorphiquement complet, s’il admet une fonction
de Levi strictement positive et compl\‘ete.

Dans le pr\’esent M\’emoire, on verra que dans tout domaine pseudoconvexe
sans point critique int\’erieur ayant au moins un point fronti\‘ere sur l’espace
projectif complexe \‘a $n$ dimensions, il existe une fonction pseudoconvexe ayant
les propri\’et\’es d’Oka,2) qui est par d\’efinition m\^eme, une fonction de Levi stricte-
ment positive et compl\‘ete d’apr\‘es Nishino.

I. Fonctions pseudoconvexes particuli\‘eres.

1. D\’efinitions. Consid\’erons un espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$ dimen-
sions ayant $(u_{1}, u_{2}, \cdots , u_{n+1})$ pour les coordonn\’ees homog\‘enes. Soit $P_{0}(u_{1}^{0},$ $u_{2}^{0}$ ,
... , $u_{n+1}^{0}$) un point quelconque de $P^{n}$ . Consid\’erons une transformation de la
forme

$x_{i}=\frac{a_{i1}u_{1}+a_{i2}u_{2}+\cdot\cdot.\cdot..+a_{in+1}u_{n+1}}{a_{n+11}u_{1}+a_{n+12}u_{2}++a_{n+1n+1}u_{n+1}}$ (1)

$(i=1,2, n)$ ,

$|a_{j,k}|\neq 0$ , $(j, k=1,2, \cdots n+1)$ ,

satisfaisant \‘a la condition
$a_{n+11}u_{1}^{0}+a_{n+12}u_{2}^{0}+$ $+a_{n+1n+1}u_{n+1}^{0}\neq 0$ .

Au point $P_{0}$ , il correspond un point fini de l’espace de $n$ variables complexes
$(x)$ , et \‘a un voisinage de $P_{0}$ qui est choisi convenablement, il correspond un
voisinage de l’image de $P_{0}$ dans l’espace $(x)$ . On peut alors regarder un en-

1) Oka [1], p. 133, Lemme II.
2) Pour un \’enonc\’e plus pr\’ecise, voir p. 473, Th\’eor\‘eme.
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semble de points de 1‘espace projectif $P^{n}$ comme ensemble de points de l’espace
de $n$ variables complexes, localement.

Soit $D$ un domaine sur l’espace projectif complexe $P^{n3)}$ sans point critique
int\’erieur.4) Nous appellerons que $D$ est pseudoconvexe, si tout point fronti\‘ere
$M$ de $D$ satisfait au th\’eor\‘eme de la continuit\’e,5) et encore si cette propri\’et\’e de
$1M$ admet toute transformation pseudoconforme biunivoque de l’espace projectif
$P^{n}$ au voisinage du base-point6) $\underline{lW}$ de $M$.

Soit $D$ un domaine pseudoconvexe sur $P^{n}$ . Soit $D^{\prime}$ l’ensemble des points
de $D$ except\’e des points sur le plan infini de l’espace $(x)$ par une transformation
de la forme (1). Il est \’evident que l’ensemble $D^{\prime}$ est un domaine pseudocovexe
sur l’espace $P^{n}$, et que l’on peut consid\’erer $D^{\prime}$ comme un domaine pseudo-
convexe sur 1‘espace $(x)$ .

Conside’rons \‘a nouveau un domain $D$ fini et univalent dans l’espace de $n$

variables complexes $(x)$ . Soit $\varphi(x)$ une fonction r\’eelle univoque (qui peut
prendre la valeur $-\infty$) dans D. $\varphi(x)$ est appel\’ee une fonction pseudoconvexe7)

dans $D$ , si elle satisfait aux conditions suivantes: 1. $e^{\varphi(x)}$ est finie et semi-
continue sup\’erieurement. 2. Soit $(x^{0})$ un point quelconque de $D$ , et soit $L$ une
vari\’et\’e caract\’eristique \‘a une dimension complexe passant par $(x^{0})$ et de la
forme

$x_{i}=a_{i}x_{j}+b_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , n)

o\‘u $x_{j}$ signifie une des variables $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n}$ , mais d’ailleurs quelconque; la trace
de $\varphi(x)$ sur $L$ est alors une fonction sousharmonique par rapport \‘a $x_{j}$ au
voisinage de $x_{j}^{0}$ .

Consid\’erons un domaine $D$ sur l’espace projectif $P^{n}$ . Soit $P$ un point
quelconque de $D$ ayant les coordonn\’ees homog\‘enes $(u_{1}, u_{2}, \cdots , u_{n+1})$ . Soit $\varphi(P)$

une fonction r\’eelle et univoque (qui peut prendre la valeur $-\infty$ ) de $P$ dans
$D$ . Nous dirons que $\varphi(P)$ est une fonction pseudoconvexe de $P$ dans $D$ , si elle
satisfait \‘a la condition suivante: Soit $P_{0}$ un point quelconque dans $D$ , soit
$V$ un voisinage de $P_{0}$ qui se transforme en un domaine univalent sur l’espace
de $n$ variables complexes $(x)$ par une transformation convenable de la forme
(1),8) mais d’ailleurs quelconque, et regardons $V$ comme un domaine dans

3) Au sens de Behnke-Thullen [3].
4) Dans le pr\’esent M\’emoire, nous ne traiterons que les domaines sans point criti-

que int\’erieur nous les appellerons simplement domaines pour abr\’eger.
5) Voir Oka [1], No. 9.
6) Grundpunkt d’apr\‘es Behnke-Thullen. Projection d’apr\‘es Oka.
7) Plurisousharmonique d’apr\‘es Lelong.
8) Toute fonction pseudoconvexe admet toute tranformation pseudoconforme bi-

univoque. Voir, Oka [1]. On peut donc choisir arbitrairement une transformation de
la forme (1), except\’e des transformations qui transforment le point $P_{0}$ \‘a un point sur
le plan infini de l’espace $(x)$ .
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l’espace $(x);\varphi(P)$ est alors une fonction pseudoconvexe de $(x)$ dans $V$.

2. Fonctions $\delta_{j}(P)$ et $\delta(P)$ . Consid\’erons un domaine $D$ sur 1‘espace de $n$

variables complexes $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ , soit $P_{0}$ un point de $D$ ayant les coordonn\’ees
$(x_{1}^{0}, x_{2}^{0}, \cdots , x_{n}^{0})$ . Dans l’espace $(x)$ , en choisissant un nombre positif $\gamma^{\prime}$ conve-
nablement, on peut tracer un polycylindre

$\gamma$
$|x_{i}-x_{i}^{0}|<r^{\prime}$ , $(i=1,2, \cdots n)$ ,

de fagon qu’il $y$ ait un domaine partiel univalent $\gamma^{*}$ de $D$ satisfaisant \‘a la
condition $\underline{\gamma}^{*}=\gamma,$ $\underline{\gamma}^{*}$ \’etant 1‘ensemble des bases-points des points de $\gamma^{*}$ dans
l’espace $(x)$ . Soit $\gamma$ la borne sup\’erieure de tous les $\gamma^{\prime}$ . Nous appellerons
avec Oka $\gamma^{*}$ voisinage polycylindrique de domaine $D$ de centre $P_{0}$ et de rayon
$\gamma^{\prime}$ , et $\gamma$ distance fronti\‘ere polycylindrique de $P_{0}$ par rapport \‘a $D$ .

De m\^eme, tragons une hypersph\‘ere $S$ autour de $(x^{0})$ et de rayon $\rho^{\prime}$ de
fagon qu’il $y$ ait un domaine partiel univalent $S^{*}$ de $D$ satisfaisant \‘a la con-
dition-S* $=S,$ $\underline{S}^{*}\acute{e}tant1’ ensembledesbases- pointsdeS^{*}dansl’ espace(x)$ . Nous
appellerons $S^{*}$ voisinage hypersph\’erique de centre $P_{0}$ et de rayon $\rho^{\prime}$ . Soit $\rho$

la borne sup\’erieure de tous les $\rho^{\prime}$ . Nous appellerons, avec Oka, $\rho$ distance
fronti\‘ere euclidienne de $P_{0}$ par rapport \‘a $D$ .

Consid\’erons l’espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$ dimensions ayant les co-
ordonn\’ees homog\‘enes $(u_{1}, u_{2}, \cdots , u_{n+1})$ . Soit $D$ un domaine pseudoconvexe sur
$P^{n}$ . Supposons que $D$ ait au moins un point fronti\‘ere. Soit $1\psi_{0}$ un point fron-
ti\‘ere de $D$ . Consid\’erons dans $P^{n}$ , un plan analytique

$L_{1}$ $a_{1}u_{1}+a_{2}u_{2}+\cdots+a_{n+1}u_{n+1}=0$

ne passant pas par le base-point $\underline{j\psi}_{0}$ de $1\psi_{0}$ , mais d’ailleurs quelconque. En
appliquant une transformation lin\’eaire non singuli\‘ere \‘a 1‘espace $P^{n}$ , on peut
se ramener au cas o\‘u le plan analytique $L_{1}$ est donn\’e par $u_{1}=0$ . Consid\’erons
une correspondance $(P_{1})$ entre des points de $P^{n}$ et de l’espace de $n$ variables
complexes $X_{1}(x_{11}, x_{12}, \cdots , x_{1n})$ de la forme

$(P_{1})$ $x_{11}=\frac{u_{2}}{u_{1}},$ $x_{12}=\frac{u_{3}}{u_{1}},$ $\cdots$
$x_{1n}=\frac{u_{n+1}}{u_{1}}$ .

Soit $\tilde{L}_{1}1$ ‘ensemble des points de $D$ situ\’es sur $L_{1}$ , et soit $D_{1}$ l’ensemble des
points de $D$ n’appartenant pas \‘a $\tilde{L}_{1}$ . D\’esignons l’image de $D_{1}$ sur $X_{1}$ par la
correspondance $(P_{1})$ par le m\^eme signe $D_{1}$ . $D_{1}$ est alors un domaine pseudo-
convexe sur $X_{1}$ ayant au moins un point fronti\‘ere fini. Soit $P$ un point quel-
conque de $D_{1}$ , et d\’esignons par $d_{1}(P)$ la distance fronti\‘ere euclidienne de $P$

par rapport \‘a $D$ . Gr\^ace \‘a Oka, on sait que $-\log d_{1}(P)$ est une fonction
pseudoconvexe continue dans $D_{1}$ qui ne se r\’eduit pas \‘a une constante.9)

9) Voir Oka [1], Chap. II, No. 14.
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Posons
$\delta_{1}(P)=\frac{1}{d_{1}(}- P\overline{)}$

II est \’evident que $\delta_{1}(P)$ est une fonction pseudoconvexe continue dans $D$

jouissant des propri\’et\’es suivantes:
1. Elle est positive et non nulle dans $D_{1}$ .
2. Elle tend vers $+\infty$ , lorsque $P$ tend vers un point fronti\‘ere fini de $D_{1}$ .
La fonction $\delta_{1}(P)$ est d\’efinie dans $D$ except\’e sur $\tilde{L}_{1}$ .
Dans ce qui suit, nous allons \’etudier que si $L_{1}$ existe effectivement, lorsque

$P$ tend vers un point quelconque de $\tilde{L}_{1},$
$\delta_{1}(P)$ tend vers zero.

Supposons $L_{1}$ existe effectivement, et soit $P_{0}$ un point quelconque de $\tilde{L}_{1}$

ayant les coordonn\’ees homog\‘enes $(u_{J}^{0}, u_{2}^{0}, \cdots , u_{n+1}^{0})$ . Comme $P_{0}$ appartient \‘a $\tilde{L}_{1}$ ,

on a $u_{I}^{0}=0$ , et il $y$ a un nombre positif parmi $u_{j}^{0}(j=2,3, \cdot.. , n+1)$ . Pour fixer
les id\’ees, supposons $u_{2}^{0}\neq 0$ ; ceci ne restreint pas la g\’en\’eralit\’e. Consid\’erons
une correspondance $(P_{2})$ entre des points de $P^{n}$ et de 1‘espace de $n$ variables
complexes $X_{2}(x_{21}, x_{22}, , x_{2n})$ , de la forme

$(P_{2})$ $x_{21}=\frac{u_{8}}{u_{2}},$ $x_{22}=\frac{u_{4}}{u_{2}},$
$\cdots$

$x_{2n}=\frac{u_{1}}{u_{2}}$ .

Soit $D_{2}$ l’ensemble des points de $D$ qui ne sont pas sur le plan analytique
$u_{2}=0$ dans $P^{n}$ . Nous allons d\’esigner par les m\^emes signes les images
d’ensembles dans $D$ par la correspondance $(P_{2})$ ou $(P_{1})$ . $D_{2}$ est alors \’evidem-

ment un domaine sur $X_{2}$ et $P_{0}$ est un point fini de $D_{2}$ . Tragons dans $D_{2}$ sur
l’espace $X_{2}$ , un voisinage polycylindrique $C$ de centre $P_{0}$ et de rayon quelcon-
que. Soit $\rho$ le rayon de $C$ ; tragons encore, dans $D_{2}$ sur l’espace $X_{2}$ , un voisin-
age polycylindrique $\gamma$ de centre $P_{0}$ et de rayon $\gamma$ plus petit que $\rho(r<\rho)$ .
Soient $C^{*},$ $\gamma^{*}$ les ensembles des points de $C$ et $\gamma$ n’appartenant pas \‘a $\tilde{L}_{1}$ ,

respectivement. On a \’evidemment $\gamma^{*}\subset C^{*}$ .
Dans cette configuration g\’eom\’etrique, \’etant donn\’e un nombre positif $\epsilon$,

proposons-nous de choisir le rayon $\gamma$ de $\gamma$ de fagon que
$\delta_{1}(P)<\epsilon$ , pour $P\in\gamma^{*}$ .

Comme les ensembles $C,$
$\gamma,$

$C^{*},$ $\gamma^{*}$ sont des domaines partiels univalents
de $D$, nous les consid\’erons comme des domaines dans $P^{n}$ . D’apr\’es les cor-
respondances $(P_{1}),$ $(P_{2})$ , on a une correspondance entre des points de $X_{1}$ et de
$X_{2}$ de la forme

$x_{21}=\frac{x_{12}}{x_{11}},$ $x_{22}=\frac{x_{13}}{x_{11}},$ $x_{2n-1}=\frac{x_{1n}}{x_{11}},$ $x_{2n}=\frac{1}{x_{11}}$ .

Par suite, dans l’espace $X_{1},$ $C^{*},$ $\gamma^{*}s’ expriment$ de la mani\‘ere suivante:

$C^{*}$ $|x_{11}|>\frac{1}{\rho}$ , $|x_{1i}-x_{2i-1}^{0}x_{11}|<\rho|x_{11}|$ , $(i=1,2, \cdots n)$



Domaines sans point critique int\’erieur 447

$\gamma^{*}$ $|x_{11}|>\frac{1}{r}$ , $|x_{1i}-x_{2i-J}^{0}x_{11}|<\gamma|x_{11}|$ , $(i=1,2, \cdots n)$

o\‘u $(x_{21}^{0}, x_{22}^{0}, , x_{2n}^{0})$ sont les coordonn\’ees de $P_{0}$ dans $X_{2}$ .
Pour que $\delta_{1}(P)<\epsilon$ , dans $\gamma^{*}$ , il suffit que dans 1‘espace $X_{1}$ , pour tout point

$P^{\prime}$ de $\gamma^{*}$ , on puisse tracer un voisinage polycylindrique de centre $P$ ‘ et de
rayon $R$ contenu dans $C^{*},$ o\‘u $R$ est un nombre positif tel que

$ R>\div$ .
Nous allons trouver le rayon $\gamma$ satisfaisant \‘a cette condition.
Soit $P^{\prime}(x_{11}^{\prime}, x_{1^{\prime}2}, \cdots , x_{1^{\prime}n})$ un point quelconque de $\gamma^{*}$ . Consid\’erons d’abord la

composante de $\gamma^{*}$ dans le plan de la variable $x_{11}$ . Pour que le polycylindre
de centre $P^{\prime}$ et de rayon $R$ dans $X_{1}$ soit contenu dans $C^{*}$ , il faut que l’on ait

$r<\frac{1}{R\rho+1}$ . (a)

Supposons que $r$ satisfasse \‘a cette condition.
Ensuite, consid\’erons la section de $\gamma^{*}$ par $x_{11}=x_{l^{\prime}1}$ . Soit $\delta^{\prime}$ la r\’eunion de

tous polycylindres d\’ecrits dans $X_{1}$ de centre un point quelconque de la section
de $\gamma^{*}$ par $x_{11}=x_{1^{\prime}1}$ , et de rayon R. $\delta^{\prime}$ est de la forme

$|x_{11}-x_{1^{\prime}1}|<R$

$|x_{1i}-x_{1^{\prime}1}x_{2i-1}^{0}|<r|x_{1^{\prime}1}|+R$ $(i=1,2, \cdot- , n)$ .
D’autre part, soit $\delta_{1}$ le cercle d\’ecrit dans le plan de la variable $x_{11}$ de

centre $x_{1^{\prime}1}$ et de rayon $R$ , et soit $x_{11}^{\prime\prime}$ un point quelconque de $\delta_{1}$ ; comme la
borne inf\’erieure de $|x_{11}|$ pour $x_{11}\in\delta_{1}$ est $|x_{1^{\prime}1}|-R,$ la section de $C_{1}^{*}$ par $x_{11}=x_{11}^{\prime\prime}$

contient au moins un ensemble
$x_{11}=x_{11}^{\prime\prime}$ ,

$|x_{1i}-x_{11}^{\prime\prime}x_{2i-1}^{0}|<\rho(|x_{J^{\prime}1}|-R)$ , $(i=2,3, \cdots , n)$ .
Par suite, $C^{*}$ contient un polycylindre $\delta^{\prime\prime}$ de la forme

$|x_{11}-x_{1^{\prime}1}|<R$ ,

$|x_{1i}-x_{1^{\prime}1}x_{2i-1}^{0}|<\rho(|x_{11}^{\prime}|-R)-|x_{2i-1}^{0}|R$ $(i=2,3, \cdots , n)$ .
Pourvu que $|x_{1^{f}1}|$ soit assez grand, il existe effectivement le polycylindre

$\delta^{\prime\prime}$ , et pour que
$\delta^{\prime}\subset\delta^{\prime\prime}$

il suffit que
$\rho(|x_{11}^{\prime}|-R)-|x_{2k}^{0}|R>r|x_{1^{\prime}1}|+R$ , $(k=1,2, \cdots , n-1)$ .

Comme $|x_{1^{\prime}1}|>1/r,$ $d’ apr\grave{e}s$ les in\’egarit\’es ci-dessus, nous avons l’in\’egarit\’e

$r<\frac{\rho}{R(1+\rho+|x_{2}^{0}|)+1}$ , ( $b\rangle$
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o\‘u $|x_{2}^{0}|$ est la borne sup\’erieure de $|x_{2k}^{0}|$ $(k=1,2, \cdot.. , n-1)$ .
Si $r$ satisfait \‘a l’in\’egarit\’e (b), il satisfait n\’ecessairement \‘a l’in\’egarit\’e (a),

et tout polycylindre dans l’espace $X_{1}$ centr\’e en un point de $\gamma^{*}$ avec le rayon
$R$ est \’evidemment contenu dans $C^{*}$ .

Nous pouvons ainsi trouver $\gamma^{*}$ tel que
$\delta_{1}(P)<\epsilon$ , pour $P\in\gamma^{*}$ .

Nous avons donc le r\’esultat suivant: Soit $P_{0}$ un point quelconque de $\tilde{L}_{1}$ ;
\’etant donn\’e un nombre positif $\epsilon$ , on peut trouver un voisinage $V$ de $P_{0}$ tel
que pour un point quelconque de $V$ qui n’appartient pas \‘a $\tilde{L}_{1},$ $\delta_{1}(P)<\epsilon$ .

Comme $\delta_{1}(P)$ est une fonction pseudoconvexe continue positive et non
nulle dans $D$ except\’e sur $\tilde{L}_{1}$ , d’apr\‘es le r\’esultat ci-dessus, il est \’evident que
en faisant correspondre \‘a tout point de $L_{1}$ un nombre zero comme la valeur
de $\delta_{1}(P)$ , on a une fonction pseudoconvexe continue $\delta_{1}(P)$ dans $D$ .

En r\’esum\’e, nous venons de voir que:
Soit $D$ un domaine pseudoconvexe sur l’espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$

dimensions poss\’edant au moins un point fronti\‘ere $ j\psi$, soit $L_{j}$ un plan analytique
dans $P^{n}$ ne passant pas par le base-point $\underline{j\psi}$ de $1\psi$ mais d’ailleurs quelconque,
soit $\tilde{L}_{j}$ l’ensemble de points de $D$ situ\’es sur $L_{j}$, et soit $D_{j}$ le domaine qui est
J’ensemble de points de $D$ n’appartenant pas \‘a $\tilde{L}_{j}$ ; en regardant $D_{j}$ comme un
domaine sur l’espace de $n$ variables complexes, pernons la distance fronti\‘ere
euclidienne $d_{j}(P)$ par rapport \‘a $D_{j}$ , et posons

$\delta_{j}(P)=\frac{1}{d_{j}(P)}$ , pour $P\in D_{j}$ ,

$\delta_{j}(P)=0$ , pour $P\in\tilde{L}_{j}$ ,

$\delta_{j}(P)$ est alors une fonction pseudoconvexe continue dans Djouissant des propri\’et\’es
suivantes:

1. Elle est positive dans $D$ except\’e pour $\tilde{L}_{j}$ .
2. Lorsque $P$ tend vers un point fronti\‘ere de $D$ qui ne se trouve pas sur

$L_{j}$ , elle tend vers $+\infty$ .
D’o\‘u, il s’ensuit imm\’ediatement que: $\acute{L}tant$ donn\’e le m\^eme domaine $D$ sur

$P^{n}$ , choisissons $m(m\geqq n+1)$ plans analytiques $L_{j}(j=1,2, \cdots , m)$ dans $P^{n}$ , ne
passant pas par $\underline{M}$ de $fa_{\zeta}on$ que $n+1$ quelconques parmi $eux$ ne se rencontrent
jamais en m\^eme temps, et $const\gamma uisons$ les fonctions $\delta_{j}(P)(j=1,2, \cdots , m)$ dans
$D$ par rapport aux plans analytiques $L_{j}$ ($j=1,$ 2, m) respectivement, de la
mani\‘ere pr\’ec\’edente, et soit $\delta(P)$ la borne sup\’erieure de ces $m$ fonctions dans $D$ ;
$\delta(P)$ est alors une fonction pseudoconvexe continue dans $D$ jouissant des pro-
pri\’et\’es suivantes:

1. Elle est positive et non nulle dans $D$ .
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2. Lorsque $P$ tend vers un point fronti\‘ere quelconque de $D$ , elle tend vers
$+\infty$ .

3. Propri\’et\’e principale.
1. Condition diff\’erentielle. Consid\’erons \‘a nouveau un domaine $D$ dans

l’espace de $n$ variables complexes $(x)$ . Soit $\varphi(x)$ une fonction r\’eelle et continue
dans $D$ telle que, si $u_{j},$ $v_{j}$ d\’esignent la partie r\’eelle et la partie imaginaire
de $x_{j}$ $(j=1,2, \cdots , n)$ , et si $\varphi(x)=\varphi(u, v),$ $\varphi(u, v)$ admette les d\’erivees partielles
continues jousqu’au deuxi\‘eme ordre. Gr\^ace \‘a Oka, $1$) on sait que, pour que
$\varphi(x)$ soit pseudoconvexe dans $D$ , il faut et il suffit que l’on ait pour tout point
$(x)$ de $D$ et pour tout syst\‘eme de valeurs r\’eelles $(\alpha, \beta)$ ,

$\sum_{j}\sum_{k}[(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial u_{j}\partial u_{k}}+\frac{\partial^{2}}{\partial v_{j}\partial}\varphi_{\overline{v_{k}}})(\alpha_{j}\alpha_{k}+\beta_{j}\beta_{k})+(\frac{\partial^{2}\varphi\partial^{2}\varphi}{\partial u_{j}\partial v_{k}\partial u_{k}\partial v_{j}})$ (a $J\beta_{k}-\alpha_{k}\beta_{j}$)$]\geqq 0$ ,

$(j, k=1,2, \cdots n)$ .
Nous d\’esignerons avec Oka le premier membre de cette in\’egalit\’e par

$W(\varphi;\alpha, \beta)$ .
2. Propri\’et\’e principale. Soit $\varphi(x_{1}, x_{2}, \cdots x_{n}, y)$ une fonction pseudoconvexe

continue au voisinage d’un point $(x^{0}, y^{0})$ de 1‘espace de $n+1$ variables complexes
$\langle x,$ $y$).

Partageons $x_{j},$ $y$ ($j=1,2,$ $\cdots$ , n) en parties r\’eelles et parties imaginaires,
posons

$x_{j}=u_{j}+iv_{j}$ , $y=y_{1}+iy_{2}$ ,
et

$\varphi(x, y)=\varphi(u, v, y_{1}, y_{2})$ .
Supposons que $\varphi(u, v, y_{1}, y_{2})$ admette les d\’eriv\’ees partielles continues

jusqu’au deuxi\‘eme ordre, et que $W(\varphi;\alpha, \beta)$ soit positive au voisinage de
$(x^{0}, y^{0})$ pour tout syst\‘eme de valeurs r\’eelles $(\alpha, \beta)$ except\’e $(0,0)$ , que nous
d\’enoterons dans la suite simplement en \’ecrivant $W(\varphi;\alpha, \beta)>0$ au voisinage
de $(x^{0}, y^{0})$ .

Supposons encore,

$\left(\begin{array}{l}-\partial_{-}\underline{\varphi}\\\partial y_{1}\end{array}\right)+(\frac{\partial}{\partial}y\underline{\varphi_{2}})^{2}>0$ en $(x^{0}, y^{0})$ .

Dans cette circonstance, gr\^ace \‘a Oka, on peut tracer une surface carac-
t\’eristique $\sigma$ passant par $(x^{0}, y^{0})$ de $fa\sigma on$ qu’elle ne passe que la portion de
l’espace donn\’ee par $\varphi(x, y)>\varphi(x^{0}, y^{0})$ , au voisinage de $(x^{0}, y^{0})$ sauf en ce point
lui-m\^eme.11)

Dans la m\^eme circonstance, on peut trouver un voisinage $V$ de $(x^{0}, y^{0})$ et

10) Oka [1], Chap. II, No. 15.
11) Voir Oka [1], Chap. II, No. 16.
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une famille de surfaces caract\’eristiques $\{\sigma_{t}\}$ dans $V$ , definie par l’\’equation
$F[(x, y), t]=0,$ $(x, y)\in V,$ $0\leqq t\leqq 1$ , o\‘u $F[(x, y), t]$ est analytique par rapport \‘a
$(x, y)$ et continue par rapport \‘a $(x, y)$ et $t$ , telle que:

1. $\sigma_{0}$ passe par $(x^{0}, y^{0})$ et ne passe que la portion de $V$ donn\’ee par
$\varphi(x, y)>\varphi(x^{0}, y^{0})$ sauf au point $(x^{0}, y^{0})$ .

2. Toute $\sigma_{t}(t\neq 0)nepassequelaportiondeVdonn\acute{e}epar\varphi(x,y)>\varphi(x^{0},y^{0})^{12)}$

En effet, pour simplifier l’\’ecriture, supposons que $(x^{0}, y^{0})$ soit l’origine et
que $\varphi(x^{0}, y^{0})$ soit nulle.

Consid\’erons une surface caract\’eristique $\sigma$ de la form9
$y=f(x)=\sum_{j}a_{j}x_{j}+\sum_{j}\sum_{k}b_{jk}x_{j}x_{k}$ , avec $b_{jk}=b_{kj}$ , $(j, k=1,2, \cdots , n)$ .

Partageons $a_{j},$ $b_{jk}$ et $f(x)$ en parties r\’eelles et imaginaires, posons

$a_{j}=\alpha_{j}+i\beta_{j}$ , $b_{jk}=\gamma_{jk}+i\delta_{jk}$ , $f(x)=P(u, v)+iQ(u, v)$ .
En substituant $y_{1}=P(u, v),$ $y_{2}=Q(u, v)$ dans $\varphi(x, y)=\varphi(u, v, y_{1}, y_{2})$ , posons

$\Phi(x)=\Phi(u, v)=\varphi[u, v, P(u, v), Q(u, v)]$ .
Dans cette circonstance, gr\^ace \‘a Oka, on sait qu’il existe un seul syst\‘eme

\langle $\alpha,$ $\beta,$
$\gamma,$

$\delta$ ) satisfaisant aux conditions

$\frac{\partial\Phi}{\partial u_{j}}=\frac{\partial\Phi}{\partial v_{j}}=0$ ,

$\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial u_{j}\partial u_{k}}=\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial v_{j}\partial v_{k}}$ , $\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial u_{j}\partial v_{k}}=\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial u_{k}\partial v_{j}}$ , $(j, k=1,2, \cdots n)$

o\‘u les d\’eriv\’ees partielles signifient des valeurs \‘a 1‘origine, et l’on sait encore
que la surface caract\’eristique $\sigma$ qui satisfait \‘a ces conditions reste dans la
portion donn\’ee par $\varphi(x, y)>0$ au voisinage de 1‘origine sauf en origine elle-
m\^eme.

Prenons comme $\sigma_{0}$ la surface caract\’eristique $\sigma$ qui satisfait \‘a ces conditions,
et consid\’erons comme $\{\sigma_{t}\}$ une famille de surfaces caract\’eristiques obtenue
en faisant \‘a $\sigma_{0}$ la transformation parall\‘ele \‘a la direction normale de la surface
$\varphi(x, y)=0$ en origine. $\{\sigma_{t}\}$ est alors exprim\’e sous la forme $F(x, y, t)=0$ o\‘u $F$

est un polyn\^ome en $x_{j},$ $y,$ $t$ $(j=1,2, \cdots , n)$ . En outre, $\{\sigma_{t}\}$ est \’evidemment

exprim\’e sous la forme

$y_{1}=P_{1}(u, v, t)$ , $y_{2}=Q_{1}(u, v, t)$ ,

o\‘u $P_{1},$ $Q_{1}$ sont des polyn\^omes de $u_{j},$ $v_{j},$
$t$ $(j=1,2, \cdots , n)$ .

En substituant $y_{1}=P_{1}(u, v, t),$ $y_{2}=Q_{1}(u, v, t)$ dans $\varphi(u, v, y_{1}, y_{2})$ , posons

$\Psi(u, v, t)=\varphi[u, v, P_{1}(u, v, t), Q_{1}(u, v, t)]$ .

$\overline{12)}Ok\overline{a}$aindiqu\’e’ que 1‘on peut trouver cette famille de surfaces caract\’eristiques
$\{\sigma_{t}\}$ , sans d\’emonstration, dans [1], Chap. III, No. 30.
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Comme la fonction $\Psi(u, v, t)$ admet les d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au
deuxim\‘eme ordre par rapport \‘a $t$ au voisinage de 1‘origine, on peut la d\’e-
velopper en origine comme ce qui suit:

$\Psi(u, v, t)=\Psi(u, v, 0)+\frac{\partial\Psi}{\partial t}(u, v, 0)t+\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}\Psi}{\partial t^{2}}(u, v, \theta t)t^{2}$ , $0<\theta<1$ .

Dans le d\’eveloppement ci-dessus, comme la fonction $\Psi(u, v, 0)$ est la trace
de la fonction $\varphi(x, y)$ sur $\sigma_{0}$ , si 1‘on choisit un voisinage $U_{0}$ suffisamment petit
de l’origine dans l’espace $(x)$ , on a d’abord

$\Psi(u, v, 0)>0$ , pour $(x)\in U_{0}$ , sauf en origine,
$\Psi(u, v, 0)=0$ , en origine.

Ensuite, comme le syst\‘eme $(\alpha, \beta, \gamma, \delta)$ par rapport \‘a $\sigma_{0}$ satisfait aux con-
ditions

$\partial\Phi$ $\partial\Phi$

$\overline{\partial u_{j}}=\overline{\partial v_{j}}=0$
, $(j=1,2, \cdots , n)$ , en origine,

$d’ apr\grave{e}s$ un calcul simple, on a pour $x_{j}=0,$ $t=0$ , $(j=1,2, , , n)$ ,

$\frac{\partial\Psi}{\partial t}=\sum_{j}[(\frac{\partial\varphi}{\partial u_{j}})^{2}+(\frac{\partial\varphi}{\partial v_{j}})^{2}]+(\frac{\partial\varphi}{\partial y_{1}})^{2}+(\frac{\partial\varphi}{\partial y_{2}})^{2}$ .

Nous avons donc
$\frac{\partial\Psi}{\partial t}>0$ , en origine.

D’o\‘u, comme les fonctions

$\frac{\partial\Psi}{\partial t}(u, v, t)$ , $\frac{\partial^{2}\Psi}{\partial t^{2}}(u, v, t)$

sont des fonctions continues au voisinage de l’origine, nous pouvons choisir
un voisinage $U_{1}$ de l’origine de 1‘espace $(x)$ contenu dans $U_{0}$ , et un nombre
positif suffisamment petit $t_{1}$ de fagon que

$\frac{\partial\Psi}{\partial t}(u, v, 0)t+\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}\Psi}{\partial t^{2}}(u, v, \theta t)t^{2}>0$ ,

pour tout syst\‘eme $[(x), t, \theta]$ satisfaisant aux conditions

$(x)\in U_{1}$ , $0<t\leqq t_{1}$ , $0<\theta<1$ .
Nous avons alors

$\Psi(0,0,0)=0$ ,

$\Psi(u, v, 0)>0$ , pour $(x)\in U_{1}$ , sauf en origine,

$\Psi(u, v, t)>0$ , pour $(x)\in U_{1}$ , $0<t\leqq t_{1}$ .
En choisissant la variable $t$ convenablement, nous avons une famille de

surfaces caract\’eristiques voulue.
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Nous avons ainsi le r\’esultat suivant:
Soit $\varphi(x)$ une fonction pseudoconvexe continue au voisinage d’un point $(x^{0})$

de l’espace de $n$ variables complexes $(x)$ telle que, si $u_{f},$ $v_{j}$ sont la partie r\’eelle et
la partie imaginaire de $x_{j}$ $(j=1,2, \cdots , n)$ , et $\varphi(x)=\varphi(u, v),$ $\varphi(u, v)$ admette les
d\’eriv\’ees partielles continues jusq $u’ au$ deuxi\‘eme ordre, et que $W(\varphi;\alpha, \beta)$ soit
positive pour tout syst\‘eme de valeurs r\’eelles $(\alpha, \beta)$ except\’e pour $(0,0)$ , et encore
que l’une au moins des d\’eriv\’ees $\frac{\partial}{\partial}\varphi_{j}-u$ , $\frac{\partial\varphi}{\partial v_{j}}$ ($j=1,2$ , $\cdot$ .. , n) ne soit pas nulle \‘a

$(x^{0})$ ; on peut trouver une famille de surfaces caract\’eristiques $\{\sigma_{t}\}$ dans un voisin-
age $V$ de $(x^{0})$ d\’efinie par l’\’equation $f[(x), t]=0,$ $(x)\in V,$ $0\leqq t\leqq 1$ , o\‘u $f[(x), t]$

est analytique par rapport \‘a (x) et continue par rapport \‘a (x) et $t$, telle que:
1. $\sigma_{0}$ passe par $(x^{0})$ et reste dans la portion de $V$ donn\’ee par $\varphi(x)>\varphi(x^{0})$ ,

sauf en $(x^{0})$ lui-m\^eme.

2. Toute $\sigma_{t}(t\neq 0)$ reste dans la portion de $V$ donn\’ee par $\varphi(x)>\varphi(x^{0})$ .
Soit $\varphi(x)$ \‘a nouveau une fonction pseudoconvexe dans un domaine $D$ de

l’espace $(x)$ . Nous dirons avec Oka, que $\varphi(x)$ jouit de la propri\’et\’e principale
dans $D$, si \‘a tout point de $D$ , il existe la famille de surfaces caract\’eristiques
$\{\sigma_{t}\}$ de cette sorte.

3. Propri\’et\’e $(P_{0})$ et propri\’et\’e $(P_{1})$ . Comme la condition suffisante pour
qu’une fonction pseudoconvexe jouisse de la propri\’et\’e principale, considerons
la propri\’et\’e $(P_{0})$ et la propri\’et\’e $(P_{1})$ , selon Oka.

Soit $D$ un domaine dans l’espace de $n$ variables complexes $(x)$ . Partageons
$x_{j}$ en partie r\’eelle et imaginaire:

$x_{j}=u_{j}+iv_{j}$ , $(j=1, 2, n)$ .
Soit $\varphi(x)$ une fonction pseudoconvexe dans $D$ . On dit que $\varphi(x)$ jouit de

la propri\’et\’e $(P_{0})$ pour $D$ , si elle est continue et admet les d\’eriv\’ees partielles
continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre par rapport \‘a $(u, v)$ dans $D$ , et encore si
elle satisfait dans $D$ aux conditions

$W(\varphi;\alpha, \beta)>0$ , $\sum_{j}[(\frac{\partial\varphi}{\partial u_{j}})^{2}+(\frac{\partial\varphi}{\partial v_{j}})^{2}]>0$ .

On dit que $\varphi(x)$ jouit de la propri\’et\’e $(P_{1})$ pour $D$ , si \‘a tout point $(x^{0})$ de
$D$, correspond un voisinage $\gamma$ de $(x^{0})$ tel que $\varphi(x)$ soit donnee dans $\gamma$ par la
borne sup\’erieure d’un nombre fini de fonctions pseudoconvexes ayant la pro-
pri\’ete $(P_{0})$ .

Toute fonction pseudoconvexe $\varphi(P)$ ayant la propri\’et\’e $(P_{1})$ pour $D$ , \’evidemment

jouit de la propri\’et\’e principale pour $D$ .
D’apr\‘es le calcul fait pour introduire la condition differentielle,13) on voit

facilement que la propri\’et\’e $(P_{0})$ et la propri\’el\’e $(P_{1})$ admettent toute transforma-
13) Voir Oka [1], Chap. II, No. 15.
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tion pseudoconforme biunivoque.
Soit $D$ \‘a nouveau un domaine sur Pespace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$

dimensions et soit $\varphi(P)$ une fonction pseudoconvexe dans $D$ . Nous dirons que
$\varphi(P)$ jouit de la propri\’et\’e $(P_{0})$ ou bien de la propri\’et\’e $(P_{1})$ respectivement, si
$\varphi(P)$ satisfait \‘a la condition suivante: Soit $P$ un point quelconque de $D$, et
soit $V$ un voisinage du point $P$ dans $D$ que 1‘on peut regarder comme un
domaine univalent dans l’espace de $n$ variables complexes $(x)$ de la mani\‘ere
habituelle, alors $\varphi(P)$ jouit de la propri\’et\’e $(P_{0})$ ou de la propri\’et\’e $(P_{1})$ par
rapport \‘a $(x)$ dans $V$.

Consid\’erons un domaine $D$ sur $P^{n}$ et une fonction $\varphi(P)$ r\’eelle semi-continue
sup\’erieurement qui peut prendre la valeur $-\infty$ , dans $D$ .

On dit que $\varphi(P)$ est une fonction de Levi strictement positive dans $D^{14)}$ si
elle satisfait \‘a la condition suivante: . Pour tout point $P_{0}$ de $D$ , il $y$ a un
voisinage $V$ et une famille de surfaces caract\’eristiques $\{\sigma_{t}\}$ dans $V$ d\’efinie
par 1‘\’equation $f(P, t)=0,$ $P\in V,$ $0\leqq t\leqq 1$ , o\‘u $f(P, t)$ est analytique par rapport
\‘a $P$ et continue par rapport \‘a $P$ et $t$ , telle que:

1. $\sigma_{0}$ passe par $P_{0}$ et reste dans la portion de $V$ donn\’ee par $\varphi(P)>\varphi(P_{0})$

except\’e au point $P_{0}$ .
2. Toute $\sigma_{t}(t\neq 0)$ reste dans la portion de $V$ donn\’ee par $\varphi(P)>\varphi(P_{0})$ .
$D’ apr\grave{e}s$ la d\’efinition m\^eme, une fonction pseudoconvexe jouissant de la

propri\’et\’e $(P_{1})$ pour $D$ est \’evidemment une fonction de Levi strictement positive
dans $D$ .

4. Modification des fonctions pseudoconvexes. Soit $D$ un domaine sur
l’espace de $n$ variables complexes $(x)$ , et soit $\varphi(P)$ une fonction pseudoconvexe
continue dans $D$ .

\’Etant donn\’es un domaine partiel $D_{0}$ de $D$ tel que $D_{0}\subset\subset D$ et un nombre
positif $\epsilon$ , on peut trouver une fonction pseudoconvexe $\Phi(P)$ dans $D_{0}$ ayant
la propri\’et\’e $(P_{1})$ , de fagon que

$|\varphi(P)-\Phi(P)|<\epsilon$ , dans $D_{0}$ .
De ce th\’eor\‘eme qui est d\^u \‘a Oka [1], il s’ensuit le r\’esultat suivant:
Soit $D$ un domaine pseudoconvexe sur l’espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$

dimensions ayant au moins un point fronti\‘ere, et soit $\varphi(P)$ une fonction pseudo-
convexe continue dans D. Etant donn\’es un domaine partiel $D_{0}$ de $D$ tel que
$D_{0}\subset\subset D$ et un nombre positif $\epsilon$ , on peut trouver une fonction pseudoconvexe $\Phi(P)$,

dans $D_{0}$ ayant la propri\’et\’e $(P_{1}),$ de $fa\sigma on$ que
$|\varphi(P)-\Phi(P)|<\epsilon$ , dans $D_{0}$ .

En effet, soit $M_{0}$ un point fronti\‘ere quelconque de $D$, choisissons $n+1$

14) Nishino [2].
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plans analytiques

$L_{j}$ $a_{1j}u_{1}+a_{2j}u_{2}+\cdots+a_{n+1j}u_{n+1}=0$ , $(j=1,2, \cdots , n+1)$ ,

dans $P^{n}$ , de fagon qu’ils ne passent pas par le base-point $\underline{M}_{0}$ de $M_{0}$ et qu’ils

ne se rencontrent jamais en m\^eme temps. Soit $\tilde{L}_{j}1$ ‘ensemble des points de $D$

situ\’es sur $L_{j}$ , et soit $D_{j}$ l’ensemble des points de $D$ n’appartenant pas \‘a $\tilde{L}_{j}$ ,

$(j=1,2, \cdots , n+1)$ . $D_{j}$ est \’evidemment un domaine partiel de $D$ . Par rapport
\‘a chaque plan analytique $L_{j}$ $(j=1,2, \cdots , n+1)$ , construisons la fonction $\delta_{j}(P)^{15)}$

et d\’esignons par $\delta(P)$ la borne sup\’erieure des fonctions $\delta_{j}(P)(j=1,2, \cdots , n+1)$

dans D. $\delta_{j}(P)$ et $\delta(P)$ sont des fonctions pseudoconvexes continues dans $D$ .
En particulier, la fonction $\delta(P)$ est positive et non nulle dans $D$ . Soit $\delta_{0}$ la
borne inf\’erieure des valeurs $\delta(P)$ dans $D_{0}$ ; $\delta_{0}$ est \’evidemment un nombre
positif.

Consid\’erons sur $D_{0}$ des ensembles

$D_{j}^{0}$ $\delta_{j}(P)>\frac{\delta_{0}}{4}$ , $P\in D_{0}$ , $(j=1,2, \cdots , n+1)$ .

Par d\’efinition m\^eme de $\delta_{j}(P)$ , il est \’evident que chaque $D_{j}^{0}$ est un ensemble
ouvert dans $D$ tel que

$D_{j}^{0}\tau\subseteq D_{j}$ ,
et il est \’evident que

$\bigcup_{j-1}^{n+1}D_{j}^{0}=D^{0}$ .

Soit $M$ la borne sup\’erieure des valeurs de $\delta(P)$ dans $D_{0}$ . Choisissons un
nombre positif $c$ de fagon que

$0<c\cdot M<\frac{\epsilon}{2}$ ,

et construisons $n+1$ fonctions

$\varphi_{j}(P)=\varphi(P)+c\cdot\delta_{j}(P)$ , $(j=1,2, \cdots n)$ ,

dans $D$ . Les fonctions $\varphi_{j}(P)$ sont des fonctions pseudoconvexes continues
dans $D$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme ci-dessus d’Oka [1], pour chaque fonction $\varphi_{j}(P)$ , on
peut trouver une fonction $\Phi_{j}(P)$ dans un voisinage de $D_{j}^{0}$ ayant la propri\’et\’e
(P) de fagon que

$|\varphi_{j}(P)-\Phi_{j}(P)|<c\cdot\frac{\delta_{0}}{4}$ ,

au voisinage de $D_{j}^{0}$ .
Consid\’erons les fonctions $\Phi_{j}(P)(j=1,2, \cdots , n+1)$ ainsi acquises comme les

fonctions definies dans $D_{j}^{0}$ respectivement, pour d\’efinir une fonction $\Phi(P)$ .

15) Voir No. 2.
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Posons
$\Phi(P)=\max[\Phi_{1}(P), \Phi_{2}(P), \cdots , \Phi_{n+1}(P)]$ ;

de fagon plus pr\’ecise, pour un point quelconque $P$ de $D_{0}$ , soit $\Phi(P)$ la borne
sup\’erieure des valeurs en $P$ des seules fonctions qui sont d\’efinies au point $P$,

parmi $\Phi_{j}(P)(j=1,2, \cdots , n+1)$ .
Soit $P_{0}$ un point quelconque de $D_{0}$ . Le point $P_{0}$ n’appartient pas n\’eces-

sairement \‘a tous les ensembles $D_{j}^{0}$ $(j=1,2, \cdots , n+1)$ , mais il appartient \‘a l’un
au moins de $D_{j}^{0}$ . Par suite, $\Phi(P)$ est une fonction d\’efinie dans $D_{0}$ . Soit encore
$P_{0}$ un point quelconque de $D_{0}$ , si $P_{0}$ n’appartient \‘a la fronti\‘ere d’aucun $D_{j}^{0}$ , il
est \’evident qu’au voisinage de $P_{0},$ $\Phi(P)$ est continue et jouit de la propri\’et\’e $(P_{1})$ .

Maintenant, supposons que $P_{0}$ soit un point fronti\‘ere de $D_{1}^{0}$ . La fonction
$\Phi_{1}(P)$ est, en fait, d\’efinie au voisinage de $P_{0}$ , et d’apr\‘es la d\’efinition m\^eme,

$\Phi_{1}(P_{0})<\varphi(P_{0})+c\cdot\frac{\delta_{0}}{2}$ .

En outre, comme $\delta(P_{0})\geqq\delta_{0}$ , il existe au moins une fonction $\delta_{k}(P)$ telle que
$\delta_{k}(P_{0})\geqq\delta_{0}$ , parmi $\delta_{j}(P)(j=1,2, \cdots , n+1)$ . $P_{0}$ est donc un point appartenant \‘a
$D_{k}^{0}$ . La fonction $\Phi_{k}(P)$ est alors precis\’ement definie au voisinage de $P_{0}$ , et

$\Phi_{k}(P_{0})>\varphi(P_{0})+c\cdot\frac{3}{4}\delta_{0}$ .
Nous avons alors

$\Phi_{1}(P_{0})<\Phi_{k}(P_{0})$ .
Comme $\Phi_{1}(P),$ $\Phi_{k}(P)$ sont des fonctions continues au voisinage de $P_{0}$ , nous

avons
$\Phi_{1}(P)<\Phi_{k}(P)$ ,

au voisinage de $P_{0}$ .
Il s’ensuit imm\’ediatement de l\‘a que la fonction $\Phi(P)$ est continue et jouit

de la propri\’et\’e $(P_{1})$ dans $D_{0}$ .
Soit encore $P_{0}$ un point quelconque de $D_{0}$ , il existe alors au moins une

fonction $\Phi_{k}(P)$ parmi $\Phi_{j}(P)(j=1,2, , n+1)$ , telle que $\Phi_{k}(P_{0})=\Phi(P_{0})$ .
Par rapport \‘a cette fonction $\Phi_{k}(P)$ , nous avons

$|\Phi(P_{0})-\varphi(P_{0})|\leqq|\Phi_{k}(P_{0})-\varphi_{k}(P_{0})|+|\varphi_{k}(P_{0})-\varphi(P_{0})|$

$<c\cdot\frac{\delta}{4}+c\cdot M<\epsilon$ .

Nous avons donc
$|\Phi(P)-\varphi(P)|<\epsilon$ , pour $D_{0}$ .

Nous avons ainsi la fonction $\Phi(P)$ voulue dans $D_{0}$ .
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II. Probl\‘eme fronti\‘ere.

5. Probl\‘eme fronti\‘ere. Le but du pr\’esent M\’emoire est de r\’esoudre le
probl\‘eme que nous appellerons le probl\‘eme fronti\‘ere avec Oka.

Probl\‘eme fronti\‘e$re$–\’Eant donn\’e un domaine pseudoconvexe $D$ ayant au
moins un point $fronti\grave{e}re^{16)}$ sur l’espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$ dimensions,

trouver une fonction pseudoconvexe $\varphi(P)$ dans Djouissant des propri\’et\’es suivantes:
1’. $\varphi(P)$ poss\‘ede la propri\’et\’e $(P_{1})^{17)}$

2. Pour tout nombre r\’eel $\alpha$ , l’ensemble $D_{a}$ des points de $D$ tels que
$\varphi(P)<\alpha$ remplie la condition $D_{a}\underline{\Subset}D$ .

Lorsqu’une fonction jouit de la propri\’et\’e 2 ci-dessus, nous dirons qu’elle
jouit de la propri\’et\’e $(\alpha)$ .

Une solution $\varphi(P)$ du probl\‘eme fronti\‘ere est \’evidemment une fonction de
Levi strictement positive jouissant de la propri\’et\’e $(\alpha)$ dans $D$ , qui est appel\’ee
une fonction de Levi strictement positive et compl\‘ete dans $D,$ $d’ apr\grave{e}s$ Nishino.

Pour r\’esoudre le probl\‘eme fronti\‘ere, nous allons raisonner suivant 1‘id\’ee
d’Oka [1].

Soit $D$ un domaine pseudoconvexe sur l’espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$

dimensions ayant un point fronti\‘ere $M_{0}$ .
Choisissons dans l’espace $P^{n},$ $2n+2$ plans analytiques

$L_{i}$ $U_{i}\equiv a_{i1}u_{1}+a_{i2}u_{2}+\cdots+a_{in+1}u_{n+1}=0$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ ,

de fagon qu’ils ne passent pas par le base-point $\underline{M}_{0}$ de $M_{0}$ , et que $n+1$ quel-
conques d’eux ne se rencontrent jamais en m\^eme temps. Par rapport \‘a chaque
plan $L_{i}$ , consid\’erons une correspondance $(P_{i})$ entre des points de l’espace pro-
jectif $P^{n}$ et des points de l’espace de $n$ variables complexe $X_{i}(x_{i1}, x_{i2}, \cdots , x_{in})$

ayant $L_{i}$ comme le plan infini, de la forme

$(P_{i})$ $x_{i1}=\frac{U_{i+1}}{U_{i}},$ $x_{i2}=\frac{U_{i+2}}{U_{i}},$ $\cdots$ $x_{in}=\frac{U_{i-1}}{U_{i}}$ ,

$n+2=1$ , pour $1\leqq i\leqq n+1$ ,

$2n+3=n+2$ , pour $n+2\leqq i\leqq 2n+2$ .

Soit $\tilde{L}_{i}$ l’ensemble des points de $D$ situ\’es sur $L_{t}$ , et soit $D_{t}$ l‘ensemble des
points de $D$ n’appartenant pas \‘a $\tilde{L}_{i}$ . Chaque $D_{i}$ est un domaine pseudoconvexe
sur $P^{n}$ que l’on peut regarder comme un domaine pseudoconvexe sur l’espace
$X_{i}$ par la correspondance $(P_{i})$ .

Construisons les fonctions $\delta_{i}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ et $\delta(P)$ dans $D$ . De

16) Cette condition est n\’ecessaire. Si le domaine $D$ n’a aucun point fronti\‘ere,
toute fonction pseudoconvexe continue dans $D$ se r\’eduit \‘a une constante.

17) Voir No. 3.



Domaines sans point critique int\’erieur 457

$fa_{\xi^{;on}}$ plus pr\’ecise, d’abord posons

$\delta_{t}(P)=\overline{d_{i}}(\overline{P)}1$ pour $P\in D_{i}$ ,

$\delta_{i}(P)=0$ , pour $P\in\tilde{L}_{i}$ ,

o\‘u $d_{i}(P)$ est la distance fronti\‘ere euclidienne par rapport \‘a $D_{i}$ sur l’espace X..
Comme le domaine $D_{i}$ poss\‘ede un point fronti\‘ere fini sur l’espace $X_{i},$ $\delta_{i}(P)$

est une fonction pseudoconvexe continue qui ne se r\’eduit pas \‘a une constante
dans $D$ . Posons ensuite

$\delta(P)=\max[\delta_{1}(P), \delta_{2}(P), \cdots , \delta_{2n+2}(P)]$ ,

$\delta(P)$ est une fonction pseudoconvexe continue positive et non nulle dans $D$ ,

et elle tend $vers+\infty$ , lorsque $P$ tend vers un point fronti\‘ere quelconque de $D$ .
Pour un nombre positif quelconque $\rho$ , consid\’erons l‘ensemble des points

de $D$ donn\’e par

$\delta(P)<\frac{1}{\rho}$ , $P\in D$

et notons cet ensemble $D^{\rho}$ . Consid\’erons $D^{0}$ g\’eometriquement; d\’esignons par
$D_{i}^{\rho}$ l’ensemble des points de $D_{i}$ tel que la distance fronti\‘ere euclidienne $d_{i}(P)$

par rapport \‘a $D_{i}$ sur l’espace $X_{i}$ soit plus grande que $\rho$ . Posons
$D_{i}^{\rho*}=D_{i}^{\rho}\cup\tilde{L}_{i}$ ,

$D^{\rho}$ est alors l’intersection de tous les ensembles $D_{i}^{\rho*}(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .
Dans la configuration ci-dessus, pour r\’esoudre le probl\‘eme fronti\‘ere, nous

traiterons le probl\‘eme suivant:
Probl\‘eme auxiliaire.–Soit $\rho$ un nombre positif tel que $P_{0}\in D^{\rho},$ $P_{0}$ \’etant un

point de $D$ donn\’e \‘a l’avance, soit $D_{0}$ la composante connexe de $D^{\rho}$ contenant $P_{0}$ ;
$ trouve\gamma$ une fonction pseudoconvexe continue $\lambda_{0}(P)$ dans $D_{0}$ telle que, pour tout
nombre r\’eel $\alpha$ , l’ensemble $\Delta_{\alpha}$ des points de $D_{0}$ donn\’e par $\lambda_{0}(P)<\alpha$ satisfasse \‘a

la condition $\Delta_{a}\subset\subset D$ .
Pour r\’esoudre ce probl\‘eme, nous allons faire pr\’eliminairement quelques

pr\’eparatifs dans la configuration o\‘u le probl\‘eme auxiliaire est donn\’e.

6. Sur la fonction $\delta(P)$ . Soit $\delta_{0}$ la borne inf\’erieure des valeurs de la
fonction $\delta(P)$ dans le domaine $D$ . Comme $\delta(P)$ est continue positive et non
nulle dans $D$ , on a $\delta_{0}\geqq 0$ . Mais, en fait, on a $\delta_{0}>0$ .

Raisonnons par absurde et supposons que $\delta_{0}=0$ . Nous pourrions alors
choisir une suite

(S) $P_{1},$ $P_{2},$ $\cdots$ $P_{m},$ $\cdots$ ,

des points de $D$ , de fagon que

$\lim_{m\rightarrow\infty}\delta(P_{m})=0$ .
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Soit $(\underline{S})$ la suite des bases-points $\underline{P}_{m}$ des $P_{m}$ dans l’espace $P^{n}$ . (S) aurait
au moins un point d’accumulation $\underline{Q}$ dans $P^{n}$ . Comme il existerait au moins
un plan analytique qui ne passe pas par $\underline{Q}$ , parmi les plans analytiques
$L_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , supposons que $L_{1}$ ne passe pas par $\underline{Q}$ ; ceci ne restreint
pas la g\’en\’eralit\’e. De la suite $(S)$ extrayons une suite partielle

$(S^{\prime})$ $P_{1^{\prime}},$ $P_{2^{\prime}},$ $\cdots$ $P_{m^{\prime}},$ $\cdots$ ,

de fagon que les bases-points $\underline{P}_{m}^{\prime}$ des $P_{m}^{\prime}$ n’appartiennent pas \‘a $L_{1}$ et que la
suite

$(\underline{S}^{\prime})$ $\underline{P}_{1^{\prime}},\underline{P}_{2^{\prime}},$ $\cdots$ $\underline{P}_{m}^{\prime},$ $\cdots$

converge vers $\underline{Q}$ . Soit $P_{m}^{\prime}$ un point quelconque de (S). Comme $P_{m}^{\prime}$ appartient
\‘a $D_{1}$ , on pourrait tracer un voisinage hypersph\’erique de centre $P_{m}^{\prime}$ et de rayon
$d_{1}(P_{m}^{\prime})$ dans $D_{1}$ sur l’espace $X_{1}$ . Dans la fronti\‘ere de ce voisinage, il existe-
rait au moins un point fronti\‘ere $M_{m}^{\prime}$ qui appartient \‘a la fronti\‘ere de $D_{1}$ . En
faisant correspondre \‘a chaque $P_{m}^{\prime}$ de la suite (S) un point fronti\‘ere $M_{m}^{\prime}$ de
cette sorte de $D_{1}$ , nous aurions une suite

$(T^{\prime})$ $M_{1^{\prime}},$ $M_{2^{\prime}},$ $\cdots$ $1W_{m}^{\prime},$ $\cdots$ ,

et une suite des bases-points des $M_{m}$ dans $P^{n}$

$(\underline{T}^{\prime})$ $\underline{M}_{1^{\prime}},\underline{M}_{2}^{\prime},$ $\cdots$ . $\underline{M}_{m}^{\prime},$ $\cdots$ ;

la suite $(\underline{T}^{\prime})$ admettrait encore au moins un point d’accumulation $\underline{R}$ dans $P^{n}$ .
Il existerait au moins un plan analytique parmi $L_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ que ne
passe pas par deux points $\underline{Q},\underline{R}$ . Nous pourrions supposer que $L_{2}$ soit un tel
plan, sans restreindre la g\’en\’eralit\’e. De la suite (S) extrayons encore une
suite partielle

$(S^{\prime\prime})$ $P_{J^{\prime\prime}},$ $P_{2^{\prime\prime}},$ $\cdots$ $P_{m^{\prime}}^{\prime},$ $\cdots$

de fagon que, si
$(T^{\prime\prime})$ $\wedge^{\backslash 7l_{1}^{\prime\prime},M_{2}^{\prime\prime}}\cdots$ $M_{m}^{\prime\prime},$ $\cdots$

est une suite partielle de $(T^{\prime})$ correspondant \‘a $(S^{\prime\prime}),$ la suite
$(\underline{T}^{\prime\prime})$ $\underline{M}_{1}^{\prime\prime},\underline{M}_{2^{\prime}}^{\prime},$ $\cdots$ $\underline{M}_{m}^{\prime\prime},$ $\cdots$

des bases-points $\underline{M}_{m}^{\prime\prime}$ des $M_{m}$ converge vers le point $\underline{R}$ . Soit (S’) la suite des
bases-points $\underline{P}_{m}^{\prime\prime}$ des $P_{m}^{\prime\prime}$ . $(\underline{S}^{\prime/})$ convergerait vers le point $\underline{Q}$ et l’on aurait

$\lim_{m\rightarrow\infty}\delta(P_{m}^{\prime\prime})=0$ .
Consid\’erons les points $\underline{Q},\underline{R}$ et les suites $(\underline{S}^{\prime\prime}),$ $(\underline{T}^{\prime\prime})$ , dans Pespace $X_{2}$ par

la correspondance $(P_{2})$ . Tragons dans $X_{2}$ , deux hypersph\‘eres $S(\underline{Q}),$ $S(\underline{R})$ de

rayon $r$ et de centre $\underline{Q},\underline{R}$ respectivement, o\‘u $r$ est un nombre positif quel-

conque. Soit $d_{0}$ la distance euclidienne entre $\underline{Q}$ et $\underline{R}$ dans $X_{2}$ . Nous pourrions
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alors choisir un nombre entier $m_{0}$ de fagon que pour tout nombre $m\geqq m_{0}$ ,

$P_{m}^{\prime\prime}\in S(\underline{Q})$ , $M_{m}^{\prime\prime}\in S(\underline{R})$ .
Nous aurions donc

$dis_{2}(\underline{P}_{m^{f}}^{\prime},\underline{11l}_{m}^{\prime\prime})\leqq d_{0}+2r$ , pour $m\geqq m_{0}$ ,

o\‘u $dis_{2}(\underline{P}_{m}^{\prime\prime},\underline{M}_{m^{\prime}}^{\prime})$ exprime la distance euclidienne entre $\underline{P}_{m}^{ff}$ et $\underline{lW}_{m}^{\prime\prime}$ dans l’espace
$X_{2}$ . Soit $P_{m}^{\prime\prime}$ un point quelconque de $(S^{\gamma/})$ tel que $m\geqq m_{0}$ , et soit $S_{1}(P_{m}^{\prime\prime})$ le
voisinage hypersph\’erique de centre $P_{m}^{\prime\prime}$ et de rayon $d_{1}(P_{m^{\prime}}^{\prime})$ dans $D_{1}$ sur l’espace
$X_{1}$ . Soit $S_{2}(P_{m}^{\prime\prime})1$‘ensemble des points de $S_{1}(P_{m}^{\prime\prime})$ n’appartenant pas \‘a $\tilde{L}_{2}$ , et
consid\’erons $S_{2}(P_{m}^{\prime\prime})$ sur l’espace $X_{2}$ . $S_{2}(P_{m}^{\gamma\gamma})$ serait alors un domaine partiel
univalent de $D_{2}$ et $M_{m}^{\prime\prime}$ serait \’evidemment un point fronti\‘ere fini de $S_{2}(P_{m}^{\prime\prime})$ et
de $D_{2}$ . Nous aurions donc

$0<d_{2}(P_{m}^{\prime\prime})\leqq dis_{2}(\underline{P}_{m}^{\prime\prime}, \underline{M}_{m}^{\prime\prime})\leqq d_{0}+2r$ .
D’o\‘u, nous aurions

$\delta_{2}(P_{m}^{\prime\prime})\geqq\frac{1}{d_{0}+2r}$ , pour $m\geqq m_{0}$ .

D’apr\‘es la d\’efinition de $\delta(P)$ , nous aurions

$\delta(P_{m}^{\prime\prime})\geqq\frac{1}{d_{0}+2r}$ , pour $m\geqq m_{0}$ ;

ce qui contredit que
$\lim_{m\rightarrow\infty}\delta(P_{m}^{\prime\prime})=0$ .

Nous avons donc $\delta_{0}>0$ .

7. Sur les fonctions $\delta_{i}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ . Dans la configuration o\‘u
le probl\‘eme auxiliaire est donn\’e, \’etudions la valeur de chaque fonction $\delta_{i}(P)$

au voisinage de $\tilde{L}_{i}$ .
Consid\’erons les espaces de $n$ variables complexes $X_{j}(x_{j1}, x_{j2}, \cdots , x_{jn})(j=1$ ,

2, $\cdots$ , $n+1$). Dans chaque espace $X_{j}$ , consid\’erons un ensemble $C_{j}$ de la forme

$|x_{jk}|\leqq 1$ , $(k=1,2, \cdots , n, k\neq n-j+2)$ ,

$|x_{jn-j+2}|=0$ ,

et d\’esignons par le m\^eme signe $C_{j}1$ ‘image de $C_{j}$ dans l’espace projectif $P^{n}$

par la correspondance $(P_{j})$ ; on voit alors facilement que le plan analytique
$L_{1}$ s’exprime sous forme

$L_{1}=\bigcup_{j=2}^{n+1}C_{j}$ .

Pour un nombre positif $r$, consid\’erons dans l’espace $X_{j}$ un ensemble $V_{j}$

de la forme
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$|x_{jk}|<1+r$ , $(k=1,2, \cdots , n, k\neq n-j+2)$

$|x_{jn-j+2}|<r$ .
D\’esignons encore par le m\^eme signe $V_{j}$ l’image de $V_{j}$ dans $P^{n}$, et posons

$V_{r}(L_{1})=\bigcup_{j=2}^{n+1}V_{j}$ .
$V_{\gamma}(L_{1})$ est \’evidemment un voisinage de $L_{1}$ dans $P^{n}$ , et il est d\’efini uniquement
par $r$.

Dans cette configuration g\’eom\’etrique, \’etant donn\’e un nombre positif $\epsilon$ ,

choisissons $r$ satisfaisant au condition

$r<\frac{\epsilon\cdot\rho}{2n^{1/2}(4+\epsilon)+2\rho}$

et consid\’erons $V_{r}(L_{1})$ . D\’esignons par $\tilde{V}_{\gamma}(L_{1})$ l’ensemble des points de $D^{\rho}$ situ\’es
sur $V_{r}(L_{1})$ , alors il se peut que $\tilde{V}_{\gamma}(L_{1})$ n’existe pas, mais si $\tilde{V}_{r}(L_{1})$ existe
effectivement, pour tout point $P$ de $\tilde{V}_{r}(L_{1})$ , on a $\delta_{1}(P)<\epsilon$ .

En effet, supposons que $\tilde{V}_{r}(L_{1})$ existe effectivement. Soit $P^{\prime}$ un point
quelconque de $\tilde{V}_{\gamma}(L_{1})$ . Le base-point $\underline{P}^{\prime}$ de $P^{\prime}$ \’etant un point de $V_{\gamma}(L_{1})$ , il
appartient \‘a l’un au moins des $V_{j}$ $(j=2,3, \cdots , n+1)$ . Supposons que $P^{\prime}$

appartient \‘a $V_{2}$ ; ceci ne restreint pas la ge’ne’ralite’. $P^{\prime}$ est \’evidemment un
point de $D_{2}$ et il appartient \‘a $D^{\rho}$ . Nous pouvons donc tracer un voisinage
polycylindrique de centre $P^{\prime}$ et de rayon $\rho n^{-1/2}$ dans $D_{2}$ sur 1‘espace $X_{2}$ . Comme

$r<\frac{\rho}{2n^{1/2}}$ ,

nous pouvons encore tracer un voisinage polycylindrique $\gamma$ de centre $P^{\prime}$ et
de rayon $r$ dans $D_{2}$ sur l’espace $X_{2}$ . Puisque $\underline{P}^{\prime}$ appartient \‘a $V_{2}$ , il existe
dans $\gamma$ au moins un point $P_{0}$ appartenant \‘a $\tilde{L}_{1}$ . Comme nous pouvons \’evidem-

ment tracer un voisinage polycylindrique de centre $P_{0}$ et de rayon $\rho/2n^{1/2}$ dans
$D_{2}$ sur $X_{2},$ $d’ apr\grave{e}s$ ce que nous avons \’etudi\’e dans No. 2, soit $\gamma_{0}$ un voisinage
polycylindrique de centre $P_{0}$ et de rayon $\prime r$ dans $D_{2}$ sur $X_{2}$ , nous avons

$\delta_{1}(P)<\epsilon$ , pour $P\in\gamma_{0}$ .
Comme $P^{\prime}$ est \’evidemment un point de $\gamma_{0}$ , nous avons

$\delta_{1}(P^{\prime})<\epsilon$ .
$D’ apr\grave{e}s$ ce que nous venons de voir, nous avons le r\’esultat suivant: Etant

donn\’e un nombre positif $\epsilon$ , on peut tracer un voisinage $V(L_{1})$ de $L_{1}$ dans $P^{n}$

de fagon que, si 1‘ensemble $\tilde{V}(L_{1})$ des points de $D^{p}$ situ\’es sur $V(L_{1})$ existe
effectivement, on ait

$\delta_{1}(P)<\epsilon$ , pour $P\in\tilde{V}(L_{1})$ .
Par des raisonnants analogues par rapport \‘a $L_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , nous
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avons facilement le r\’esultat suivant: $\text{{\it \’{E}}}_{tant}$ donn\’e un nombre positif $\epsilon$ , on
peut tracer un voisinage $V(L_{i})$ de $L_{i}$ dans l’espace projectif $P^{n}$ de $fa_{\zeta}on$ que, $si$

J’ensemble $\tilde{V}(L_{i})$ des points de $D^{\rho}$ situ\’es sur $V(L_{i})$ existe effectivement, on ait
$\delta_{i}(P)<\epsilon$ , pour $P\in\tilde{V}(L_{i})$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .

8. Une m\’etrique de l’espace projectif complexe $P^{n}$ . Pour r\’esoudre le
probl\‘eme auxiliaire, d\’efinissons en particulier une m\’etrique de l’espace projectif
complexe $P^{n}$ \‘a $n$ dimensions.

Rappelons la circonstance envisag\’ee au d\’ebut du pr\’esent Chapitre. Dans
l’espace projectif $P^{n}$ , il $y$ a les plans analytiques

$L_{i}$ $U_{i}\equiv a_{t1}u_{1}+a_{t2}u_{2}+\cdots+a_{in+1}u_{n+1}$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ ,

choisis de fagon que $n+1$ quelconques d’entre eux ne se rencontrent jamais
en m\^eme temps. La correspondance $(P_{i})$ entre l’espace projectif $P^{n}$ et l’espace
de $n$ variables complexes $X_{i}(x_{i1}, x_{i2}, \cdots , x_{in})$ est d\’efinie par

$\chi_{i1}=U_{U_{t}^{i+\underline{1}}}x_{i2}=\frac{U_{i+2}}{U_{i}}$ , $\cdot$ .. $x_{in}=\frac{U_{i+n}}{U_{i}}$ ,

$n+2=1$ , pour $1\leqq i\leqq n+1$ ,

$2n+3=n+2$ , pour $n+2\leqq i\leqq 2n+2$ .
L’espace $X_{i}$ a $L_{i}$ comme le plan infini.
Dans la suite, pour simplifier l’\’ecriture, nons d\’esignerons un ensemble dans

$P^{n}$ et son image dans l’espace $X_{i}$ par la correspondance $(P_{i})$ par le m\^eme

signe, s’il n’y aura pas de confusion.
Segments lin\’eaires. Soit $P_{1}$ un point quelconque de $P^{n}$ . $P_{1}$ n’appartient

pas \‘a l’un au moins des plans analytiques $L_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ . Supposons
maintenant que $P_{1}$ n’appartient pas \‘a $L_{1}$ . Soit en outre $P_{2}$ un point quelconque
de $P^{n}$ n’appartenant pas \‘a $L_{1}$ . Consid\’erons les deux points $P_{1},$ $P_{2}$ , dans l’espace
$X_{1},$ $parlacorrespondance(P_{1})$ . $CommeP_{1},$ $P_{2}sontdespointsfinisdansl’ espace$

$X_{1}$ , nous pouvons tracer un segment de droite dont les extr\’emit\’es sont $P_{1}$ et
$P_{2}$ , dans l’espace $X_{1}$ . D\’esignons par $l$ l’image de ce segment dans $P^{n}$ .
L’image de $l$ dans l’espace $X_{k}(2\leqq k\leqq 2n+2)$ n’est pas en g\’en\’eral un segment
de droite. Nous appellerons un segment lin\’eaire dans l’espace projectif $P^{n}$ un
ensemble tel qu’il existe au moins un segment de droite parmi ses images
dans les espaces $X_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ par les correspondances $(P_{i})$ .

Longueur d’un segment lin\’eaire. Soit $l$ un segment lin\’eaire dans $P^{n}$ . Soit
$s_{\dot{t}}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ la longueur de $l$ par la m\’etrique euclidienne dans 1‘espace
$X_{i}$ . $s_{i}$ ne peut \^etre infini. Soit $s$ la borne inf\’erieure des valeurs $s_{i}(i=1,2,$ $\cdots$ ,
$2n+2)$ . Nous appellerons $s$ la $lo$ ngueur de segment lin\’eaire 1 dans $P^{n}$ . Comme
il $y$ a au moins un segment de droite parmi les images de $l$ dans $x_{:}(i=1,2,$ $\cdots$ ,
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$2n+2),$ $s$ est une valeur positive d\’efinie.
Distance entre deux points dans $P^{n}$ . Nous appellerons ligne bris\’ee une

courbe dans $P^{n}$ qui se compose d’un nombre fini de segments lin\’eaires dans
$P^{n}$ . Deux lignes bris\’ees seront consid\’er\’ees distinctes, si elles se composent
de differents syst\‘emes de segments lin\’eaires, m\^emes si elles sont identiques
comme ensembles. Soient $P_{1},$ $P_{2}$ deux points quelconques dans $P^{n}$ . Nous
appellerons la distance entre $P_{1}$ et $P_{2}$ la borne inf\’erieure des longueurs des
lignes bris\’ees reliant $P_{1}$ et P., et d\’esignons cette distance entre $P_{1}$ et $P_{2}$ par
dis $(P_{1}, P_{2})$ . Nous allons montrer que la distance ainsi definie satisfait aux
conditions:

1. Pour deux points quelconques $P_{1},$ $P_{2}$ de $P^{n}$ ,

dis $(P_{1}, P_{2})=0$ , si $P_{1}=P_{2}$ .
dis $(P_{1}, P_{2})>0$ , si $P_{1}\neq P_{2}$ .

2. Pour deux points quelconques $P_{1},$ $P_{2}$ de $P^{n}$ ,

dis $(P_{1}, P_{2})=dis(P_{2}, P_{1})$ .
3. Pour trois points quelconques $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{8}$ de $P^{n}$ ,

dis $(P_{1}, P_{2})+dis(P_{2}, P_{3})\geqq dis(P_{1}, P_{3})$ .
Il est \’evident que la distance dans $P^{n}$ satisfait \‘a la premi\‘ere condition

de 1o et aux conditions 2, $3^{o}$ . Par suite, nous allons \’etudier la deuxi\‘eme
condition de 1.

Soient $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ deux points quelconques dans $P^{n}$ . D\’esignons par $d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$

la distance euclidienne entre $P^{\prime}$ et $P^{\prime\prime}$ dans l’espace $X_{i}$ . Lorsque l’un au
moins de $P^{\prime}$ et $P^{\prime\prime}$ est un point infini de 1‘espace X., nous avons $d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime/})$

$=+\infty$ . D\’esignons par $d_{0}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ la borne inf\’erieure des $d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})(i=1,2$ ,
... $2n+2$).

Soit $C$ un polycylindre de centre 1‘origine et de rayon $R$ dans 1‘espace $X_{1}$ ;
nous allons d’abord trouver une constante $K$ telle que pour tout couple de
points $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ de $C$

$d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})\leqq Kd_{0}(P^{\prime}, P^{\prime/})$ .
Soient $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ deux points quelconques de $C$ . Supposons que dans 1‘espace

$X_{l}(2\leqq l\leqq 2n+2),$ $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ soient finis. Soient $(x_{l1}^{\prime}, x_{l^{\prime}2}, \cdots , x_{l^{\prime}n}),$ $(x_{l1}^{\prime\prime}, x_{l2}^{\prime\prime}, \cdots , x_{ln}^{\prime\prime})$

les coordonn\’ees de $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ dans l’espace $X_{\iota}$ , respectivement. $D’ apr\grave{e}s$ les
correspondances $(P_{1}),$ $(P_{2})$ , il $y$ a une correspondance entre l’espace $X_{1}$ et
l’espace $X_{l}$ de la forme

$x_{1j}=\frac{b_{j1}x_{l1}+\cdot.\cdot.\cdot.+b_{jn}x_{ln}+b_{j0}}{b_{01}x_{l1}++b_{on}x_{ln}+b_{00}}$ , $(j=1,2, \cdots n)$ ,

$|b_{jk}|\neq 0$ , $\left(\begin{array}{lllll}j & =0, & 1, & \cdots\prime & n\\k & =0, & 1, & \cdots’ & n\end{array}\right)$ .
Posons

$B_{j}^{\prime}=b_{j1}x_{l^{\prime}1}+b_{j2}x_{l^{\prime}2}+\cdots+b_{jn}x_{l^{\prime}n}+b_{j0}$ ,
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$B_{j^{\prime\prime}}=b_{j1}x_{l1}^{\prime\prime}+b_{j2}x_{l2}^{\prime\prime}+\cdots+b_{jn}x_{ln}^{\prime\prime}+b_{j0}$ ,

$(j=0,1, \cdots n)$ .
Nous avons par un calcul simple

$d_{J}^{2}(P^{\prime}, P^{\prime/})=\sum_{j=1}^{n}|\frac{B_{j}^{\prime\prime}}{B_{0}^{\prime}}-\frac{B_{f}^{\prime}}{B_{0}}|^{2}\leqq\frac{2}{|B_{0^{\prime}}^{f}|^{2}|B_{0^{\prime}}|^{2}}$ . $\sum_{j=0}^{n}|B_{j}^{\prime}|^{2}\cdot\sum_{j=0}^{n}|B_{j}^{\prime\prime}-B_{j}^{\prime}|^{2}$ .
D’apr\‘es les in\’egalit\’es

$|x_{1j}^{\prime}|<R$ , $|x_{1j}^{\prime\prime}|<R$ , $(j=1,2, \cdots n)$ ,

nous avons
$|B_{j}^{\prime}|<R|B_{0^{\prime}}|$ , $|B_{j}^{\prime\prime}|<R|B_{0}^{\prime\prime}$ , $(j=1,2, \cdots , n)$ .

Comme $C$ est un ensemble born\’e dans l’espace $X_{1}$ , nous pouvons trouver
une constante positive $M$ telle que, pour tout couple de points $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ de $C$,

on ait

$\frac{1}{|B_{0^{\prime}}|}<M$ , $\frac{1}{|B_{0^{\prime}}^{\prime}|}<M$ .
Nous avons alors

$d_{1}^{2}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})\leqq 2M^{2}(1+nR^{2})\cdot\sum_{j=0}^{n}|B_{j}^{\prime\prime}-B_{j^{\prime}}|^{2}$ .

Dans l’in\’egalit\’e ci-dessus, $B_{j}^{\prime\prime}-B_{j^{\prime}}$ ($j=0,1,$ $\cdots$ , n) sont des polyn\^omes lin\’e-
aires homog\‘enes de $x_{l^{\prime}1}-x_{l1}^{\prime\prime},$ $x_{l^{\prime}2}-x_{l2}^{\prime\prime},$ $\cdots$ , $x_{ln}^{\prime}-x_{ln}^{\prime\prime}$ . D’o\‘u, par un calcul simple,
nous avons

$d_{1}^{2}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})\leqq 2M^{2}(1+nR^{2})\cdot B\cdot\sum_{j=1}^{n}|x_{lj}^{\prime}-x_{lj}^{\prime\prime}|^{2}$ ,

$B$ \’etant une constante positive qui s’exprime par un polyn\^ome des valeurs
absolues des $b_{jk}$ .

Posons
$2M^{2}(1+nR^{2})\cdot B=K_{\iota^{2}}$ .

Nous avons alors
$d_{1}(P^{f}, P^{\prime\prime})\leqq K_{l}d_{\iota}(P^{f}, P^{\prime\prime})$ .

Nous avons suppos\’e que $P^{\gamma},$ $P^{\prime\prime}$ soient des points finis dans $1^{)}espaceX_{\iota}$,

mais si l’un au moins de $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ est un point infini de 1‘espace $X_{\iota}$ , nous avons
$ d_{\iota}(P^{\prime}, P^{\prime/})=+\infty$ . Nous avons alors pour tout couple de points $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ de $C$,

$d_{1}(P^{\prime}, P^{\prime/})\leqq K_{l}d_{\iota}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ .
En raisonnant tout pareillement, nous pouvons trouver les constances

$K_{i}$ $(i=2,3, \cdots , 2n+2)$ tels que pour tout couple de points $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ de $C$ ,

$d_{1}(P^{\prime}, P^{\prime/})\leqq K_{i}d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ .
Posons

$K=\max[1, K_{2}, K_{3}, \cdots , K_{2n+2}]$ .
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Nous avons ainsi
$d_{1}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})\leqq Kd_{0}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ ,

pour tout couple de points $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ de $C$.
Soit 1 un segment lin\’eaire dans $P^{n}$ tel qu’il appartienne \‘a $C$, mais d’ailleurs

quelconque. Soit $s$ la longueur du segment lin\’eaire $l$ dans $P^{n}$ et soit $s_{i}$ la
longueur de $l$ par la m\’etrique euclidienne dans l’espace $X_{i}$ . D’apr\‘es la defini-
tion m\^eme, l’un au moins des $s_{i}$ $(i=1,2, \cdot. , 2n+2)$ est justement \’egal \‘a $s$ .
Supposons maintenant $s_{k}=s(1\leqq k\leqq 2n+2)$ . Nous allons comparer les deux
longueurs $s_{1},$ $s_{k}$ de $l$ .

En g\’en\’eral, dans un espace de $n$ variables complexes, on peut consid\’erer
une courbe comme limite des lignes polygonales inscrites \‘a cette courbe.

Nous avons alors
$s_{1}=Ks_{k}=Ks$ .

Il s’ensuit imm\’ediatement de l\‘a que, si $l$ est une ligne bris\’ee appartenant
\‘a $C$ dans $P^{n}$ , et si $s$ est sa longueur dans $P^{n}$ , et $s_{1}$ sa longueur par rapport
\‘a la m\’etrique euclidienne dans l’espace $X_{1}$ , on a

$s_{1}\leqq Ks$ .
Pour fixer les id\’ees, nous avons suppos\’e que $C$ soit un polycylindre dans

l’espace $X_{1}$ . Mais, par des raisonnements analogues nous pouvons trouver
facilement qu’\’etant donn\’e un polycylindre $C$ dans l’espace X., il existe une
constante Kjouissant de la propri\’et\’e telle que pour tout couple de points $P$ ‘, $P$ “

de $C$,
$d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})\leqq Kd_{0}(P^{\prime}, P^{\prime/})$

o\‘u $d_{i}(P^{\prime}, P^{\gamma/})$ est la distance euclidienne dans l’espace $X_{i}$ entre $P^{\prime}$ et $P^{\prime\prime}$ , et
$d_{0}(P^{\prime}, P^{\prime/})$ est la borne inf\’erieure des $d_{i}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})(i=1,2, \cdot. , 2n+2)$ .

Soient $P_{1},$ $P_{2}$ deux points quelconques dans $P^{n}$ tels que $P_{1}\neq P_{2}$ . Pour
fixer les id\’ees, supposons que $P_{1}$ n’appartienne pas \‘a $L_{1}$ . Dans l’espace $X_{1}$ ,

tragons une hypersph\‘ere $S$ de centre $P_{1}$ de fagon que $P_{2}$ n’appartienne pas \‘a
$S$ . Soit $l$ une ligne bris\’ee reliant $P_{1}$ et $P_{2}$ qui se compose du syst\‘eme pr\’ecis
des segments lin\’eaires. Soit $l^{\prime}$ la composante connexe de l’ensemble $l\cap S$

contenant $P_{1}$ . $1^{\prime}$ est \’evidemment une ligne bris\’ee ayant la d\’ecomposition en
segments lin\’eaires engendr\’ee par celle de $l$. Soient $s,$

$s^{\prime}$ les longueurs des
lignes bris\’ees $l,$ $l^{\prime}$ respectivement. On a \’evidemment $s^{\prime}\leqq s$ . Dans l’espace $X_{1}$ ,

tragons un polycylindre $C$ de centre l’origine de fagon que $S\subset\subset C$, et trouvons
la constante $K$ jouissant de la propri\’et\’e ci-dessus par rapport \‘a ce polycylindre
$C$. Soit s\’i la longueur de $l^{\prime}$ par la m\’etrique euclidienne dans l’espace $X_{1}$ .
Nous avons alors

$r\leqq s_{J^{\prime}}\leqq Ks^{\prime}$ ,
$r$ \’etant le rayon de $S$.
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Nous avons donc

$s\geqq\frac{\gamma}{K}-$.
Comme la longueur $s$ de toute ligne bris\’ee $l$ reliant $P_{1}$ et $P_{2}$ satisfait \‘a la

condition ci-dessus, nous avons
dis $(P_{1}, P_{2})>0$ .

Nous avons ainsi pour deux points quelconques $P_{1},$ $P_{2}$ de $P^{n}$ ,

dis $(P_{1}, P_{2})>0$ , si $P_{1}\neq P_{2}$ .

9. Une metrique d’un domaine sur l’espace projectif complexe \‘a $n$

dimensions. Soit $D_{0}$ un domaine sur l’espace projectif complexe $P^{n}$ \‘a $n$

dimensions. Soient $P_{1}$ , P. deux points quelconques de $D_{0}$ ; nous pouvons tracer
une courbe $l$ sur $D_{0}$ reliant $P_{1}$ et $P_{2}$ de fagon que le base-ensemble $\underline{l}^{18)}$ de $l$

dans $P^{n}$ soit une ligne bris\’ee dans $P^{n}$ . Nous appellerons une telle courbe
une ligne $brise^{f}e$ sur $D_{0}$ . D\’efinissons la longueur de la ligne bris\’ee $l$ sur $D_{0}$

par la longueur de la ligne bris\’ee $\underline{l}$ dans $P^{n}$ . Nous appellerons la distance
entre $P_{1}$ et $P_{2}$ sur $D_{0}$ la borne inf\’erieure des longueurs des lignes bris\’ees sur
$D_{0}$ reliant $P_{1}$ et $P_{2}$ , et nous la d\’esignerons par dis $(P_{1}, P_{2})$ sur $D_{0}$ , ou dis $(P_{1}, P_{2})$

simplement, s’il n’y aura pas de confusion. \‘A tout couple de points $P_{1},$ $P_{2}$

dans $D_{0}$ , il correspond uniquement une valeur positive ou nulle comme la
distance sur $D_{0}$ .

La distance sur $D_{0}$ ainsi d\’efinie satisfait \’evidemment aux axiomes de la
distance.

10. R\’esolution du probl\‘eme auxiliaire. Dans la circonstance envisag\’ee
au d\’ebut du pr\’esent Chapitre, nous allons r\’esoudre le probl\‘eme auxiliaire:
$\ll Soit\rho$ un nombre positif tel que $P_{0}\in D^{\rho},$ $P_{0}$ \’etant un point de $D$ donn\’e \‘a

l’avance, et soit $D_{0}$ la composante connexe de $D^{\rho}$ contenant $P_{0}$ ; trouver une
fonction pseudoconvexe continue $\lambda_{0}(P)$ dans $D_{0}$ telle que, pour tout nombre
r\’eel $\alpha$ , l’ensemble $\Delta_{\alpha}$ des points de $D_{0}$ donn\’e par $\lambda_{0}(P)<\alpha$ satisfasse \‘a la
condition $\Delta_{\alpha}\subset\subset D.\gg$

1. Dans ce probl\‘eme, n\’egligeons pour le moment la condition demand\’ee
d’\^etre pseudoconvexe. Nous pouvons alors trouver une fonction de la nature
voulue. Comme $D_{0}$ est un domaine sur l’espace projectif $P^{n}$ contenant le
point $P_{0},$ \‘a tout point $P$ de $D_{0}$ , faisons correspondre dis $(P_{0}, P)$ sur $D_{0}$ d\’efinie
dans le paragraphe pr\’ec\’edant, et posons

$\lambda(P)=dis(P_{0}, P)$ sur $D_{0}$ .

18) L’ensemble des bases-points des points appartenant \‘a $l$.
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$\lambda(P)$ est \’evidemment une fonction r\’eelle continue dans $D_{0}$ . Nous allons montrer
que $\lambda(P)$ est une fonction de la nature voulue.

Dans chaque espace $X_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , tragons deux polycylindres
$C_{i^{\prime}}$ , C\’i’ :

C\’i $|x_{ij}|<1+\rho$ $(j=1,2, \cdots n)$ ,

C\’i $|x_{ij}|\leq 1+3\rho$ $(j=1,2, \cdots n)$ .

Pour le polycylindre $C_{i^{\prime\prime}}$ , on peut trouver une constante $K_{i}$ jouissant de la
propri\’ete suivante:

Pour tout couple de points $P_{1},$ $P_{2}$ de $C_{i^{\prime\prime}}$ ,

$d_{i}(P_{1}, P_{2})\leqq K_{i}\cdot d_{0}(P_{1}, P_{2})$ ,

o\‘u $d_{i}(P_{1}, P_{2})$ est la distance euclidienne de $P_{1},$ $P_{2}$ dans l’espace $X_{i}$ et $d_{0}(P_{1}, P_{2})$

est la borne inferieure des $d_{j}(P_{1}, P_{2})(j=1,2, \cdots , 2n+2)$ .
Pour chaque C\’i’, trouvons la constante $K_{i}$ , et posons

$K=\max[K_{1}, K_{2}, \cdots , K_{2n+2}]$ .

Soit $P^{\prime}$ un point quelconque de $D_{0}$ . Le base-point $\underline{P}^{\prime}$ de $P^{\prime}$ dans $P^{n}$

appartient \‘a 1‘un au moins des polycylindres C\’i $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ . Supposons
$que\underline{P}^{\prime}appartienne\grave{a}C_{k^{\prime}}(1\leqq k\leqq 2n+2)$ . Nous pouvons alors tracer un voisinage
hypersph\’erique de centre $P^{\prime}$ et de rayon $\rho$ dans $D$ , sur 1‘espace $X_{k}$ . Soit $r$

un nombre positif tel que $ r\leqq\rho$ , mais d’ailleurs quelconque. Tragons un
voisinage hypersph\’erique $S$ de centre $P^{\prime}$ et de rayon $r$ dans $D$ , sur l’espace
$X_{k}$ . Consid\’erons en outre un ensemble $\Gamma$ dans $D_{0}$ donn\’e par

dis $(P, P^{\prime})$ sur $D_{0}<\frac{r}{K}$ .

En raisonnant comme au No. 8, nous avons facilement
$\Gamma\subseteqq S$ .

Consid\’erons maintenant, un ensemble $V_{1}$ sur $D_{0}$ donn\’e par

dis $(P_{0}, P)$ sur $D_{0}<\frac{\rho}{2K}=\rho^{\prime}$ $P\in D_{0}$ .

Supposons que le base-point $\underline{P}_{0}$ de $P_{0}$ dans $P^{n}$ appartient \‘a $C_{k}(1\leqq k\leqq 2n+2)$ ;
ceci ne restreint pas la g\’en\’eralit\’e. Nous pouvons alors tracer un voisinage
hypersph\’erique $S_{0}$ de centre $P_{0}$ et de rayon $\rho/2$ dans $D$ , sur l’espace $X_{h}$ .
D’apr\‘es ce que nous venons de voir, il est clair que

$V_{1}\subseteqq S_{0}\subset\subset D$ .
Pour un nombre positif $\alpha$ , notons $\Delta_{a}1$ ‘ensemble des points de $D_{0}$ donne

par $\lambda(P)<\alpha$ .
Nous avons alors
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$V_{1}=\Delta_{\rho},$ .
Soit ensuite $B_{1}$ l‘ensemble des points fronti\‘eres de $V_{1}$ appartenant \‘a $D_{0}$ .

Soit $V_{\iota^{\prime}}1$ ‘ensemble des points de $D_{0}$ donn\’e par

dis $(P, B_{1})$ sur $D_{0}<\rho^{\prime}$ ,

o\‘u dis $(P, B_{1})$ sur $D_{0}$ est la borne inf\’erieure des valeurs de dis $(P, M)$ sur $D_{0}$ ,

$M\in B_{1}$ . D’apr\‘es ce que nous venons de voir, nous avons facilement $V_{1}^{\prime}\Subset D$ .
Posons

$V_{2}=V_{1}\cup V_{1^{\prime}}$ ,

nous avons alors
$V_{2}\subset\subset D$ , et $V_{2}=\Delta_{2\rho\prime}$ .

Et ainsi de suite, et nous avons une suite d’ensembles $V_{p}(p=1, 2, )$ telle
que

$V_{p}=\Delta_{p\cdot\rho\prime}\subset\subset D$ .
Etant donn\’e un nombre positif $\alpha$ , choisissons un indice $p$ de fagon que

$ p\cdot\rho^{\prime}\geqq\alpha$ ; nous avons alors
$\Delta_{\alpha}\subseteqq\Delta_{p\cdot\rho!}\Subset D$ .

$\lambda(P)$ est ainsi une fonction de la nature voulue.
2. En faisant des modifications \‘a cette fonction $\lambda(P)$ , nous allons trouver

une fonction $\lambda_{0}(P)$ satisfaisant aux conditions demand\’ees dans le probl\‘eme
auxiliaire.

Commengons d’abord par modifier les fonctions $\delta_{i}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .
Soit $\delta_{0}$ la borne inferieure des valeurs de la fonction $\delta(P)$ dans $D$ . On a

$\delta_{0}>0^{19)}$

D’apr\‘es ce que nous avons vu dans No. 7, pour chaque plan analytique
$L_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ dans $P^{n}$ , on peut choisir un voisinage $V_{i}$ de $L_{i}$ de fagon
que $\delta_{i}(P)<\delta_{0}/2$ , pour $P\in V_{i},$ $V_{i}$ \’etant 1‘ensemble des points de $D_{0}$ situ\’es sur $V_{i}$ .

Pour fixer les idees, nous supposons que les ensembles $V_{i}$ existent effec-
tivement. Ceci ne restreint pas la g\’eneralit\’e, puisque, si 1‘on peut choisir au
moins un ensemble $V_{j}$ parmi $V_{i}$ $(i=1,2, \cdot. , 2n+2)$ tel que $\tilde{V}_{j}$ n’existe pas, il
est \’evident que le probl\‘eme auxiliaire est r\’esoluble d’apr\‘es le r\’esultat d’Oka
[1].

Posons
$\Delta_{i}=D_{0}-\tilde{V}_{i}$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .

Pour le moment, sur 1‘espace $X_{j}(x_{j1}, x_{j2}, \cdots , x_{jn})(1\leqq j\leqq 2n+2)$ , considerons
le domaine $D_{j}$ . Soit $r$ un nombre positif quelconque. Notons $D_{j}^{\gamma}$ l’ensemble
des points de $D_{j}$ donn\’e par

$d_{j}(P)>r$

19) Voir No. 6.
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o\‘u $d_{j}(P)$ est la distance fronti\‘ere euclidienne par rapport \‘a $D_{j}$ . Pour le nombre
positif $\rho$ , consid\’erons $D_{j}^{\rho}$ . On a \’evidemment

$\Delta_{j}\subset D_{j}^{\rho}$ .
En outre, pour un nombre $\rho^{\prime}$ suffisamment petit, consid\’erons $D_{j}^{\rho;}$ . Soient

$P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ deux points quelconques de $D_{j}^{p\prime}$ , on a \’evidemment

$|\delta_{j}(P^{\prime})-\delta_{j}(P^{\prime\prime})|<\frac{1}{\rho^{2}}d_{j}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ sur $D_{j}$ ,

o\‘u $d_{j}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ sur $D_{j}$ est la borne inf\’erieure des longueurs des courbes continues
sur $D_{j}$ reliant $P^{\prime}$ et $P^{\prime\prime}$ , par la m\’etrique euclidienne de Pespace $X_{j}$ .

Dans cette circonstance, en faisant la modification d’\’elever de degr\’e de
continuit\’e \‘a la fonction $\delta_{j}(P)$ , on peut trouver une fonction pseudoconvexe
continue $\delta_{j}^{\prime}(P)$ dans un voisinage $V(\Delta_{j})$ de $\Delta_{j}$ ayant les propri\’et\’es $suivantes^{20)}$ :

1. Elle admet les d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre
par rapport aux parties r\’eelles et imaginaires de $x_{jk}$ $(k=1,2, \cdots , n)$ .

2. Pour tout point $P$ de $V(\Delta_{j}),$ $|\delta_{j}(P)-\delta_{j}^{\prime}(P)|<\delta_{0}/10$ .
Soit $\underline{\Delta}_{j}$ le base-ensemble de $\Delta_{j}$ dans l’espace $X_{j}$ . Tragons hypersph\‘ere $S_{j}$

de centre l’origine dans $X_{j}$ de fagon que $\underline{\Delta}_{j}r\subseteq S_{j}$ . Pour chaque $\Delta_{i}(i=1,2$ , $\cdot$ ,
$2n+2)$ , tragons une hypersph\‘ere $S_{i}$ de cette sorte dans l’espace $X_{i}$ respective-
ment. Soit R. le rayon de chaque $S_{i}$ . Posons

$R=\max[R_{1}, R_{2}, \cdots , R_{2n+2}]$ .
En prenant un nombre positif $c$ tel que

$c\cdot R^{2}<\frac{\delta_{0}}{10}$

construisons une fonction
$\varphi_{j}(P)=\delta_{j}^{\prime}(P)+c\cdot\mu_{j}(x_{j})$ ,

$\mu_{j}(x_{j})=\sum_{k=1}^{n}[u_{jk}^{2}+v_{jk}^{2}]$ ,

dans $V(\Delta_{j})$ , o\‘u $u_{jk},$ $v_{jk}$ sont la partie r\’eelle et la partie imaginaire de $x_{jk}$ .
La fonction $\varphi_{j}(P)$ est une fonction pseudoconvexe continue dans $V(\Delta_{i})$

admettant les d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre par rapport
aux $u_{jk},$ $v_{jk}$ $(k=1,2, \cdots , n)$ .

Soit $(\alpha^{\prime}, \beta^{\prime})$ un point quelconque sur la froti\‘ere de l’hypersph\‘ere de centre
1‘origine et de rayon 1 dans l’espace $(\alpha, \beta)$ de $2n$ variables r\’eelles.

On a alors
$W[\varphi_{f}(P);\alpha^{\prime}, \beta^{\prime}]=W[\delta_{j}^{\prime}(P);\alpha^{\prime}, \beta^{\prime}]+W[c\cdot\mu_{j}(x_{j});\alpha^{\prime}, \beta^{\prime}]\geqq 4c$ ,

pour $P\in V(\Delta_{j})$ .
20) Voir Oka [1]. Chap. II, No. 17.
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Construisons de m\^eme, pour tout $\Delta_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , le voisinage $V(\Delta_{i})$

de $\Delta_{i}$ et la fonction $\varphi_{i}(P)$ dans $V(\Delta_{i})$ .
3. Ensuite, nous consid\’erons la modification de la fonction $\lambda(P)$ d’\’elever

de degr\’e de continuit\’e. Comme la fonction $\lambda(P)$ n’est define que dans $D_{0}$ , la
nouvelle fonction acquise par la modification d’\’elever de degr\’e de continuit\’e
n’existe que dans un domaine plus petit que $D_{0}$ . Donc, d\’efinissons \‘a nouveau
la fonction $\lambda(P)$ dans un domaine plus grand que $D_{0}$ .

Dans chaque espace $X_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2),$ $tra_{\xi}:ons$ une hypersph\‘ere $S_{i^{\prime}}$ de
centre l’origine et de rayon $ R+\rho$ , o\‘u $R$ est le nombre choisi dans 2. D’apr\‘es
ce que nous avons vu au No. 8, on peut trouver \‘a nouveau une constante $K_{t}$

telle que pour deux points quelconques $P_{1},$ $P_{2}$ de S\’i,

$d_{i}(P_{1}, P_{2})\leqq K_{i}d_{0}(P_{1}, P_{2})$ ,

o\‘u $d_{i}(P_{1}, P_{2})$ est la distance euclidienne entre $P_{1}$ et $P_{2}$ dans l’espace $X_{i}$ et
$d_{0}(P_{1}, P_{2})$ \’etant la borne inf\’erieure des $d_{i}(P_{1}, P_{2})(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ . Posons

$K=\max[K_{1}, K_{2}, \cdots , K_{2n+z}]$ ,

Consid\’erons, sur l’espace $X_{j}(1\leqq j\leqq 2n+2),$ le domaine $D_{j}$ et 1‘ensemble $\Delta_{j}$ .
Tragons un voisinage hypersph\’erique de centre un point quelconque de $\Delta_{j}$ et
de rayon $\rho/2$ . Soit $\Delta_{j}^{\prime}$ la r\’eunion de tous les voisinages hypersph\’eriques de
cette sorte. En prenant

$\rho^{\prime}=2^{\rho}K$

consid\’erons l’ensemble $D^{\rho\prime}$ des points de $D$ donn\’e par

$\delta(P)<\frac{1}{\rho}$ , $P\in D$ .

Comme pour tout point $P$ de $\Delta_{j^{\prime}}$ , on peut tracer un voisinage hypersph\’eri-
que de centre $P$ et de rayon $\rho/2$ dans $D_{j},$ $d’ apr\grave{e}s$ la $propri\acute{e}t\acute{e}_{\iota}^{\nu}de$ la constante
$K$, on voit facilement que

$\Delta_{j}^{\prime}\subset D^{\rho\prime}$

Pour chaque $\Delta_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , consid\’erons de m\^eme l’ensemble $\Delta_{i^{\prime}}$ . On
a encore

$\Delta_{i}^{\prime}\subset D^{\rho\prime}$

Soit $D_{\acute{0}}$ la composante connexe de l‘ensemble $D^{\rho;}$ contenant le point $P_{0},$.

nous avons \’evidemment

$D_{0}\subset D_{\acute{0}}$ , et $\Delta_{i^{\prime}}\subset D_{0}^{\prime}$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .
A tout point de $D_{0}|$ , faisons correspondre dis $(P_{0}, P)$ sur $D_{\acute{0}}$ , et posons \‘a

nouveau
$\lambda(P)=dis(P_{0}, P)$ sur D\’o.
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La nouvelle fonction $\lambda(P)$ est \’evidemment une fonction continue d\’efinie
dans D\’o.

\’Etant donn\’e un nombre positif $\alpha$ , les ensembles $\Delta_{\alpha^{\prime}},$ $\Delta_{a}$ dans $D$ donn\’es par
$\Delta_{a}^{\prime}$ $\lambda(P)<\alpha$ , $P\in D_{0^{\prime}}$ ,

$\Delta_{\alpha}$ $\lambda(P)<\alpha$ , $P\in D_{0}$ ,

sont \’evidemment contenus \‘a l’int\’erieur complet de $D$ .
La nouvelle fonction $\lambda(P)$ jouit de la propri\’et\’e demand\’ee.
Consid\’erons la modification de la fonction $\lambda(P)$ dans chaque $\Delta_{i^{\prime}}(i=1,2,$ $\cdots$ ,

$2n+2)$ .
Sur l’espace $X_{j}(1\leqq j\leqq 2n+2)$ , consid\’erons l’ensemble $\Delta_{j^{\prime}}$ . Soit $P^{\prime},$ $P^{\prime/}$ deux

points quelconques de $\Delta_{j^{\prime}}$ . On a \’evidemment

$|\lambda(P^{\prime})-\lambda(P^{\prime\prime})|\leqq dis(P^{\prime}, P^{\prime/})$ sur D\’o.

D\’esignons par $d_{j}(P^{\prime}, P^{\prime/})$ sur D\’o la borne inf\’erieure des longueurs des
courbes continues sur $D_{0}$ reliant $P^{\prime}$ et $P^{\gamma\gamma}$ , par la m\’etrique euclidienne dans
l’espace $X_{j}$ . On a \’evidemment

dis $(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ sur $D_{\acute{0}}\leqq d_{j}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ sur D\’o.
On a alors

$|\lambda(P^{\prime})-\lambda(P^{\prime\prime})|\leqq d_{j}(P^{\prime}, P^{\prime\prime})$ sur $D_{0^{f}}$ .
D’o\‘u, par la modification d’\’elever de degr\’e de continuit\’e on peut trouver

une fonction continue $\lambda_{i}(P)$ dans un voisinage $V^{\prime}(\Delta_{j})$ de $\Delta_{j}$ ayant les propri\’et\’e
suivantes:

1. Elle admet les d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre
par rapport aux parties r\’eelles et imaginaires de $x_{jk}$ $(k=1,2, \cdots , n)$ .

2. Pour tout point $P$ de $V^{\prime}(\Delta_{j})$ ,

$|\lambda_{j}(P)-\lambda(P)|<\frac{\delta_{0}}{10}$ .

Pour chaque ensemble $\Delta_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , nous pouvons trouver de
m\^eme le voisinage $V^{\prime}(\Delta_{i})$ et la fonction $\lambda_{i}(P)$ dans $V^{f}(\Delta_{i})$ .

4. Nous allons ensuite trouver une fonction pseudoconvexe continue dans
un voisinage de chaque $\Delta_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .

Consid\’erons, sur l’espace $X_{j}(1\leqq j\leqq 2n+2)$ , l’ensemble $\Delta_{j^{\prime}}$ . Comme pour
deux points quelconques $P^{\prime},$ $P^{\prime\prime}$ de $\Delta_{j}^{\prime}$ , on a

$|\lambda(P^{\prime})-\lambda(P^{\prime/})|\leqq d_{j}(P‘, P^{\prime\prime})$ sur $D_{0^{\prime}}$ ;
gr\^ace \‘a Oka,22) on a

$W[\lambda_{j}(P);\alpha^{\prime}, \beta^{\prime}]>-N_{j}$ , pour $P\in V^{\prime}(\Delta_{j})$ ,

21) Voir Oka [1], Chap. II, No. 17.
22) Voir Oka [1], Chap. II, No. 21.
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o\‘u $(\alpha^{\prime}, \beta^{\prime})$ est un point quelconque sur la fronti\‘ere de 1‘hypersph\‘ere de centre
l’origine et de rayon 1 dans l’espace $(\alpha, \beta)$ de $2n$ variables reelles, et $N_{j}$ est
une constante positive.

Pour chaque fonction $\lambda_{i}(P)$ , cherchons la constante $N_{i}$ de cette sorte, et
posons

$N=\max[N_{1}, N_{2}, \cdots , N_{2n+2}]$ .
Nous avons alors

$W[\lambda_{i}(P);\alpha^{\prime}\beta^{\prime}]>-N$ , pour $P\in V^{\prime}(\Delta_{i})$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .
Consid\’erons les fonctions $\varphi_{i}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ d\’efinies dans $V(\Delta_{i})$ respec-

tivement que,,nous avons d\’efinie dans 1 du pr\’esent paragraphe. Comme on a
$W[\varphi_{i}(P);\alpha^{\prime}, \beta^{\prime}]\geqq 4c$ , pour $P\in V(\Delta_{i})$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ ,

en prenant une constante $c^{\prime}$ de fagon que
$4c\cdot c^{\prime}>N$ , $c^{\prime}>1$ ,

posons
$\lambda_{i}^{0}(P)=\lambda_{i}(P)+c^{\prime}\varphi_{i}(P)$ , $(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ ;

les fonctions $\lambda_{i}^{0}(P)$ sont des fonctions pseudoconvexes continues d\’efinies dans
un voisinage de $\Delta_{i}$ respectivement.

5. De ces fonctions $\lambda_{i}^{0}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , nous allons trouver une
fonction pseudoconvexe continue $\lambda_{0}(P)$ dans le domaine $D_{0}$ , satisfaisant \‘a la
condition demand\’ee dans le probl\‘eme auxiliaire.

$D’ apr\grave{e}s$ les definitions de $D_{0}$ et de $\Delta_{i}$ on a \’evidemment

$D_{0}=\bigcup_{i=1}^{2n+2}\Delta_{i}$ .

Pour d\’efinir la fonction $\lambda_{0}(P)$ , consid\’erons les fonctions $\lambda_{i}^{0}(P)(i=1,2,$ $\cdots$ ,
$2n+2)$ comme les fonctions d\’efinies dans $\Delta_{i}$ respectivement.

Posons
$\lambda_{0}(P)=\max[\lambda_{1}^{0}(P), \lambda_{2}^{0}(P), \cdots , \lambda_{2n+2}^{0}(P)]$ ;

de fagon plus pr\’ecise, pour un point quelconque $P$ de $D_{0}$ , prenons comme $\lambda_{0}(P)$

la borne sup\’erieure des valeures \‘a $P$ des seules fonctions qui sont d\’efinies au
point $P$, parmi $\lambda_{i}^{0}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ .

La fonction $\lambda_{0}(P)$ est une fonction d\’efinie dans $D$ .
Soit $P^{\prime}$ un point quelconque de $D_{0}$ . Si le point $P^{\prime}$ n’appartient \‘a aucune

des fronti\‘eres des ensembles $\Delta_{t}$ $(i=1,2, \cdots , 2n+2)^{23)}\lambda_{0}(P)$ est \’evidemment
pseudoconvexe continue au voisinage de $P^{\prime}$ .

Maintenant, supposons que le point $P^{\prime}$ est un point fronti\‘ere de l’ensemble
$\Delta_{j}(1\leqq j\leqq 2n+2)$ . Comme la fonction $\text{\‘{A}}_{j}^{0}(P)$ existe dans le fait au voisinage de

23) Nous dirons qu’un point $P$ est un point fronti\‘ere de $\Delta_{i}$ , si $P$ est un point
$d$ ‘accumulation $d$ ‘une suite de points de $\Delta_{i}$ , et si $P$ n’est pas un point int\’erieur de $\Delta_{i}$ .
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$\Delta_{j},$ $\lambda_{j}^{0}(P)$ est d\’efinie au voisinage de $P$ ‘.
Comme

$\delta_{j}(P^{\prime})\leqq\frac{\delta_{0}}{2}$ ,

$d’ apr\grave{e}s$ la d\’efinition de $\lambda_{j}^{0}(P)$ , nous avons facilement

$\lambda_{j}^{0}(P^{\prime})<\lambda(P^{\prime})+c^{\prime}\cdot\frac{8}{10}\delta_{0}$ .
En outre, comme on a

$\delta(P^{\prime})\geqq\delta_{0}$ ,

il existe au moins une fonction $\delta_{k}(P)$ parmi $\delta_{i}(P)(i=1,2, \cdots , 2n+2)$ , telle que
$\delta_{k}(P^{\prime})\geqq\delta_{0}$ .

Le point $P^{\prime}$ est alors un point int\’erieur de l’ensemble $\Delta_{k}$ . D’o\‘u, la fonction
$\lambda_{k}^{0}(P)$ est pr\’ecis\’ement d\’efinie au voisinage de $P^{\prime}$ . D’apr\‘es la d\’efinition de
$\lambda_{k}^{0}(P)$ , nous avons

$\lambda_{k}^{0}(P^{\prime})>\lambda(P^{\prime})+c^{\prime}\cdot\frac{8}{10}\delta_{0}$ .
Nous avons donc

$\lambda_{k}^{0}(P^{\prime})>\lambda_{j}^{0}(P^{\prime})$ .
Comme les fonctions $\lambda_{k}^{0}(P),$ $\lambda_{j}^{0}(P)$ sont continues au voisinage de $P^{\prime}$ , nous

avons
$\lambda_{k}^{0}(P)>\lambda_{j}^{0}(P)$ , au voisinage de $P^{\prime}$ .

La fonction $\lambda_{k}^{0}(P)$ joue le m\^eme role dans le cas o\‘u $P^{\prime}$ appartient \‘a la
fronti\‘ere d’autre $\Delta_{i}$ .

$D’ 0\grave{u}$ la fonction $\lambda_{0}(P)$ est \’evidemment pseudoconvexe continue au voisinage
de $P^{\prime}$ .

La fonction $\grave{A}_{k}^{0}(P)$ est ainsi une fonction pseudoconvexe continue dans $D_{0}$ .
$D’ apr\grave{e}s$ la d\’efinition m\^eme, on a

$\lambda_{0}(P)>\lambda(P)-\frac{\delta_{0}}{10}$ .

D’o\‘u il est \’evident que, \’etant donn\’e un nombre positif $\alpha$ , l’ensemble $\Delta_{\alpha}$

donn\’e par $\lambda_{0}(P)<\alpha,$ $P\in D_{0}$ est contenu \‘a l’int\’erieur complet de $D$ .
Le probl\‘eme auxiliaire est ainsi r\’esolu.

11. R\’esolution du probl\‘eme fronti\‘ere. Nous allons r\’esoudre le probl\‘eme
fronti\‘ere: \ll \’Etant donn\’e un domaine pseudoconvexe $D$ ayant $au$ moins un
point fronti\‘ere sur l’espace projectif complexe \‘a $n$ dimensions, trouver une
fonction pseudoconvexe continue $\varphi(P)$ dans $D$ jouissant de la propri\’et\’e $(P_{1})$ ,

et de la propri\’et\’e (a) que, pour tout nombre r\’eel $\alpha$ , l’ensemble $D_{\alpha}$ des points
de $D$ donn\’e par $\varphi(P)<\alpha$ remplie la condition $ D_{t}\subset\subset D.\gg$
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Commengons par r\’esoudre le probl\‘eme suivant:
$\ll Etant\nearrow$ donnee une fonction pseudoconvexe continue $\Phi(P)$ ayant la pro-

pri\’et\’e $(\alpha)$ , dans le domaine $D$ , modifier la fonction $\Phi(P)$ de mani\‘ere qu’elle
jouit de la propri\’et\’e $(P_{1})$ , en conservant les propri\’et\’es pour $ D.\gg$

Comme $D$ est un domaine pseudoconvexe ayant au moins un point fronti\‘ere,
d’apr\‘es ce que nous avons vu dans No. 4, \’etant donn\’es un nombre positif $\epsilon$

et un domaine $D_{0}$ tel que $D_{0}\Subset D$ , on peut trouver une fonction pseudoconvexe
continue $\varphi_{0}(P)$ ayant la propri\’et\’e $(P_{1})$ telle que

$|\varphi_{0}(P)-\Phi(P)|<\epsilon$ ,
dans $D_{0}$ .

D’o\‘u, on peut trouver une fonction pseudoconvexe continue jouissant de
la propri\’et\’e $(P_{1})$ et de la propri\’et\’e $(\alpha)$ , par la m\’ethode $d’ Oka^{24)}$ sans modifi-
cation.

Le probl\‘eme \’etant ainsi r\’esolu, pour r\’esoudre le probl\‘eme fronti\‘ere, il
$su$ ffit de trouver une fonction pseudoconvexe continue ayant la propri\’et\’e $(\alpha)$ ,

dans $D$ .
Comme le probl\‘eme auxiliaire est r\’esoluble dans $D,$ $d’ apr\grave{e}s$ l’id\’ee $d’ Oka^{25)}$

on peut trouver une fonction pseudoconvexe continue ayant la propri\’et\’e $(\alpha)$ ,

dans $D$ , sans difficult\’e.
Le probl\‘eme fronti\‘ere est ainsi r\’esolu.

TH\’EOR\‘EME. Etant donn\’e un domaine pseudoconvexe $D$ sans point critique
int\’erieur ayant au moins un point fronti\‘ere, sur l’espace projectif complexe \‘a $n$

dimensions, on peut toujours trouver une fonction pseudoconvexe continue $\varphi(P)$

dans $D$ jouissant des propri\’et\’es suivantes: 1’. $\varphi(P)$ poss\‘ede la propri\’et\’e $(P_{1})^{26)}$

$2^{o}$ . Pour tout nombre r\’eel $\alpha$ , l’ensemble des points de $D$ donn\’e par $\varphi(P)<\alpha$

reste \‘a l’int\’erieur complet de $D$ .
$D’ apr\grave{e}s$ le th\’eor\‘eme ci-dessus, il s’ensuit que:
Dans tout domaine de cette sorte, il existe une fonction de Levi strictement

positive et compl\‘ete.
Universite f\’eminine de Nara
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