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Remarques sur la théorie des centres aux
dimensions supérieures.

Par Yasutaka SIBUYA

(Regu le 4 déc., 1955)

I. Introduction. Nous avons étudié antérieurement?® Iles
courbes définies par les équations différentielles

. (1'1) —’j":fj(xv"" xn) (j=1,---, n)
autour de l'origine, en supposant (i) que les f; se développent en séries
entieres de x a coefficients véels (ii) que Povigine soit un point d’équilibre :

(1-2) ch(O"’W O):O (j=1,---, n),

et (iii) gwil existe un voisinage de Porigine dont tous les points, sauf
points d’équilibre, appartiennent aux courbes fermées satisfaisant aux

équations [(1.1).

Posons
(1.3) Fi@ = 35 ¢+, (=1, ).
Si 'on a (iii), la solution
(1.4) =Pt & E) (G=1,---,m),
*telle que
x)(0) =§; (=1, m),

admet une période «(¢)>>0 par rapport & {. Nous avons démontré
que, si la période w(¢) est bornée dans un voisinage de l’origine et
si la matrice C=(c;) n’est pas la matrice nulle, la solution

1) M. Urabe and Y. Sibuya. On Center of Higher Dimensions. Jour. Sci., Hiro-
shima Univ., A, 19 (1955) 87-100.
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admet une période (&) qui est holomorphe en £ autour de l'origine.
Démontrons maintenant les deux théoremes suivants:

THEOREME 1. Soit donné un systeme (1.1) satisfaisant aux condi-
tions (i), (ii) et (iii); st C=0 et si la solution admet une période
w(&)>0 bornée dans un voisinage de lovigine, les f;(x) sS'annulent identi-
quement autour de lovigine.

THEOREME II. Soit donné wun systéme satisfaisant aux condi-
tions (1) et (ii); s’il existe une série entiere formelle de & a coefficients
yéels :

(1.5) ()0, + S @pyy, EF e

satisfaisant formellement aux relations

(1.6) E=piw(&); &) (7=1,---,m),
la série w(&) est nécessarviement convergente pour les valeurs assez petites
de §&.

Le théoréme I compléte nos résultats antérieurs pour le cas ou
la période de est bornée dans un voisinage de l’origine. Le
théoréme II nous montre que 1’on peut remplacer (iii) par 1’existence
de la série formelle satisfaisant aux relations [1.6).

2. La démonstration du théoréeme 1. Supposons que les
développements des fonctions f;(x) commencent respectivement par les
termes de degrés N,; si f;(x)==0, nous poserons N,= o,

I1 est & montrer une contradiction en supposant

2.1) N=Min{N,, ---, N,}

fini.
Puisque C=0, on aura N>1. Supposons de plus que

(2.2) N=N, <<co.
On aura alors

(2-3) f1(x17 ) xn) Zp(xu St xn) + [x]N+1 ’

ou p(x,, ---,x,) est un polynome homogeéne de degré N ne s’annulant
pas identiquement.
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Posons

(2.4) Eip)=pl; (j=1,--,n),

ou 2%, ---,1% sont des valeurs telles que
(2.5) P, -+, 15) =0, S yi=1.
j=1
On a, par les hypothéses,

(2.6) w(&(p))>0.

Puisque (&) est bornée dans un voisinage de l’origine, il existe un
nombre positif M tel que

(2.7) |o(¢) | =M

pour |£;]<C8, & étant un nombre positif assez petit. D’autre part,
@, (t; &) peut s’écrire sous la forme

2.8) Pt =8+t +3 L XHED,

o X=31£,®) 6? :

pour ]tlgM’ lf;l<8 (j=1,"-,n).
Cela posé, posons

On peut supposer que la série converge

(2.9) b5 P)=pN{.(t; EP))—E&(P)} .
En vertu de et de [2.8), on a

(2.10) ;5 )=t {pU} -+, L)+ ¥(E; P)} 5

oit ¥(¢; p) est holomorphe pour |¢|<M, |p|<35, et

(2.11) | Y(t; 0)=0.

Puisque (&) est une période de @, (f; &), il faut que

(2.12) ¢(w(é(P)); P)=0,

d’ol1, en vertu de (2.10), on a
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(2.13) 0=w(&(P)){ DU, ---, 15) + ¥ (w(&(P)) 5 P)} -
Par conséquent, si |p| est assez petit, on a
(2.14) @(£(p)) =0,

ce qui est contradictoire avec [2.6), c. q. £. d.

3. La demonstration du théoreme II. Passons & la démonstra-
tion du théoréme II. Si »,=0, en vertu de relations formelles

(31) =t+o@fO+3 2 XM (=1 m),

on obtient immédiatement w(£)=0. Et puis, si 0,5=0 et si C=0, en
vertu de [3.I), on a f;(¢)=0 (j=1,---,#). Par suite, il suffit de con-
sidérer seulement le cas ou w,==0, C=0.

Remarquons d’abord

3.2) exp Co,=E (E': la matrice-unité),

ce qui sera démontré facilement. Par conséquent, la forme canonique
de C est de la forme diagonale. Soient A, ---, A, les valeurs caractér-
istiques de C. Alors, les A; sont purement imaginaires. §Si, donc,
on pose,

(3.3) 7\',':1.9]' (7=1,--,m),
on a
(3.4) 6,=—-0,=60>0,

car C est une matrice réelle, différente de O. De plus, on a
(3.5) bw,=0 (mod 27r).

On peut supposer, sans perdre la généralité, que f,(x) et f,(»)
soient de la forme

(36) f1(x) = - 0x2 + [x]z ’ fz(x) =60 X, + [x]z .
On aura alors

(3.7 @,(t; &) =E, cos () —&,sin (1) +[£; 1], .
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Le développement (3.7) converge pour |—w,|<M, |§;|<<é (j=1,---,n),
pourvu que, M étant une constante positive quelconque, >0 soit
assez petit.

Cela posé, posons

(3.8) o ; p, y=p {@,(t; ply, -+, PL)—pL}
=1 {cos (6t)—1} — 1, sin (6t) +¥(t; p, I),

ol Y(t; p,l) est holomorphe pour |t—w,|<M, |p|<<8, L1 (J=
1,"',”)7 et

(3.9) Wt 0,0)=0.
On a d’abord
(3.10) $(w,; 0,1)=0,
et
(3.11) | .fo: 1 pour t—w,, p=0.

Par conséquent, I’équation en w:
(3.12) d(@; p, 8)=0
admet une racine o(p,?,---,7,) telle que
(3.13) (0, ))=w,.
Elle est holomorphe et uniforme pour

lp|<<d,
(8.14) -
0'§”2|§1’ Iljlgl (]:‘:2),

pourvu que & soit assez petit, >0 pouvant étre aussi petit que l'on
veut.
w(p, ]) peut s’écrire sous la forme

(8.15) (P, 1) =, + gpk(l) Pk,

ou les p,(/) sont holomorphes et uniformes pour
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(3.16) e<iLl<1,  |Ll=1 (7%2) .

D’autre part, en posant &,=pl; (=1, --,#) dans [1.5), on obtient
une racine formelle o=w(pl) de (3.12):
(8.17) w(ph=w,+ 3 qu) P*

ou les g,(/) sont des polynomes de [, .-, 1,.
On a donc, en vertu de et de (3.11),

(3.18) 2.)=4q,() (k=1,2,---)

pour [8.16). Les coefficients g,(/) étant des polynomes, la convergence
de entraine celle de la série [3.17) pour

(3.19) | lp|<®, AES! (J=1,--,m).

On en conclut que la série formelle converge pour |&;|<<¥
(J=1,--,mn), c.q.f.d.

Ce mémoire a été préparé sous les auspices de «Scientific Research
Fund of the Department of Education>.

Université de Tokyo.
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