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Quelques Principes dans la Th\’eorie Descriptive
des Ensembles

Motokiti KOND\^O

Comme on sait bien, la plnpart des l\’esultats dans la th\’eorie descrip-
tive des ensembles s’\’etend $to^{\backslash },1jours$ sur les deux directions distinctes. L’une
de celles-ci est dans la th\’eorie relative des ensembles et l’autre est dans
la th\’eorie abstraite des ensembles.

Or, la plupart de ceux-ci n’est pas essentiellement neuve, et nous pou-
vons donner quelpues principes qui conduisent telle relativisation et telle
abstraction. Le but de cette note est de discuter quelques principes sur
telle abstraction. Les principes consid\’er\’es ici sont tr\‘es simple, mais tr\‘es

utile et nous pouvons d\’eduire ais\’ement plusieurs r\’esultats sur l’abstraction
de la th\’eorie descriptive des ensembles.

\S 1. L’effectivit\’e d\’enombrable.

1. Nous commencons par quelques d\’efinitions. Soient $R$ un $ei_{1}^{\backslash }semble$

de quelques \’el\’ements et $\mathfrak{F}$ une famille des sous-ensembles de R. Alors,
nous dirons qu’un sous-ensemble $E$ de $R$ est effectif denombrablement par
rapport $a\mathfrak{J}$ , s’il existe une op\’eration analytique1) $\Phi(X_{n})$ des ensembles et
une suite $\{E_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ des \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ tels qu’on ait

$E=\Phi(E_{n})$ ,

et de plus, si nous pouvons choisir $\Phi(X_{n})$ de mani\‘ere qu’elle est $positive^{\underline{o})}$

nous dirons que $E$ est effectif positivement. Puis, nous d\’esignons par $\overline{\mathfrak{F}}$ la
famille des ensembles effectifs d\’enombralement par $rapp_{01}t$ \‘a $\mathfrak{F}$ . Nous
avons alors

$\mathfrak{F}\subseteqq\overline{\mathfrak{F}}$ (1.2)

$\mathfrak{F}\subseteqq \mathfrak{G}=$ entraine $\mathfrak{F}\subseteqq \mathfrak{G}$ (1.3)
$\mathfrak{F}=\mathfrak{F}$ , (1.4)

$\mathfrak{F}_{A}\subseteqq\overline{\mathfrak{F}}^{3)}$ . (1.5)

1) L. Kantrovitch et E. Livenson, Memoir on the analytical op\’erations and projective sets,
I. Fund. Math., $t$ XVIII, 1932.

2) L. Kantrovitch et $E$, Livenson, loc. cit., (1).
3) $\mathfrak{F}A$ d\’esigne la famille des ensembles obtenus en effectuant l’op\’eration (A) sur les

\’el\’ements de $\mathfrak{F}$ .
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En effet, nous avons sans peine (1.2),(1.3) et (1.5) d’apr\‘es la d\’efini-
tion. Puis, soit $E$ un \’el\’ement de $\mathfrak{F}$ . Il existe alors une op\’eration analy-

tique $\Phi_{0}(X_{n})$ des ensembles et les \’el\’ements $E_{n}(n=1,2,\ldots)$ de $\overline{\mathfrak{F}}$ tels que
$E=\Phi_{0}(E_{n})$ , et par suite les op\’erations analytiques $\Phi.(X_{n})(;=1,2,\ldots)$ des
ensembles et les \’el\’ements $E_{n}(n, m=1,2,\ldots)$ de $\mathfrak{F}$ tels que $E_{n}=\mathcal{O}_{n}(F_{nm})$

$(n=1,2,\ldots)$ . Or, d’apr\‘es un th\’eor\‘e $me^{4)}$ de MM. L. Kantorovitch et E.
Livenson, l’op\’eration

$\Phi(X_{n})=\Phi_{0}(\Phi_{n}(X_{nm}))$ , (1.6)

o\‘u $X_{nn}=X_{2^{\hslash}}(2m+1)(n, m=1,2,\ldots)$ , est analytique et $E=\Phi(E.)$ , o\‘u $E_{nm}$

$=E_{2(m+1)}n\underline{9}(n, m=1,2,\ldots)$ . Donc, nous avons $\mathfrak{F}\subseteqq \mathfrak{F}$ . En autre part, nous
avons $\mathfrak{F}\subseteqq \mathfrak{F}$ d’apr\‘es (1.2) et d’o\’u, nous avons (1.4).

2. Maintenant, nous supposons que $\mathfrak{F}$ couvrirait $R$ , c’est-\‘a-dire, $R=$

$\sum_{Ue\mathfrak{F}}U$
. Alors, si nous entendrons par un voisinage d’un \’el\’ement $x$ de $R$

une partie commune d’un nombre fini des \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ qui contient $x,$ $R$

est un espac $e$ topologique et quasi-accessible5) par rapport aux voisinages
ainsi obtenus. Nous appelons cette topologie celle par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ , et nons
dirons qu’un sous-ensemble de $R$ est $eff\iota’ ctif$ de’nombrablement par rapport a
cette topologie, s’il est ainsi par rappolt \‘a $\mathfrak{F}$ .

Or, $q_{I}jand$ un sous-ensemble $E$ de $R$ est obtenu en $eflectua\iota\wedge t$ it\’erative-

ment $\sum_{n=1}^{\infty}X_{n}$ et $\infty/IX_{n}$ sur.les \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ , nous appelons $E$ un ensenible
mesurable $(B).Alorsn=1$ il est effectif d\’enombroblement par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ .

3. Puis, nous consid\’erons une fonction $F(x)$ univoque et r\’eelle sur
un sous-ensemble $D$ de $R$ . S’il existe une suite $\{r_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ des nom-
bres r\’eels qui remplit:

Elle est partout dense dans 1‘ensemble des nombres r\’eels, (3.1)

$E\prime lS(F(x)>r_{n})\in\overline{\mathfrak{F}}(n=1,2,\ldots)$ , (3.2)

nous dirons que $F(x)$ est efective d\’enombrablement au. sens faible par rap-
port \‘a $\mathfrak{F}$ , et si, au lieu de (4.2), elle remplit

$Ens(F(x)>r_{n})\in \mathfrak{F}(n=1,2,\ldots)$ , $(3,3)$.
4) L. Kantrovitch et F. Livenson, loc. cit., 1).
5) Nous entendron par un espace quasi-accessible celui que chaque voisinage d’un \’el\’ement

est $tAjours$ ouvert.
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nous dirons que $F(x)$ est effective d\’enombrablement au sens fort par rapport
\‘a $\mathfrak{F}$ .

4. Or, quand une proposition $P$ est \’equivalente \‘a celle qni concerne
du nombre fini ou d\’enombrable des ensembles effectifs d\’enombrablement
par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ , nous dirons que $P$ est effective d\’enozilbrablement par rap-
port \‘a $\mathfrak{F}$ . Par exemple, la

Proposition $P$ : $\mathfrak{F}_{AA}=\mathfrak{F}_{A}$ ,
est \’equivalente \‘a la

Proposition $P^{\prime}$ . Pour une famille $G=\{E_{n_{1}n^{m_{2^{2}}}}^{m_{1}}..;;_{n_{j}^{m_{k}}}\}(k,j, n_{j}, m_{k}=1,2,\ldots)$

des \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ , il existe un syst\‘eme $\{E_{n_{1},n_{2},\ldots.,n_{k}}\}(k, n=1,2,\ldots)$ de M.
Souslin tel que $E_{n_{1},n_{l},\ldots.,n_{k}}\in \mathfrak{G}(k, n=_{k}1,2,\ldots)$ et $q\iota_{r}\cdot e$

$\sum_{\nu}^{\infty};,.\approx 1I_{1}E_{n_{1},nr,\ldots..n_{k}}=\sum_{\nu}^{\infty}\prod_{j=1\mu k=1}(\Sigma^{\infty}IIE_{n,n^{2}’},\ldots;_{n_{J^{n_{k}}}^{\prime}})$ ,

et donc, la proposition $P$ est effective $d\text{\’{e}}_{i^{\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}}}$ ombralement par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ .
Or, nous avons le
$Th_{G}^{\prime}or\grave{e}me1$ . Quand une proposition $P$ est \’equivalenle \‘a celle qui con-

cerne $du$ nombre fini ou d\’enombrable des fonctions effectives d\’enombrablement
au sens faible par rapprrt \‘a $\mathfrak{F}$ , la propositiOn $P$ est $eff\ell cti\ovalbox{\tt\small REJECT} z;e$ d\’enombrablement
par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ .

En effet, quand la proposition $P$ est \’equivalente \‘a celle $Q$ qui concerne
des fonctions $F_{n}(x)(n=1,2,\ldots)$ effectives d\’enombrablement au sens $faib!e$

par rappolt \‘a $\mathfrak{F}$ , il existe les suites $\{r..\}(n, m=1,2,\ldots)$ de nombres r\’eels
qui remplissent (3.1) et

$Ens(F_{n}(x)>r_{nm})\in \mathfrak{F}$ $(n, m=1,2,\ldots)$ , (4.2)

et donc, $Q$ concerne des \’el\’ements $Ens$ $(F_{n}(x)>\prime_{nm}^{\prime})$ $(n, m=1,2,\ldots)$

de $\mathfrak{F}$ . Par suite, la proposition $P$ est effective d\’enombrablement par rap-
port \’a $\mathfrak{F}$ . C. Q. F. D.

2. La fonction caract\’eristique.

5. Or, pour obtenir notre principe, rous employons la fonction cara-
ct\’eristique6) de M. E. Szpilrajn sur la suite des ensembles. Etant donn\’ee
une suite $\mathfrak{E}=\{E_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ des \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ , nous d\’efinisons la fonc-
tion $\sigma(E, x)$ sur $R$ comme il suit, $c^{\prime}est-\text{\‘{a}}$-dire,

6) E. Szpilrajn, The characteristic function of a sequence of sets and some of its applica $\cdot$

tions. Fund. Math., $t$. XXXI, 1938.
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$\sigma(E, x)=_{l}^{\underline{1_{1}}},+\frac{1}{n_{2}}+\ldots+\frac{1}{n_{k}}+\ldots$ , (5.1)

o\’u

$n_{k}=$

et nous l’appelons la fonction carat\’eristique de $\mathfrak{C}$ Nous avons alors le
Lemme 1. $\sigma(\mathfrak{E}, E)$ $(n=1,2,\ldots)$ sont ferm\’es et ouverts en mume temps

par rapport \‘a $\sigma(\mathfrak{E}, R)$ .
En effet, $\sigma(\mathfrak{G}, E_{k})$ est l’ensemble des nombrcs reels (5.1) tels que

$n_{k}=2$ , et donc il est ferm\’e et ouvert par rappolt \‘a $\sigma(\mathfrak{E}, R)$ . C.Q.F.D.
$Th\acute{e}or\grave{c}me2$ . Quand un enscmble $E$ apparticnt \‘a $\mathfrak{C}^{\alpha}$ (ou bien $\mathfrak{E}_{\alpha}$), $\sigma(\mathfrak{E}$ ,

$E)$ est un ensemble $f^{;\alpha}$ (ou bien $G_{\alpha}$ ) par rapport \‘a $\sigma(\mathfrak{E}, R)^{-)}$

C’est une conseqJence directe du lemme 1 et de la d\’efinition.
6. Puis, quand $\mathfrak{F}$ remplit la condition

$\mathfrak{F}_{C}\subseteqq \mathfrak{F}_{A}^{8)}$ (6.1)

nous dirons qu’elle $e$ st kunuguienne.9) No $s$ avons alors le
$Th\text{\’{e}}_{0r}e_{me}3$ . Soicnt $\mathfrak{C}$ une famille kunuguienre et $\mathfrak{E}$ une sous-famille

d\’enombrable de $\mathfrak{F}$ . Il existe alors une sous-famille $d\ell\overline{\mathfrak{E}}$ qui $reml^{lit}$ les
conditions

$\overline{\mathfrak{E}}$ est au plus $d_{t^{\prime}},nombrable$, (6.2)
$\mathfrak{E}\subseteqq\tilde{\mathfrak{E}}$ , (6.3)
$\tilde{\mathfrak{E}}_{C}\subseteqq\tilde{\mathfrak{E}}_{A}$ (6.4)

En effet, nous $d\text{\’{e}} fii1iro\ovalbox{\tt\small REJECT} 1S$ les sous-familles $\mathfrak{C}_{n}(n=1,2,\ldots)$ de $\mathfrak{F}$ comme
il suit. Nous posons d’abord $\mathfrak{E}_{1}=\mathfrak{E}$ Puis, nous supposons que $\mathfrak{E}_{n}$ soIt
defini et qu’elle soit au plus d\’enombrable. Quand nous d\’esignons par $E^{r,k}$

$(k=1,2,.,.)$ les \’el\’ements de $\mathfrak{E}_{n}$ , il existe d’apr\‘es la supposition les syst\‘emes
$\{E_{n’,n2,\ldots.,n_{j}}^{n_{1}k}\}(j, n=1,2,\ldots;k=1, 2, )$ de M. $So\iota|slin$ tels que $E_{n_{1},n_{2}\ldots..,n_{i}}^{n,k}$

$\epsilon \mathfrak{F}(J^{\prime}, n, k=1,2,\ldots)$ et que $R-E^{nk}=\sum_{\nu j^{\infty}}\underline{\underline{J}}l_{1}E_{n,n_{2}\ldots..,n_{i}}^{n_{1}k}(k=1,2,\ldots)$ . D’o\‘u

7) Pour les notations $\mathfrak{C}^{\alpha},$ $\mathfrak{E}\alpha,$
$ p\alpha$ et $G_{\alpha}$ , voir IL IIahn, Reelle Funktionen. Leipzig.

1932.
8) $\mathfrak{F}c$ d\’esigne la famille des compl\‘ementaires d’\’el\’ements de $\mathfrak{F}$ .
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nous d\’esignons par $\mathfrak{E}_{n+1}$ la famille des \’el\’ements $E_{n_{1},n_{2},\ldots.,n_{j}}^{n,k}(j, n, k=1,2,\ldots)$

de $\mathfrak{F}$ , et donce, d’ar\‘es l’induction math\’ematique, nous avons $\mathfrak{E}_{n}(n=1,2,\ldots)$ .
Or, si nous posons $\tilde{\mathfrak{E}}=\sum \mathfrak{E}_{n}\infty$ , elle remplit les conditions (6.2), (6.3) et
(6.4). C. Q. F. D.

Donc, si nous d\’esignons par $\tilde{\mathfrak{E}}_{B}$ la famille de \’el\’ements obtenus et ef-

fectuant it\’erativement $\sum_{n=1}^{\infty}X_{n}$ et $R-X$ sur les \’el\’ements de $\tilde{\mathfrak{E}}$ , nous avons
$\tilde{\mathfrak{E}}_{B}\subseteqq\tilde{\mathfrak{E}}_{A}$ , (6.5)

c’est-\‘a-dire,

Corollaire. Pour claque ensemble $E$ de $\tilde{\mathfrak{E}}_{B}$ , $E$ et $R-E$ appar-
tiennent \‘a $\mathfrak{C}_{A}$ en m\^eme temps, et donc $\sigma(\tilde{\mathfrak{E}}, E)$ et $\sigma(\tilde{\mathfrak{E}}, R-E)$ sont analytique
par rapport \‘a $\sigma(\tilde{\mathfrak{E}}, R)$ .

7. Or, nous avons pour les op\’erations analytiques des ensembles le
Th\’eor\‘eme 4. Quand $\Phi(X_{n})$ est une op\’eration analytiqne et positive,

nous avons

$\Phi(E_{n})=\sigma^{-1}(\mathfrak{E},$ $\Phi(\sigma(\mathfrak{E}, E))$ , (7.1)

o\‘u $\mathfrak{C}=\{E_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ et $E\in \mathfrak{F}(n=1,2,\ldots)$ .
En effet, quand $\mathfrak{N}$ est une base de $\Phi(X_{n})$ , nous avons

$\sum\dot{1}I\sigma(\mathfrak{E}\mathfrak{V}^{k=1}\infty E_{n_{k}})=\sum_{\mathfrak{V}}^{\infty}\sigma(\mathfrak{E}, J1E_{n_{k}})=\sigma(\mathfrak{E},\sum_{\mathfrak{V}k=1}\prod_{k=1}^{\infty}E_{n_{k}})$ ,

et donc, nous avons (7.1).
8. Puis, soit $f(x)$ une fonction effective d\’enombrablement au sens $f_{01}t$

par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ . Il existe alors une suite $\{r_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ des nombre $s$

r\’eels qui remplit (3.1) et (3.3). Donc, si nous posns

$f^{\delta}(\mathfrak{E}, x))=f(x)$ , (8.1)

o\’u $\mathfrak{E}=\{Ens(f(x)>r_{n})\}(n=1,2,\ldots),$ $f^{6}(x)$ est continue sur $\sigma(\mathfrak{E}, R)$ , et
d’o\‘u, nous avons le

$Th\acute{e}or\grave{c}me5$ . Pour une fonction $f(x)$ de $\mathfrak{S}(\mathfrak{F}^{\alpha}, *)$ (ou bien $\mathfrak{S}(*,$ $\mathfrak{F}\alpha)$ ),
$iJ$ exisle une suite $\mathfrak{E}=\{E_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ des \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ telle que $f^{\delta}(x)$ soit
une fonction de $\mathfrak{E}$ (ou bien C) par rapport a $\sigma(\mathfrak{E}, R)^{10)}$

9) K. Kunugui. La th\’eorie des ensembles analytiques et les especes abstraits. Jour. Fac.
Sc., IIok. Imp. Univ., ser. 1, vol. IV, 1935.

10) Pour les notations $\mathfrak{S}(\mathfrak{F}^{\alpha}, *),$ $\mathfrak{S}(*, \mathfrak{F}^{\alpha}),$ $\mathfrak{G}^{\alpha}$ et $\mathfrak{G}_{\alpha}$ , voir H. Hahn, loc. cit., 7).
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3. Les principes de l’abstraction.

9. Maintenant, nous donnons nos principes sur l’abstraction de la
th\’eori $e$ descriptive des ensembles. $Q_{c}1and$ une proposition $P$ est effective
d\’enombrablement par $rapp_{01}t$ \‘a $\mathfrak{F}$ , il existe une propositioJ $Q=Q(E_{1}, E_{2},\ldots)$

qui est \’equivalente \‘a $P$ et qui concerne des \’el\’ements $E_{n}(n=1,2,\ldots)$ de $\mathfrak{F}$ .
Or, si nous posons $E_{n}^{\delta}=\sigma(\mathfrak{E}, E_{n})(n=1,2,\ldots)$ , o\‘u $\mathfrak{E}=\{E_{n}\}(n=1,2,\ldots)$ , ils
sont ferm\’es et ouverts en m\^eme temps par rapport \‘a $\sigma(\mathfrak{C}, R)$ , et

$Q^{\delta}=Q(E_{J}^{\delta},E_{2}^{\delta},\ldots)$ (9.1)

est une proposition obtenue en effectuant l’op\’eration $\sigma(E, x)$ sur $Q$ .
Ici, si $Q^{\delta}$ est d\’emontr\’ee en $emp^{\iota}oyantseulem^{\Leftrightarrow}.nt$ les ensenibles $E_{n}^{\delta}(n$

$=1,2,\ldots)$ , nous $po\lrcorner vons$ transformer telle d\’emonstration en celle de $Q$ par
l’op\’eration $\sigma(\mathfrak{E}‘ x)$ . Donc, si nous appelons telle d\’emonstration de $Q^{\delta}$ une
d\v{c}monstration analylique de celle-ci, nous avons le

Principe I sur l’abstraction. Un d\’emonstration analylique $d\ell Q^{\delta}$ conduit
$c’ lle$ de $P$.

Or, quand $Q$ concerne des fonctions $f_{n}(x)(n=1,2,\ldots)q_{-}\iota i$ sont effec-
tive d\’enombrablement au sens $r_{01}t$ par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ , la proposition

$Q^{\delta}=Q(f_{1^{\delta}}, f_{2}^{\delta},\ldots)$ (9.2)

est obtcnue en effectuant l’op ration $\sigma(\mathfrak{E}, x)$ sur $Q$ , et sa d\’emonstration,
qui est donn\’ee en em.vloyant $seulem\vee nt$ les fonctions $f_{n}^{\delta}(n=1,2,\ldots)$ ou bien
quelques ensembles $obten_{-}\iota s$ de telles fonctions, est transformer en celle de
$Q$ par l’operation $\sigma(\mathfrak{E}, x)$ . Donc, si nous appelons telle d\’emo[lstratio $\cdot$u
celle analytiqu $e$ de $Q$ , nous avons le

Principe II sur l’abstraction. Une d\’emonstration analylique de $Q^{\delta}$ can-
dui celle de $P$.

4. Les application des principes.

10. Nous envisageons d’abord quelques th\’eor\‘emes sur la projection
des ensembles. Soient $S$ un espace m\’ett ique, discontinu et separable, et
$\mathfrak{F}$ une famille des sous-ensembles de $R$ telle que $R=\sum F$. Alors, en d\’esi-
gnant par $F$ la famille des $\sigma_{omm^{a}\vee s}$ directes $E\oplus U$, o\’u $E$ est un \’el\’ement

de $\mathfrak{F}_{C}$ et $U$ est un ensemble ouvert et felm\’e de $S,$ $\iota^{\gamma}$-ous prenons la somme
directe topologiqne $S\oplus R$ par rappolt \‘a $\mathfrak{F}$ Pour un ensemble ferm\’e $E$

de $S\oplus R$ , la projection de $E$ sur $Rapp3ltient$ \‘a $\Phi(\mathfrak{F})$ , o\’u $\Phi(X_{n})$ est une
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op\’eration g\’en\’eralis\’ee de Sojslin dont la base est hom\’eomorphique \‘a S. En
effet, nous avons

$\sigma(\mathfrak{E})E)=F(S\oplus\sigma(\mathfrak{C},R))$ , (10.1)

o\‘u $F$ est un sous-ensemble ferm\’e de $S\oplus L$ et $\mathfrak{E}$ est une suite infine des
\’el\’ements de $\mathfrak{F}$ telle que $E\in \mathfrak{E}$ et donc, $no_{\sim}^{\vee}IS$ avons $Proj_{\rho_{\iota}}$ $(E)\in\Phi(\mathfrak{F})$ .
Inversement, il est evident que tout ensemble de $\Phi(\mathfrak{F})$ est donn\’e par telle
mani\‘ere. Nous avons donc le

$Th\text{\’{e}}_{or}e_{me}6$ . Soient $\mathfrak{F}$ une famille $d_{\vee}/s$ sous-ensembles de $R$ telle que
$\mathfrak{F}_{\delta}=\mathfrak{F}$ et $S$ un espace $m_{6^{\prime}}trique$ , discontinu et se’parable. Alors, la $p_{\gamma 0_{J}}ec\hslash on$

d’un ensemble ferm\’e et effectif $d\iota^{\prime}nombrabl_{-}^{\rho}m_{-}^{\circ}nt$ de $S\oplus R$ sur $R$ appartient \‘a
$\Phi(\mathfrak{F})$ , o\’u $\Phi(X_{n})eS_{J}^{f}$ une op\’eration g\’en\’eralis\’ee de Souslin dont la base est
hom\’eomorpfiique \‘a $S,$ et tout ensemble $dg\Phi(\mathfrak{F})esl$ obtinu aussipar lelle mani\‘ere.

Corollaire. Pour un espace $S$ m\’etrique, cornplet et s\’eparable, la projection
d’un ensemble mesurable $(B)$ et effeclif d\’enombrablemjjnt de $S\oplus R$ sur $R$ est
un ensemble analylique par rapport \‘a $\mathfrak{F}^{11)}$

11. Puis, nous $CO_{-1}^{\backslash }sid\acute{e}rons$ quelques th\’eor\‘emes sur la s\’eparation des
ensembles. Soit $\mathfrak{F}$ une famille kunugienne des sous-ensembles de R. Alors,
$po_{1}r$ deux \’el\’ements $E$ et $F$ de $\mathfrak{F}_{A}$ les ensembles

$E^{o}=\sigma(\mathfrak{E}, E)$ et $F^{\sigma}=\sigma(\mathfrak{E}, \mathfrak{F})$ , (11.1)

o\‘u $\mathfrak{E}$ est ene suite infine des \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ telle que $E$ et $F$ appartiennent
\‘a $\mathfrak{E}_{A}$ , sont analytixues par rapport \‘a $\sigma(\mathfrak{E}, R)$ et do $\Delta uc$ , il existe les ensem-
bles analytiques $E$ et $F$ tels qu’on ait $E=E^{0}\sigma(\mathfrak{E}, R)$ et $F=F^{0}\sigma(\mathfrak{E}, R)$ .
Or, il existe les ensembles mesurables $(B)G^{0}$ et $H^{0}$ tels qu’on ait

$E^{0}-F^{0}\subseteqq G^{0},$ $F^{0}-E^{0}\subseteqq H^{0}$ et $G^{0}H^{0}=0$ . (11.2)

D’o\‘u, si nous posons $G=\sigma^{-1}(\mathfrak{E}, G^{0}\sigma(\mathfrak{E}, R))$ et $H=\sigma^{-1}(\mathfrak{E}, H^{0}\sigma(\mathfrak{E}, R))$ ,

r.ous avons

$E-F\subseteqq G,$ $F-E\subseteqq H$ et $GH=0$ . (11.3)

Or, puisque $G$ et $H$ sont mesurable $(B)$ et que $\mathfrak{F}$ est kunuguienne $G$ et
$H$ appartiennent \‘a $\mathfrak{F}_{A}$ et $\mathfrak{F}_{AC}$ en m\^eme $te$ mps d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3. Donc,

nous avons le
$Th\acute{e}or\grave{\epsilon}me7$ . Soit $\mathfrak{F}$ une famille kzinuguienne des sous-ensembles de $R$

11) K. Kunugui, loc. cit., 9),
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Alors, pour deux $\acute{e}l_{l^{\prime}}m^{J}nlsEe\theta Fd^{J}\mathfrak{F}_{A}$ , il existe les ensembles $G$ et $H$ tels
qu’on ait (11.3) et $qn_{\vee^{\prime}}^{y}G$ et $Happarti\iota^{y};ne\prime lt$ \‘a $\mathfrak{F}_{A}$ et $\mathfrak{F}_{AC}$ en meme temps

De m\^eme, au gr\^ace d’un th\’eor\‘eme13) de M. C. Kuratowski sur la reduc-
tion, nous avons le

$Th\text{{\it \’{e}}} or\dot{e}me8$. Soil $\mathfrak{F}$ une famille kunuguienne des sous-ensembles de $R$ .
Alors, pour deux \’el\’ements $E$ et $F$ de $\mathfrak{F}_{A}te’ ts$ qu’on ait $EF=0$ , il existe les
ensembles $G$ et $H$ tets qu’on ait

$E\subseteqq G,$ $F\subseteqq H$ et $GH=0$ , (11.4)

et qu’ils appartiennent \‘a $\mathfrak{F}_{A}$ et $\mathfrak{F}_{AC}$ en m\^eme temps.
12. De m\^eme, au gr\^ace des th\’eor\‘emes 2 et 5, nous pouvons discuter

la structure des fonctions de R. Baire sur une famille des ensembles. Par
exemple. nous avons le

$Th\text{\’{e}}_{0r}e_{me}9$. Soit $\mathfrak{J}$ un anneau des sous-ensembles de $Rtdl$ que $0$ et
$R$ apparlienne$nt$ \‘a $\mathfrak{F}$ en m\^eme temps. Alors, pour qu’une fonction $f(x)$ sur $R$

appartient \‘a $\mathfrak{S}(\mathfrak{F}, *)^{\alpha}$ (ou bien $\mathfrak{S}(x^{\prime},$ $\mathfrak{F})_{\alpha}$), il faut et il sufft que $Ens(f(x)$

$>r)$ (ou bien $E;\iota s(f(x)<r)$ ) $appartie\prime lt$ \‘a $\mathfrak{F}^{\alpha}$ (ou bien $\mathfrak{F}_{\alpha}$ ) pour tout nombre
$r\acute{c}elr$ .

12) K. Kunugui, loc. cit., 9).
13) C. Kuratowski, Sur les th\’eoremes de s\’eparation dans la th\’eorie des ensembles. Fund.

Math., $t$ . XXVI, 1936.
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