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Quelques Principes dans la Théorie Descriptive
des Ensembles

Motokiti KonpO

‘Comme on sait bien, la plnpart des résultats dans la théorie descrip-
tive des ensembles s'étend toujours sur les deux directions distinctes. L’une
de celles-ci est dans la théorie relative des ensembles et I'autre est dans
la théorie abstraite des ensembles.

~ Or, la plupart de ceux-ci n’est pas essentiellement neuve, et nous pou-
vons donner quelpues principes qui conduisent telle relativisation et telle
abstraction. Le but de cette note est de discuter quelques principes sur
telle abstraction. Les principes considérés ici sont trés simple, mais tres
utile et nous pouvons déduire aisément plusieurs résultats sur l’abstraction
de la théorie descriptive des ensembles.

§1. L’effectivité dénombrable.

1. Nous commengons par quelques définitions. Soient R un einsemble
de quelques éléments et § une famille des sous-ensembles de R. Alors,
nous dirons qu’un sous-ensemble £ de R est eﬂea‘{f dénombrablement par
rapport a:Jy, s’il existe une opération analytique® @(X,) des ensembles et
une suite {Z£,} (#z=1,2,...) des éléments de F tels qu'on ait

E=9(E,),
et de plus, si nous pouvons choisir @(X,) de manié¢re qu'elle est positive?
nous dirons que £ est éﬁctz’f positivement. Puis, nous désignons par ¥ la
famille des ensembles effectifs dénombralement par rapport a . Nous

avons alors

cF (1.2)
® entraine FCO (1.3)
F=F, | (1.4)
T H. (1.6)
1) L. Kantrovitch et E. Livenson, Memoir on the analytical opérations and projective sets,
L. Fund. Math., t XVIII, 1932.
2) L. Kantrovitch et E, Livenson, loc. cit., (1).

'3) Fa désigne la famille des ensembles obtenus en effectuant Popération (A) sur les
éléments de .
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En effet, nous avons sans peine [(1.2),(1.3) et d’aprés la défini-
tion. Puis, soit £ un élément de §F. 1l existe alors une opération analy-
tique @,(X;) des ensembles et les éléments Z,(z=1,2,...) de ¥ tels que
E=®,(E,), et par suite les opérations analytiques @,(X,) (#=1,2,...) des
ensembles et les éléments £, (1, m=12,...) de § tels que E,=C,(F,,)
(n=1,2,...). Or, d’aprés un theoreme” de MM. L. Kantorovitch et E.
Livenson, I'opération

D (Xo) = Po(Pn(Xum))» (1.6)

ot X, =X:"(2m+1) (n, m=12,..), est analytique et E—-¢(E,,) ou E,,
=Epomn (1, m=12,...). Donc, nous avons FCF. En autre patt nous
avons FCF d'apres [(1.2) et d’on, nous avons [(1.4).

2. Maintenant, nous supposons que § couvrirait R, c’est-a-dire, R—

31 U. Alors, si nous entendrons par un woisinage d’un élément x de R
Ueg

une partie commune d’'un nombre fini des éléments de {§ qui contient x, R
est un espace topologique et quasi-accessible® par rapport aux voisinages
ainsi obtenus. Nous appelons cette topologie celle par rappost a ¥, et nous
dirons qu’un sous-ensemble de R est effcctif dénombrablement par rapport a
cette topologie, s’il est ainsi par rappoit a §¥.

Or. quand _un sous- -ensemble £ de R est obtenu en effectuart itérative-

ment ZA’ et IIX sur les éléments de &, nous appelons £ un ensemble

mesurable (B) Alors, il est effectif dénombroblement par rapport a .

3. Puis, nous considérons une fonction ~(x) univoque et réelle sur
un sous-ensemble D de R. S’il existe une suite {r,} (#z=1,2,...) des nom-
bres réels qui remplit:

Elle est partout dense dans I’ensemble des nombres réels, - (3.1)
Ens (F(x)>r,) € %—(n=],2,...), (3.2)

nous dirons que F(x) est e¢ffective dénombrablemnent au_sens faible par rap-
port & ¥, et si, au lieu de [(4.2), elle remplit

Ens (F(x)>r,) €F (n=12,...), 3B3)

4) L. Kantrovitch et F. Livenson, loc. cit., 1).
5) Nous entendron par un espace quasi-accessible celui que chaque voisinage d’'un élément
est tolijours ouvert,
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nous dirons que F(x) est effective dénombrablement an sens fort par vapport
a F.

4. Or, quand une proposition P est équivalente a celle qui concerne
du nombre fini ou dénombrable des ensembles effectifs dénombrablement
par rapport a , nous dirons que P est ¢ffective dénormbrabdlement par rap-
port a . Par exemple, la

Proposition- P:  Faa =T
est équivalente a la

P’. Pour une famille G={Enmmiame (ks nym=12,...)

des éléments de @, il existe un systéme {Z,, naeeey V(& n=12,...) de M.

Souslin tel que Zj, nseecn, € @ (£, 2=,1,2,...) et que
SV By oo, =3 H(SY ILER i ),
v k=1 v og=1 @ k=L 3
et donc, la proposition P est effective décombralement par rapport a .

Or, nous avons le ,

Théoreme 1. Quand wune proposition P est équivalenie a celle qui con-
cerne di nombre fini ou dénombrable des fonctions effectives dénombrablement
an sens faible par rapprrt a §, la proposition P est effective dénombrablement
par rapport a §.

En effet, quand la proposition P est équivalente a celle Q qui concerne
des fonctions #,(x) (#=12,...) effectives dénombrablemznt au sens faible
par rappoit a $, il existe les suites {rn,} (7, m=12,...) de nombres réels
qui remplissent (3.1) et

Ens (Fo(x)>7mm) €F (7z,ym=1,;2,...), (4.2)

et donc, Q concerne des é!éments Eus (Fp(x)>¥um) (oo m=1, 2,...)
de §¥. Par suite, la proposition P est effective dénombrablement par rap-
port 4 . C. Q. F. D.

2." La fonction caractéristique.

5. Or, pour obtenir notre principe, nous employons la fonction cara-
ctéristique® de M. E. Szpilrajn sur la svite des ensembles. FEtant donnée
une suite E={Z,} (#z=12,...) des éléments de ¥, nous définisons la fonc-
tion o(&, x) sur R comme il suit, c’est-a-dire,

6) E. Szpilrajn, The characteristic function of a sequence of sels and some of its applica-
tions., Fund. Math., t. XXXI, 1938,
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. .
o(B ="ty 414 (6.1)
n, M, "y,
ou _
"= .
2, st xe€lk,,

et nous l'appelons la fonction caratéristique de . Nous avons alors le

Lemme 1. (€, E) (n=1, 2,...) sont fermnés ct ouverts en méme temps
par rapport ¢ (€, R).

En effet, 6(®, E,) est I'ensemble des nombres reels tels que
n,=2, et donc il est fermé et ouvert par rappoit a ¢(€&, R). C.Q.F.D.

Théoreme 2. Quand un cnsemble E apparticnt a G* (ou bien &,), (€,
E) est un cnsemble F* (oun bien G) par rapport a o(E, R).”

Clest une consequence directe du lemme 1 et de la définition.

6. Puis, quand {§ remplit la condition

FeSFa” (6.1)

nous dirons qu’elle est lunwuguienne” No.s avons alors le
Théoreme 3. Soicnt € une famille kunuguienve et € une sous-famille

dénombrable de §. Il existe alors une sous-famille de © qui remplit les
conditions

€ est au plus dénombrable, - (6.2)
G, (6.3)
G.cC. | (6.4)

En effet, nous définirons les sous-familles €, (=1, 2,...) de F comme
il suit. Nous posons d’abord €,=E. Puis, nous supposons que €, soit
defini et qu’elle soit au plus dénombrable. Quand nous désignons par E™*
(£=1,2,...) les éléments de €,, il existe d’aprés la supposition les systémes
{B0waeeomy b (G 2=1, 2,05 =1, 2, ...) de M. Souslin tels que £35,....n,
eF (Jy n, £=1, 2,...) et que R—E"*=3] PlE:f,.,,....,ni (£=12,...). D’ou

v

7) Pour les notations %, Ex, /* et Ga, voir II. Ilahn, Reelle Funktionen. Leipzig.
1932. '

8) e désigne la famille des complémentaires d’¢éléments de §.



Quelgques principes dans la théorie descriptive des ensembles 95

nous désignons par €,,, la famille des éléments 11’:;,",,2‘_,.,,,,], (Jy n, £=12,...)
de @, et donce, d’arés l'induction mathématique, nous avons €,(2z=1,2,...).

Or, si nous posons @=i‘@m elle remplit les conditions (6.2), et
@4. C Q. F. D.

Donc, si nous desxgnons par €, la famille de éléments obtenus et ef-

fectuant itérativement EX et R— X sur les éléments de @3, nous avons

C,CCs (6.5)
c’est-a-dire, A _
Corollaire. Pour chaque ensemble E de ©n E ¢t R—E appar-
tiennent & G4 en méme temps, et donc (€, E) ez‘ o(€, R—E) sont analytique
par rapport & o(G, R). ’

7. Or, nous avons pour les opérations analytiques des ensembles le
Théoreme 4. Quand P(X,) est une opévation analytique et positive,
nous avons

D(E,)=0""(C, @(a(C, E)), (71

o E={E,} (n=12,...) et E € F(n=12,...).
En effet, quand R est une base de @(X,), nous avons

S0 (G, En)=30(C, lIE, )=a(CX IIE, ),
B k=1 B k=1 g k=1

et donc, nous avons .

8. Puis, soit f(x) une fonction effective dénombrablement au sens fort
par rapport a . Il existe alors une suite {7»,}(#=1,2,...) des nombres
réels qui remplit (3.1) et (3.3). Donc, si nous posns '

FE, ) =f(x), » (8.1)
o E={Enus (f(x)>r.)} (n=12,...), f°(x) est continue sur (€, R), et
d’ou, nous avons le ‘
Théoreme 5. Pour wune fonction f(x) de S(F* *) (ou bien S(*, Fa)),
il existe une suite €=1{E,} (n=12,...) des éléments de ¥ telle que f°(x) soit
une fonction de & (ou bien §) par rapport & o(€, R).®

9) K. Kunugui. La théorie des ensembles analytiques et les especes abstraits. Jour. Fac.
Sc., Hok. Imp. Univ., ser. 1, vol. IV, 1935.
10) Pour les notatlons S(Z*, *), &(*, F*), B* et Ba, voir H. Hahn, loc. mt D.
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3. Les principes de I’abstraction.

9. Maintenant, nous donnons nos principes sur l'abstraction de la
théorie descriptive des ensembles. Quand une proposition P est effective
dénombrablement par rappoit a §, il existe une proposition @Q=Q(&,, E,,...)
qui est équivalente a P et qui concerne des éléments E,(#7=1,2,...) de §.
Or, si nous posons Ei=a(E, £, (n=12,...), ou E={ZE,}(n=12,...), ils
sont fermés et ouverts en méme temps par rapport a (€, R), et

Q*=Q(ESES,...) 9.1)

est une proposition obteaue en effectuant 'opération ¢(Z, x) sur Q.

Ici, si @° est démontrée en employant seulement les ensembles E5(n
=1,2,...), nous pouvons transformer telle démonstration en celle de Q par
'opération a(€* x). Donc, si nous appelons telle démonstration de @° une
démonstration analytique de celle-ci, nous avons le

Principe I sur labstraction. Unc démonstration analylique de Q° conduit
colle de P.

Or, quand Q concerne des fonctions f,(x) (2=12,...) qui sont effec-
tive dénombrablement au sens fort par rapport a , la proposition

Q°=Q0f’ fOhe) (9.2)

est obtenue en effectuant 'opération (€, x) sur Q, et sa démonstration,
qui est donnée en employant seulemeznt les fonctions f3(#=1,2,...) ou bien
quelques ensembles obtenus de telles fonctions, est transformer en celle de
Q par loperation (€, x). Donc, si nous appelons telle démonstration
celle analytique de Q, nous avons le

Principe II sur Pabstraction. Une démonstration analytique de Q° con-
duit cclle de P.

4. Les application des principes.

10. Nous envisageons d’abord quelques théorémes sur la projection
des ensembles. Soient S un espace métrique, discoatinu et separable, et
& une famille des sous-ensembles de R telle que R=31F. Alors, en dési-
gnant par # la famille des sommss directes ZDU, ot £ est un élément
de ¥ et U est un ensemble ouvert et fermé de S, nous prenons la somme
directe topologique S(HAR par rappoit a ¥ . Pour un ensemble fermé £
de SEPR, la projection de E sur R appautient a @(F), oh @(X,) est une
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opération généralisée de Souslin dont la base est homéomorphique a S. En
effet, nous avons

(G, ) =F(SPs(G,R)), ,' (10.1)

ol F est un sous-ensemble fermé de S@L et @ est une suite infine des
éléments de ¥ telle que £ € @ et donc, nous avons Projr (£) € @(F).
Inversement, il est evident que tout ensemble de @(F) est donné par telle
maniére. Nous avons donc le v

Théoreme 6. Soient § wune famille des sous-enscmbles de R telle que
Xs=F et S un espace méitrique, discontinu et séparvable. Alors, la projection
d'un ensemble fermé ct cffectif dénombrablement de SR sur R apparticnt &
D(E), ot D(X,) est une opération généraliséc de Souslin dont la base est
loméomorplique a S, et tout ensemble de D (X)) est obeinu aussi pay telle maniére.

Corollaire. Pour un espace S métrique, complet ct séparable, la projection
d'un ensemble mesurable (B) ot effectif dénombrablement de SOR sur R est
un ensemble analyltique par rapport a F." ‘

11. Puis, nous coasidérons quelques théorémes sur la séparation des
ensembles. Soit ¥ une famille kunugienne des sous-ensembles de R. Alors,
pour deux éléments £ et / de 4 les ensembles

E°=6(E, E) et F°=06(E, ¥), (11.1)

ou € est ene suite infine des éléments de § telle que £ et F appartiennent
a €, sont analytixues par rapport a (€, R) et doac, il existe les ensem-
bles analytiques £ et F tels qu'on ait L=E° ¢(€, R) et F=F° (€, R).
Or, il existe les ensembles mesurables (B) G° et A" tels qu’on ait

E—F°C G F'—E°CH’ et G'H °=0. (11.2)
D’ou, si nous posons G=0¢""(€, G%(€, R)) et H=0""(E, H® (€, R)),

.ous avons
E—FCG, F—ECH et GH=0. (11.3)

Or, puisque G et A sont mesurable (B) et que ¥ est kunuguienne G et
H appartiennent a ¥, et Fac en méme temps d’apres le théoréme 3. Donc,
nous avons le

Théoreme 7. Soir § wune famille kunuguicnne dos sous-ensembles de R,

11) K. Kunugui, loc. cit., 9),
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Alors, pour deux élémznts E et F d2 Fa il existe les ensembles G et H tels
gon ait (11.3) et que G et H apparticunent & F, et Fac en meme temps.”
De méme, au grice d’un théoréme™ de M. C. Kuratowski sur la reduc-
tion, nous avons le
Théoreme 8. Soit § une famille kunuguicnne des sous-ensembles de R.
Alors, pour deux éléments E ot F de F4 tels qu'on ait EF=0, il existe les
enscmbles G et H tels qu'on ait

ECG, FCH et GH=0, (11.4)

ct qu'ils appartiennent & Fa €8 Fac en méme temps.

12. De méme, au grace des théorémes 2 et 5, nous pouvons discuter
la structure des fonctions de R. Baire sur une famille des ensembles. Par
exemple, nous avons le

Théoreme 9. Soit § wun anneau des sous-cnsembles de R tel que O et
R appartiennent & F en méme temps. Alors, pour qu'une fonction f(x) sur R
appartient a S(F, ) (ou bien S(*, F)a), #l faur ¢t il supfet que Ens (f(x)
>7) (on bicn Ens (f(x) <r))apparticnt a F* (ou bicn o) pour tout nombre
reel r.

12) K. Kunugui, loc. cit., 9).
13) C. Kuratowski, Sur les théoremes de séparation dans la théorie des ensembles. Fund.
Math., t. XX VI, 1936,
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