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Puisque les notions de la perfection et de la non-contradiction d'un systeme
d'axiomes du calcul des propositions sont toujours defmies quant aux matrices,
le rapport entre ces notions peut etre reduit a. celui entre ses matrices.

Designons par S un ensemble qui contient toutes les propositions variables
a,b,c, , x,y,z, et qui est ferme concernant les operations V, •,—,->, ~ ,
et par A, B, C, -,X, Y, Z les sous-ensembles de S, et par Mi un produit
de tous les ensembles qui contiennent toutes les formules satisfaisant une
matrice πn a / valeurs ( 2 < / < #0), et par Fl(A) un produit de tous les
ensembles qui contiennent A et qui sont fermes concernant les regies de
substitution et de modus ponens.

Nous definissons une serie des matrices comme suit:
Designons par V(nk) le domaine des variables d'une matrice m, par

W(mι) Γimage de V(m). mn est seriel, c. -a-d. mn forme une serie {nin},
si Γon a V(mn) = W(mn) pour tous n tels que 2 < n ^ 4<OJ pourvu que la
valeur designee de mn soit toujours 0. Toutes les matrices sont serielles ou
non-serielles.

Exemples des matrices serielles.
La matrice du systeme d'axiomes du calcul des propositions de Hubert

[1] et celle du systeme d'axiomes du calcul des propositions trivalentes de
J.Lukasiewicz [2] appartiennent a une meme serie des matrices, parce que
leur matrices sont comme suit:
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Mais la matrice du systeme d'axiomes de J. Lukasiewicz et celle du
systeme d'axiomes de A. Heyting [3] n'appartiennent pas a une meme serie
des matrices, parce que Paxiome de A. Heyting

ne satisf ait pas a la matrice citee plus haut de J. Lukasiewicz, c. -a-d. cet
axiome prend la valeur 2 par cette matrice lorsque x prend la valeur 0 et
y prend la valeur 2.

Au contraire Paxiome de J.Lukasiewicz

prend la valeur 2 par la matrice suivante [4] de A. Heyting
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lorsque x prend la valeur 2 et y prend la valeur 0.
Exemple d'une matrice non-serielle.
La matrice que A. Heyting a employee pour demontrer Pindependance

d'un de ses axiomes n'est pas serielle comme suit [5] c. -a-d. on a W(m3) ̂  V(m3).
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Lorsque Pon a W(niι)^ V(ntί), les valeurs qui ne paraissent pas dans
W{wiι) ne sont necessaires que pour la demonstration de Pindependance, et
lorsque Pon a V(rnι) ^ W(nh)y on ne peut pas demontrer la non-contradiction
d'un systeme d'axiomes par cette matrice, c'est pourquoi les systemes
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d'axiomes qui s'emploient en effet ont toujours les matrices serielles.
Nous demontrerons une propriete d'une serie des matrices.

THEOREME 1. Λfn+i c: Mn, pour 2 < n <, # 0 .

DέMONSTRATiON. On se sert de Γinduction mathematique.
Fixons un mλ et considerons tous m3 qui contiennent ce mλ. Alors, si

Γon a / \m3 = nh, on aura \jMi = M2. D'autre part, il existe evidemment
i I

f \ ̂ 4 = nt2 pour une serie des matrices. Par consequent, on a

(1) M3 c= Ma.

Nous supposons que

(2) si Γon a mn-ι = I W«, on aura Mn-i = U M ,

et nous demontrerons que

(3) si Γon a mn ~ I \ntn+h on aura Mn = \JMLI .

En prenant MJ qui est un de Mn, on tire de (2), a cause de la serie
des matrices,

(4) M«cM»-i.

MJJ est un produit de tous les ensembles qui contiennent toutes les propo-
sitions qui prennent toujours la valeur 0 par la matrice n%. En mettant
dans Γensemble (Mn-ι — M£) toutes les propositions qui ne prennent pas
toujours la valeur 0 par la matrice #ij, nous supposons qu'elles prennent
la valeur 1. Si Pon prend Mn-i pour S, le rapport entre Mn-ι et M^sera
egal a celui entre S et M2. Puisque Γon a (1) pour Ma, on aura (3) pour
Mn+i. Q.E.D.

Definissons la non-contradiction de A (que nous considerons comme un
systeme d'axiomes du calcul des propositions) par la formule

Df 1 (B Mi) (Fl(A)czMi),

par consequent, la contradiction de A par la formule

et la perfection faible de A par la formule

Df 2 (3 Mt) (Mi a Fl(A)\

et de plus, la perfection forte de A par la formule

Df 3 (V Mn) (Mn d F/(A)), 2 ^ n ^ # 0 .

THέoREME 2. Sί A ^sί fortement parfait concernant une serie {mn}, A est
faiblement parfait concernant toutes les matrices apparaissant dans {nin}.

DέMONSTRATiON. D'apres les Df 2,3.

THέoREme 3. Si A est faiblement parfait concernant une matrice mt apparais-
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sant dans une serie {mn}, A est aussi faiblement parfait concernant mn+\.

DέMONSTRATiON. D'apres le Theoreme 1.
Df 4 A~B==Aci Fl(B). B c Fl(A\

TH6OREME 4. Si A et B sont fortement parfaits concernant une serie
{mn}, on a A~B.

DέMONSTRATiON. D'apres la Df 3 et le Theoreme 1.
D'apres la definition d'une matrice normale [2J, il est evident que toutes

les matrices serielles dans lesquelles est contenue la matrice du systeme
d'axiomes de Hubert sont normales. L'adequatite d'une matrice mi a A
signifie Fl(A) c Mt et Mi c: Fl(A).

TH&OREME 5. Si une matrice normale m{ est adequate a A et a B, on a
A~B.
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