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Puisque les notions de la perfection et de la non-contradiction d’un systéme
daxiomes du calcul des propositions sont toujours définies quant aux matrices,
le rapport entre ces notions peut étre réduit a celui entre ses matrices.

Désignons par S un ensemble qui contient toutes les propositions variables
ab,c, -, %2 et qui est fermé concernant les opérations V,-, —, >, ~,
et par A, B,C, -, X,Y,Z les sous-ensembles de S, et par M; un produit
de tous les ensembles qui contiennent toutes les formules satisfaisant une
matrice m; 4 ¢ valeurs 2<i< &,), et par FI(A) un produit de tous les
ensembles qui contiennent A et qui sont fermés concernant les régles de
substitution et de modus ponens.

Nous définissons une série des matrices comme suit:

Désignons par V(ms) le domaine des variables d’'une matrice mu, par
W(m;) l'image de V(m;). m. est sériel, c.-a-d. m, forme une série {mn},
si lon a V(m,) = W(m,) pour tous # tels que 2<#n< £, pourvu que la
valeur désignée de m, soit toujours 0. Toutes les matrices sont sérielles ou
non-sérielles.

Exemples des matrices sérielles.

La matrice du systéme d’axiomes du calcul des propositions de Hilbert
[1] et celle du systéme J’axiomes du calcul des propositions trivalentes de
J. Lukasiewicz [2] appartiennent 4 une méme série des matrices, parce que
leur matrices sont comme suit:

V ‘0 1! 2\ ............ ¢« |0 1‘ 2‘ ------------
oo of of 0olo 1] 2
110 1| 2 1|1 1' 1
Hilbert |— —
2|10 2 2 212 1 2
Lukasiewicz |, . “*—k )
- lo 1 l 2 e, | = l z
0|0 1|2 01
110 0} 0 1|0
210 2 0O 2|2
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Mais la matrice du systéme d’axiomes de J.Lukasiewicz et celle du
systéme d’axiomes de A.Heyting [3] n’appartiennent pas a une méme série
des matrices, parce que P'axiome de A.Heyting

@>3).x>3)>%
ne satisfait pas 4 la matrice citée plus haut de J.Lukasiewicz, c.-a-d. cet
axiome prend la valeur 2 par cette matrice lorsque x prend la valeur O et
y prend la valeur 2.
Au contraire P’axiome de J. Lukasiewicz
(Z>3)>@>x)
prend la valeur 2 par la matrice suivante [4] de A.Heyting

v[o 1|2| ......... i 0 1|2’ .........

olo ofo [070 1’2

10 12 101 1)1
Hilbert | —-

2|0 2 2 2]z 1 2
Heyting ,

- |0 1'2 ......... xl’;

0lo 12 01

1000 110

2]0 1 0 2|1

lorsque x prend la valeur 2 et ¥ prend la valeur 0.

Exemple d’une matrice non-sérielle.

La matrice que A.Heyting a employée pour démontrer I'indépendance
d’un de ses axiomes n’est pas sérielle comme suit [5]; c. -a-d. on a W(n;) & V(m;).

vio 1 2 . 012' |-)‘o12 z |z
0lo0 0 o o/lo 1 o0 olo 1 1 01
1101 0 11 1 1 110 0 o0 10
2|0 0 0 210 1 o 20 1 1 21

Lorsque Tl'on a W(m;)S V(m;), les valeurs qui ne paraissent pas dans
Wi(m;) ne sont nécessaires que pour la démonstration de I'indépendance, et
lorsque l'on a V(m;) & W(m;), on ne peut pas démontrer la non-contradiction
d'un systéme d’axiomes par cette matrice, c’est pourquoi les systémes
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d’axiomes qui s’emploient en effet ont toujours les matrices sérielles.
Nous démontrerons une propriété d’une série des matrices.

THEOREME 1. My, © M,, pour 2<n=< ,.

DEMONSTRATION. On se sert de Pinduction mathématique.
Fixons un m, et considérons tous m; qui contiennent ce m.. Alors, si

l'on a mm§ = my, On aura UMé = M,. D’autre part, il existe évidemment
2 3

n mi = m, pour une série des matrices. Par conséquent, on a
i

(1) M3 c M. 26
Nous supposons que

@) si lon a my_, = ﬂmf,, on aura M,_; = UM.%,
4 [3

et nous démontrerons que

3) si 'on a m, = nmﬁﬂ, on aura M, = UMfm .
i [

En prenant M? qui est un de M,, on tire de (2), 4 cause de la série
des matrices,

@ M2 < M, ..

M? est un produit de tous les ensembles qui contiennent toutes les propo-
sitions qui prennent toujours la valeur 0 par la matrice m?. En mettant
dans l’ensemble (M,-, — M}) toutes les propositions qui ne prennent pas
toujours la valeur 0 par la matrice »% nous supposons qu'elles prennent
la valeur 1. Si l'on prend M,., pour S, le rapport entre M,-, et M%sera
égal a4 celui entre S et M,. Puisque l'on a (1) pour M, on aura (3) pour

Mn+1. Q- E. D.
Définissons la non-contradiction de A (que nous considérons comme un
systéme d’axiomes du calcul des propositions) par la formule

Df 1 (3 My) (FI(A) < M),

par conséquent, la contradiction de A par la formule
(T M) (FIA) < M),

et la perfection fa‘ible de A par la formule

Df 2 (2 M) (M; < FI(A)),
et de plus, la perfection forte de A par la formule
Df 3 (VM) (M, Fl(A)), 2<n< ,.

THEOREME 2. Si A est fortement parfait concernant une série {m,}, A est
faiblement parfait concernant toutes les matrices apparaissant dans {my}.

DEMONSTRATION. Draprés les Df 2, 3.

THEOREmMe 3. Si A est faiblement parfait concernant une matrice m; apparais-
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sant dans une série {m.}, A est aussi faiblement parfait concernant my...

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoréme 1.
Df 4 A~B=AcCFIB). BcFIA).

TuforEME 4. Si A et B sont fortement parfaits concermant une série
{m,}, on a A~ B.

DEMONSTRATION. D’aprés la Df 3 et le Théoréme 1.

D’aprés la définition d'une matrice normale [2], il est évident que toutes
les matrices sérielles dans lesquelles est contenue la matrice du systéme
d’axiomes de Hilbert sont normales. L’adéquatité d’une matrice m; a A
signifie FI(A) < M; et M; < FI(A).

THaEOREME 5. Si une matrice normale m; est adéquate ¢ A et & B, on a
A~ B.
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