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1. Einleitung . In dieser Abhandlung mδchte ich die folgende Abhandlung
erweitern: M. Hukuhara: Sur les proprietes asymptotiques des solution d'un
systeme d'equation differentielles lineaires contenant un parametre. Er eror-
terte die Falle von der Art, dass die charakteristische Gleichung nicht nur
verschiedene Wurzeln hat, sondern auch noch mehrfache Wurzeln hat.
Ferner erweiterte er dies zum Falle einer komplexen unabhangigen Verander-
lichen.2)

Anderseits erorterte C. C. Hurd die asymptotische Entwicklung der Lδsung
einer linearen homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung, welche auf
einen Parameter abhangt.2) Wenn alle Wurzeln der charakteristischen
Gleichung voneinander verschieden sind, dann braucht es keine Voraussetzung
zu unsrem Zwecke.3) Wenn die charakteristische Gleichung mehrf ache
Wurzeln hat, dann kann man diesen Zweck nach der Betrachtung der cha-
rakteristischen Hilfsgleichung erreichen. 4> Ferner erorterte er die asympto-
tische Entwicklung der Losung einer linearen homogenen Differentialgleichung
n-ter Ordnung, welche auf zwei Parametern abhangt.5) Dabei betrachtete er
nur den Fall dass die charakteristische Gleichung verschiedene Wurzeln
hatte. Es genύgte ihm keine Voraussetzung zu betrachten, welche der
charakteristischen Hilfsgleichung der Differentialgleichung entsprach, die auf
einen Parameter abhangte.

In dieser Abhandlung wollen wir nur aine Differentialgleichung behandeln,
welche auf zwei Parametern abhangt und deren charakteristische Gleichung
mehrfache Wurzeln hat.

2. Formale Losung. Wir betrachten ein System von linearen homogenen
Diffe entialgleichungen, welche auf zwei Parametern abhangen:

(l) y] = λ> 2 «*(*> λ> rfy* 0 = l, 2).
fc = l

Mit Benutzung einer Matrix lasst sich (1) folgendermassen umschreiben:

1) Vgl. [1]
2) Vgl. [?].
3) Vgl. [2]. §3 (1).
4) Vgl. [2]. §3 (27b)
5) Vgl. [3].
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Wir stellen die folgeaden Voraussetzungen:

1° A(x,\μ) ist fur a<:X<:β, X,μ>0 stetig. Von jetzt an wollen wir
nur den Fall betrachten, dass λ und μ hinre'cheαd gross sind, was wir durch
X,μ>R ausdrϋcken wollen. Weiter der Einfachheit halber wollen wir an
Stelle von a<ίx^β,X,μ> R kϋrzer D schreiben.

2° A(x,\μ) lasst sich folgendermassen asymptotisch entwickeln:
oo

A{X} λ, μ) ~ 2 A{x)\-r μ~s fur D, X, μ -> oo.
r,s=O r s

3° A(x) ist fur cc^x^β geniigend oft differentierbar.
rs

4° Die charakteristische Gleichung von (1) \A{x) — pE\ = 0 basitzt eine

zweifache Wurzel p = ξ(x).
FQhren wir die Transformation

in (1) ein, so kann man nach Wahl der passenden Funktion P(x) A(x) zur
Uϋ

kanonischen Form bringen. Also darf man vom Anfang an fίir A(x) voraus-
Uϋ

setzen, dass es eine kanonische Form besitzt. Ferner, wenn man an Stelle
von A(x, λ, μ) den Ausdruck A(x, X, μ) — ξ{x)E betrachtet, dann kann man vom
Anfang an ξ(x) = 0 voraussetzen.

Durch die Transformation

(2) yΊ = y» Jt = λ>jy2

geht (1) in
(3) T ' = XιμA{X, X} μ)Ϋ
ίiber. Wie eine kurze Berechnung ze;gt, besitzt A(x, X, μ) dieselbe Eigenschaften
wie bei A(x, λ, μ).

5° Ά(x, X, μ) ist fur D stetig.

6° ^A{x,X,μ) lasst sich folgeαde massen asymptotisch entwickeln:

Ά(X,\μ)~ 2 A(x)X~rμ-s fur D,
Ί\S=() TS

7° Ά(x) ist fur a^xSβ geαiigeαd oft differentierbar.

8° Die charakteristische Gleichung von (4) besitzt auch eine zweifache

Wurzel p = 0.
Ferner sind offenbar

9° a-n(x, X, μ) = 1 und a^(x} X, μ) = 0.

Aus (1) und (2) folgt
2

(4) yj = 2 <(*> λ> ̂  (/ = 1. %

wo

θji(#, λ, /A) = l/\*μθn(X, λ, /A), «*(Λ, λ, μ) = —Λaaί̂ , λ, μ)/X2μaκ(xt X, μ)
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a*x(x, λ, μ) = 0, a% (x, λ, μ) = l/λ>

ist. Wenn man also eine asymptotische Lδsung von (3) erίinden kann, dann

kann man nach (4) auch eine asymptotische Losung von (1) erfinden. Vom

Anfang an kann man daher fur A(x,\,μ) voraussetzen, dass es gelten:

10° αai(Λ,λ,/A)=l und a*ix, λ, μ) = 0.

Der Kϋrze der Berechnung halber setzan wir fur A(x,\μ) voraus, dass es
gelten:

11° aLl{x) = au(x) = an(x) = a1Λ(x) = 0 {r 4- s < 8) und
0ϋ lϋ ^0 rs

an(x), an(x), au(x), au(x) =#= 0.
oi li 3i> 8υ

Diese Voraussetzung 11° ist doch nicht wesentlich. ίm allgemeinen Falle
wird die Berechnung nur kompliziert. Noch wollen wir voraussetzen, dass
es besteht:

12° /(*, λ, μ) == an(x)μ-* + au(x)\-ιμ-1 > 0 fur D.
02 J l

Von jetzt an betrachten wir nur den Fall von der Art, dass zwischen
der Ordnung von λ und μ es die f olgende Beziehung gilt:
(5) μ = O(λσ) (1 ̂  σ g 1 - £ S{> 0) ist willkurlich klein.)

Um eine formale Losung der Differentialgleichung (1) derart, dass sie
sich mit F{x,\,μ) = (f{x,\μ) + an(x)λ~3)X2μ folgenderweise entwickeln lasst:

(6) yj~ 2 fj(x)*>s-*rμr-s exp F(x, λ,μ) {j =1,2,)

zu erfinden, fiihrt man (6) in (1) ein, so erhalt man, wie eine kurze Berechnung
zeigt, die folgenden Beziehungen zwischen den Koeffizienten von (6):

(7) ^ (#) = £(#(*), Rχ)\
rs r$ ) -5,s-5

(8) Λ(*) = <Pι(x) - Fix) - n()Fj) n(jpά
r+l,s + l r+ij+l rs 01 r+l,s 3ϋ r,s+l 21 rs ll

Mit Hp*(x\ pl(χ)) bezaichnet man eine lineare Konabination von pι(x) (j < r,
rs r-δ,s-ό W

k < 5, Wobei die Gleichheitszeichen nicht gleichzeitig entstehen) und pz(x)

(j^r — 5,k^s — 5) mit den Koeffizienten a^x). Durch Koeffizientenvergleich
rs

folgt sogleich
PΊ(X) = 0 (entweder s = 0,1, 2, alle r = 0,1, . . . oder = 0,1, alle s = 0,1, . . . ) .
rs

s, wobei die Gleichheitszeichen nicht gleichzeitig entstehen)^ ) ( $ ,

und JϊΛx) (j ̂  r — 5, ̂ g s - 4 ) schon bestimmt worden, so kann man nach
jk

{7) ]h{x) eindeutig bestimmen. Daher lassen sich P4x) (j S r — 2, h <i s — 3)
rs jk

und i>i(#) ( :< r + 3, Λ <i s + 1) bzw. nach (8) und (7) bestimmen. Nach Wie-
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derholung dieses Verfahrens lassen sich pi(x) und fh(x) nacheinander eindeutig
jfc jJc

bestimmen, wobei man pi(x) (entweder j<L 4 oder k ^ 4) und p^x) (entweder

jS 2 oder k ^ 1) so bestimmen kann, dass sie gleich 0 werden. Also besitzt
(1) die folgende formale Lδsung:

CO

( ~ 2 PΊ(x)K~2rμr-s exp F(x, λ, μ),
(9) J "

Anderseits fϋhrt man die Transformation

(10) λ = λ7, ^ = ^ ί

in (1) ein, so erhalt man eine lineare homogene simultane Differential-
gleichung:

(11) Y' = t*B*(x,\',μ',t)Y,

welche auf einen Parameter abhangt, wo sich B*{x,\',μ!,t) folgendermassen
asymptotisch entwickeln lasst

oo

B*(x, V, μ', t) — 2 B*(x, X,μ!)t-r fiir a ^ x g β, 0 < t, t -κx>.
r=0 r

Von jetzt an wollen wir auf diesem Falle die Theorie der Differentialgleichung
anwenden, Welche auf einen Parameter abhangt6). Fiihren wir die Transfor-
mation

in (11) ein, wo K-^X',^) in Bezug auf λ/ - 1 und μ'1 eine homogene Funktion
des 5-ten Grades ist, so wird (11) zu

(12) Z = tB{x,X',μ',t)Z,

wo B(x,X',μf,t) sich folgendermassen entwickeln lasst:
oo

B(x} V, μ'9 ί) ^ 2 ^ ( ^ λ ^ A6^"1" fur Λ < Λ; ^ /3,0 < ί,

Nach 12° besitzt die charakteristische Gleichung von (12) voneinander ver-
schiedene Wurzeln. Durch die Transformation

Z = P(x, V, / , t)Z, P(x, \',μ', t) ~ 2 •?(*- V, Aι'

geht (12) in

(13) Ί?

uber. Dabei nach Wahl der passenden Funktion P(x,\',μ', t) wird E(x,\'yμ', t)
eine diagonale Matrix. Weil man pjj(x) (r = 1, , j = 1,2) willkύrlich

6) Vgl. [l].
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bestimmen kann, so bestimrαt man pj}(x) = 0. Fϋhrt man die Transformation
r

oo

Z = P(X, \',μ', t)Z, P(x, V, μ', f ) ^ 2
r

in (13) ein, so erhalt man

wo B(x, λ', μ', t) sich f olgendermassen f ormeil entwickeln lasst:

B(X, λ', yl, t) - 2 2 (* λ ' ' ̂ ) ^ " r

Dabei nach Wahl der passenden Funktionen P {r = 1,2, ) kann man

B (x, λ', /A') SO bestimmen, dass

ist. Weil man pΛ(x) (r = 1,2,—, jΦk) willkϋrlich bestimmen kann, so
r

bestimmt man p~Jk(x) = 0. Da es die Beziehung t{W{x, X,μ') + B(x, X,^^'1) =
r 0 1

, λ', ί, /χ7) gilt, so besitzt (11) die folgende f ormale Lδsung:

(14) y, - *ΣPAx,\',μ')t-r exp F(x,\'t,μ't) (pχ{x9\'tlj[) =~Pi(x,\; μf) = 0)
r=3r 3 4

(/=1,2),

wo pj{x,K,μ') in Bezug auf λ'"1 und μ'"1 eine homogene Funktion des /-ten

Grades ist.7) Also besitzt (1) die folgende formale Lδsung:

(15) yj - 2 Λ(*» λ, /*) exp F(x} λ, ̂ ) (ft(*, λ, μ) = Λ(Λ, λ, μ) = 0) ( = 1,2),
r=3 r 3 4

wenn wir die Transformation (10) in (14) wieder einfϋhren. Es gilt:

Ί>ι(x, λ, μ) = ΛT 1^, /z) ̂ I(ΛΓ, λ, /*) exp F*(x, λ, ̂ ),
r r5

) ^
r—5

f /it) SI(Λ, λ, /A) exp F*(x, λ, /A),

wo

F*(X, λ, /̂ ) = f\*μ(an(x)\-*μ + βi g

ist. Wie eine kurze Berechnung zeigt, werden pn(x, λ, /A) und Pwϋx, λ, /A) ZU
r r

Ai(*, λ, ̂ ) = (\-*μTPUx, λ, ̂ ), ^21(^, λ, μ) = (λ">r ^ ( * , V),

wobei es klar ist, dass pf^Xjty'1) und Pt^x^μ'1) fiir D stetig und

7) Vgl. [4].
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beschrankt sind. Folglich werden 3>n{x, X, μ) und p2i(x, X, μ) auch dort stetig und
r r

beschrankt. Ferner lassen sich p%x, Xμ'1) und p*λ(x, Xμ'1) folgenderweise

formell entwickeln:

Da die formale Lδsung (9) eindeutig bestimmt wird, so muss die rechte Seite
von (15) auch mit derjenigen von (9) zusammentreffen, wenn wir insbesondere
K'^X, μ) = cλ~5 (c: eine passende Konstante) annehmen. D. h. kanri man die
formale Lδsung (9) in (15) zuordnen. Von jetzt an wollen wir fiir (5) als die
formale Lδsung von (1) die formale Lδsung (15) an Stelle von (9) betrachten.

3. Eindeutigkeit der Lόsung. Durch die Transformation

geht (1) in

(16) 9'

iiber, wo

»(*, λ, μ) = \*μP&, λ, μ)-ι{A.(X, λ, μ) - (f(x, X, μ) + aμx)X^)E}PlX} μ)

ist. Insbesondere nehmen wir P^(X, μ) derart an, dass es ist:

so besitzt (16) die folgende Lδsung:
CO

wo

pλ(X, X, μ) = X*pι(X, X, μ), p^X, X, μ) = p2(#, λ, μ)
r r-4 r r

ist. Folglich erhalt man

(18) pj(x, λ, μ) = Qsr*μY+> p%x, Xμ-1) (j = 1,2),

wo p*(x, Xμ-1) fiir D stetig und beschrankt ist. Also wird pj(x, X, μ) dort stetig

und beschrankt. Setzt man

N+l

so geht (16) in

(19) »; - 2 α J*te

iiber. Wie eine kurze Berechnung zeigt, lasst sich bj(x,X,μ) folgenderweise

asymptotisch entwickeln:
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bj(χ,\,μ)~ 2 Hx>\μ) f u " r A λ,/*->«>, ( i = l , 2 ) .
r

Im Falle (5) definieren wir die asymptotische Entwicklung folgender-
massen. Im allgemeinen setzen wir fur β{x, λ, μ) voraus, dass es sich fol-
genderweise formell entwickeln lasst:

(20) β(x, λ, μ) ~ 2 β(x>x> μλ

wo β(x, λ, μ) fur D stetig ist, und fur β(x, λ, μ) dass es sich in Bezug auf λ
r r

und μ folgenderweise formell entwickeln lasst:
eo

β(x, λ, μ) ~ ,

wo/3(Λ:) fur Λ S ^ S J S genϋgend oft differentierbar ist. Gilt die folgende
rs

Beziehung:
N

β(X, \μ) - Σ «Λ; λ, /A) = O(K-«™>μ™),
r=0 r

so nennen wir die rechte Seite von (20) die aymptotische Entwicklung von
β(x}\,μ). Da es

ist, so kann man die Funktion A(x, λ, μ) im oben gesprochenen Sinne asymp-
totisch entwickeln. Mit Ausnahme von α2>(#, \,μ) lassen sich ajk(x, X,μ)
(J,k = l, 2) auch folgendermassen asymptotisch entwickeln:

eo

ZJJIX, \μ)~*Σ α^fc (*> λ^ $ ί ύ r D> X> A t - > o o » (Λ * = 1> 2),
r=ϋ r

wo offenbar a^x, λ, u) = O(\μ~ι) ist. Also kann man Konstanten K und
o

iίΓ hinreichend gross annehmen, so dass fur X,μ>R es die Ungleichungen
gelten:

\bj(X,\μ)\ S « λ - 1 ( y + 1 V y + 1 , (/= 1,2).

IM*,λ ί A 6) | < ZΓ(λ"V + V-i), (/, ft = 1,2).

Durch die Transformation

erhalt man

U; = α21(#, \,μ)eF^λ^vι + δate λ,

Wenn es die folgenden Ungleichungen gelten:

(22) j 7
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so folgt sogleich

I Vj(X} \,μ)\S £Gj(X, λ,μ) (j = 1, 2).

Dabei nimmt man

ίLdix, X, μ) ̂  Zλ"2^+ 1> μN+1 €»"*,
[LGzix, \ μ) S £ λ - ^ + 1 > μN+1 eF<*>κ^+*-** (xj = a (j = 1,2))

an, und erfϋllt v5(x, X, μ) die folgende Anfangsbedingung:8)

(23) vj(xj) = tf>, 1 υ]\ S ZZ?X ,̂ λ, M) f ( = 1,2).

Wenn es zwei Losungen von (21) derart gibt, dass sie eine Anfangsbedin-
gung (23) erfϋllen, dann muss ws(x) (die Differerenz dieser Losungen) die
f olgende Differentialgleichung und Anf angsbedingung

[ = an(x,\μ)w1 + a12(xf\μ)

= 0 . .

erfiillen. Wir bestimmen Z durch

(24) Z - max {| Wj(x) | /G/*, λ,,»)}.

1st Σ > 0, so folgt aus (22) sogleich

dGfa\,μ) d\wj(x)\
dx ^ dx '

ZGj{x,\μ)>\wj{x)\

entgegen (24). Also muss Wj(x) = 0 sein. 9> Die hinreichende Bedingung dafίir,
dass die erste Ungleichung von (22) besteht, wird gegebenen durch

(25) 2KX < μ g M*λa"€ fur \,μ>R,

worin K = 2He9~a ist, und man die Konstante Λf*( > 0) willkiirlich gross
annehmen kann. Mit Betrachtung der Voraussetzung 12° und (26) ist es auch
klar, dass zweite Ungleichung von (22) fiir λ, μ > R besteht.

4. Asymptotisohe Entwicklung. Fur eine naturliche Zahl Aί( > ^

wird die Funktion \rlMPj(x,\,μ) fur D stetig und beschrankt. Bestimmen wir
r

eine Funktion /(λ) durch

/(λ) = I e-^t

wo f(X) = 0 (r < M) ist, so lassen sich f olgende Tatsachen leicht versichern: 10>
r

(i) Man kann eine hinreichend kleine positive Zahl Or so bestimmen, dass
die folgende Ungleichung gilt:

8) Vgl. [1]. S.269.
9) Vgl. [1]. S.270.

10) Vgl. [1]. S.272.
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Iλ-1 -/(λ) | ^ I/max (\XrlMpj(xj, \,μ)\) fur Zλ
r Jmi r

(ii) Wie gross die natϋrlίche Zahl n auch sein mag, wird λw/(λ)
r

(r = 1, ) fur λ -> oo gegen 0 gleichmassig konvergent.
Wenn wir die Funktionen φ5 (λ, μ) (J = 1,2) von λ und μ durch

ΦJλ, μ) = 2fX*fc λ, /χ)λ(λ-i - /(λ)) (/ = 1,2)

bestimmen, so folgt aus (i)

fur r < M,
r

r-MI
I S λ "̂ ~ f ur / > M.

Danach wird φ/λ,μ) fiir X,μ> R gleichmassig konvergent. Es gilt:

ΦXλ,μ)- Σ 2 Σ
r = 0

Nach Betrachtung von (18) und (ii) erhalt man
M(N+2) 3f(2V+l)

(26) - λ 2 Pλ*s, \ μ)β& Σ PA*i, \ μ) = O(λ-^+1> ^ + 1 ) U = l, 2).
r r r

Mit Benutzung von (i) wird das letzte Glied fiir λ, μ > R gleichmassig kon-

vergent, also ergibt sich

(27) J s L *
Da aus (26) und (27)

φj\X, λ*) — ^ ^ Pj{.%j) ~λ*) μ) = = ^ (λ~~ + //> + ) \J== J-> w

folgt, so lasst sich φj(\,μ) folgenderweise asymptotisch entwickeln:
oo

φj(\, μ) ~ 2 Λ C ^ J >̂ A6) ^ r A λ, yL6 -> °o, (j = 1? 2).
r=0 r

Zur Losung von (16), welche die Anfangsbedingung erfϋllt:

entspricht die Losung von (21), welche eine Anfangsbedingung (23) erfύllt.
Da es gilt:

χx) = y\ = φi(λ, μ) — 2 J
r=0 ?

JV+1
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so ergibt sich fur eine hinreichend grosse Zahl L die Beziechung (23). Folglich

erhalt man

[Vj(X, \,μ)\S £Gj(X, λ,μ) U = 1, 2),

d.h.
N+l

Σ " 2 ( i " + 1 ) μ N + 1 *-> U = l, 2).

Da es

NPό{x, x, ̂ ) = cχλ-«* + i y™) (/ = l, 2)

ist, so folgt sogleich
iV

(28) t)j - 2 ί/Λi λ, M) = O(λ-^^+1> /i^ 1 ) (J = 1,2).

Die Gleichung (28) bedeutet, dass (16) die asymptotische Lδsung (17) besitzt,

also dass (1) fur (25) die asymptotische Losung (15) besitzt.

Wenn 1 + £ <Ξ σ <! 2 ist, so kann man genau wie im obigen Falle es

behandeln. Ferner mussen wir noch die Falle σ < 1 und σ ^ 2 erδrtern.

Jedoch mochte ich nachher sie tun.
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