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1. Einleitung. In dieser Abhandlung méchte ich die folgende Abhandlung
erweitern: M. Hukuhara: Sur les propriétés asymptotiques des solution d’un
systéme d’équation différeatielles linéaires contenant un paramétre. Er eror-
terte die Fille von der Art, dass die charakteristische Gleichung nicht nur
verschiedene Wurzeln hat, sondern auch noch mehrfache Wurzeln hat.
Ferner erweiterte er dies zum Falle einer komplexen unabhingigen Veridnder-
lichen.

Anderseits erorterte C.C. Hurd die asymptotische Entwicklung der Lésung
einer linearen homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung, welche auf
einen Parameter abhingt.? Wenn alle Wurzeln der charakteristischen
Gleichung voneinander verschieden sind, dann braucht es keine Voraussetzung
zu unsrem Zwecke.® Wenn die charakteristische Gleichung mehrfache
Wurzeln hat, dann kann man diesen Zweck nach der Betrachtung der cha-
rakteristischen Hilfsgleichung erreichen.® Ferner ertrterte er die asympto-
tische Entwicklung der Losung einer linearen homogenen Differentialgleichung
n-ter Ordnung, welche auf zwei Parametern abhingt.  Dabei betrachtete er
nur den Fall dass die charakteristische Gleichung verschiedene Wurzeln
hatte. Es geniigte ihm keine Voraussetzung zu betrachten, welche der
charakteristischen Hilfsgleichung der Differentialgleichung entsprach, die auf
einen Parameter abhingte.

In dieser Abhandlung wollen wir nur eine Differentialgleichung behandeln,
welche auf zwei Parametern abhingt und deren charakteristische Gleichung
mehrfache Wurzeln hat.

2. Formale Losung. Wir betrachten ein System von linearen homogenen
Diffe -entialgleichungen, welche auf zwei Parametern abhdngen:
¢)) V= A > an(® A, w2 (G=12).
k=1
Mit Benutzung einer Matrix lisst sich (1) folgendermassen umschreiben:
Y = NuA(x A, p)Y.

1) Vgl [1
2) Vgl [2].
3) Vgl [2]. §3 (D).
4) Vgl [2]. $3 (27b)
5) Vgl [3].
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Wir stellen die folgeaden Voraussetzungen :

1° A(x% A, p) ist flir a =<x=B, A\ p >0 stetig. Von jetzt an wollen wir
nur den Fall betrachten, dass A und g hinre'chead gross sind, was wir durch
A, pu > R ausdriicken wollen. Weiter der Einfachheit halber wollen wir an
Stelle von a < x < 3, A, > R kiirzer D schreiben.

2° A(x, A, u) ldsst sich folgendermassen asymptotisch entwickeln :

A p) ~ 2 AN p° fiir D, A\, p— oo,
r8

r,5=0

3° é(x) ist fir a@ < x< B geniigend oft differentierbar.

4° Die charakteristische Gleichung von (1)‘ llglo(x) — pE| = 0 beasitzt eine
zweifache Wurzel p = &(x).

Fiihren wir die Transformation

Y = P(x)Y

in (1) ein, so kann man nach Wahl der passenden Funktion P(x) A(x) zur
kanonischen Form bringen. Also darf man vom Anfang an fiir ﬁ(x) U;)foraus-

setzen, dass es eine kanonische Form besitzt. Ferner, wenn man an Stelle
von A(x, A, u) den Ausdruck A(x, A, p) — E(x)E betrachtet, dann kann man vom
Anfang an &(x) = 0 voraussetzen.

Durch die Transformation

(2) N=9 V2= Ay,
geht (1) in
®3) Y = MuAx 2\, Y

iiber. Wie eine kurze Berechanung ze'gt, besitzt A(x, A, p) dieselbe Eigenschaften
wie bei A(x, A, p).

5° A(x, A\, p) ist fir D stetig.
6° A(x, A, u) ldsst sich folgende:massen asymptotisch entwickeln :

AN )~ X2 A(N"p* fiir D, A, p—>oo.
rs

r.s=0

7° A(x) ist fir a < x< 3 geniigend oft differentierbar.
rs

8° Die charakteristische Gleichung von (4) besitzt auch eine zweifache

Wurzel p = 0.
Ferner sind offenbar .
9° an(% A p) =1 und au(% A, ) = 0.
Aus (1) und (2) folgt
2
(4) Y5 = 2 a};c(x’ A’y F‘):‘Eﬁ (j = 1) 2);
k=1
wo

aT](x: X, /-") = 1/X2Fa2l(x; x) /-")’ a&(x) x} /") = —a22(x; A‘) /“’)/xzfl‘aﬂl(xy x’ }l')
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a;‘l(xr A, ;u') =0, ajz(x: A, /"‘) = ]_/XZIL&
ist. Wenn man also eine asymptotische Lésung von (3) erfinden kann, dann
kann man nach (4) auch eine asymptotische Losung von (1) erfinden. Vom
Anfang an kann man daher fiir A(x, A, u) voraussetzen, dass es gelten:
10° an(® A p) =1 und aux A p) =0.
Der Kiirze der Berechnung halbe: setzen wir fiir A(x, A, u) voraus, dass es
gelten :

11° anu(x) = aul)l(x) = _ﬁu(x) = glg(x) =0 (r+s5<8) und
an(x), an(x), an(x), ax(x) £0.
02 11 30 8v

Diese Voraussetzung 11° ist doch nicht wesentlich. Im allgemeinen Falle
wird die Berechnung nur kompliziert. Noch wollen wir voraussetzen, dass
es besteht:

12° L\, p) = ?zll(x),u” + ](fu(x))\"llu._’ >0 fur D.

Von jetzt an betrachten wir nur den Fall voa der Art, dass zwischen
der Ordnung von A und u es die folgende Beziehung gilt:
(5) p=00") (A=oc=1-—¢&; & >0) ist willkiirlich klein. )

Um eine formale Losung der Differentialgleichung (1) derart, dass sie
sich mit Fx, A, ) = (X, A, ) + au(®)A~3)A%u folgenderweise entwickeln ldsst:
30

6) i~ B (92" exp F(x, N, ) (G=12)

7,8=0"
zu erfinden, fiihrt man (6) in (1) ein, so erhdlt man, wie eine kurze Berechnung
zeigt, die folgenden Beziehungen zwischen den Koeffizienten von (6):

™ 7 () = L), _pia)
8 Ez(x) = {pi(x) — E(x) — au(x)ﬁ_z(x) - au(x)iz(x) —‘an(x)ﬁ(x)}/ an(%).
r+1,5+1 r+3,5+4 r8 02 r+1,8 30 7, 8+1 21 s 11

Mit L(p*(x), p«(x)) bezzichnet man eine lineare Kombination von ?E(x) (=7,
TS r-5,8-5

k <s, wobei die Gleichheitszeichen nicht gleichzeitig entstehen) und @(x)
J
(j<7r —5,k<s—5) mit den Koeffizienten a;(x). Durch Koeffizientenvergleich

folgt sogleich
E(x) = 0 (entweder s = 0,1,2, aller =0,1,...0oder = 0,1, alles= 0,1, ...).

Sind (%) ( < 7,k < s, wobei die Gleichheitszeichen nicht gleichzeitig entstehen)
Jjk

und p,(x) (<7 —5, k<s—4) schon bestimmt worden, so kann man nach
Jjk

(7) (%) eindeutig bestimmen. Daher lassen sich jp:z(x) G=r—2,r<s—3)

und py(%) (j <7 + 3,k <s+ 1) bzw. nach (8) und (7) bestimmen. Nach Wie-
Jk
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derholung dieses Verfahrens lassen sich §1(x) und jp:z(x) nacheinander eindeutig

bestimmen, wobei man ‘le(x) (entweder j <4 oder 2<4) und je:(x) (entweder

7=2 oder £ <1) so bestimmen kann, dass sie gleich 0 werden. Also besitzt
(1) die folgende formale Losung:

Y1~ 2 DN w2 exp F(x,\, ),
® meee

Py~ 2 ég(x)hs"”p"s exp F(x,\, ).

r=3,5=2
Anderseits fithrt man die Transformation

(10) A=A, p=pu't
in (1) ein, so erhilt man eine lineare homogene simultane Differential-
gleichung :
(11) Y’ = 83B*(x, N, p/, )Y,
welche auf einen Parameter abhingt, wo sich B*(x, A/, u/, ) folgendermassen
asymptotisch entwickeln lasst

BX(x, N,y 1) ~ > BXx, N, )t fir a <x<B,0< ¢, t—co.
r=0 "

Von jetzt an wollen wir auf diesem Falle die Theorie der Differentialgleichung
anwenden, welche auf einen Parameter abhidngt®. Fiihren wir die Transfor-
mation

Y = P()Z, Pyt)= (g“]("""')’ - ‘1’)

in (11) ein, wo «~1(\/, ') in Bezug auf A'-! und p'~! eine homogene Funktion
des 5-ten Grades ist, so wird (11) zu

(12) Z = tB(x, N, t)Z,

wo B(x, N,/ t) sich folgendermassen entwickeln lasst:

B(x, N, i, t) ~ > B(x, N, )t~ fiir a S x<pB,0< ¢, t—oo.

r=0
Nach 12° besitzt die charakteristische Gleichung von (12) voneinander ver-
schiedene Wurzeln. Durch die Transformation

Z = P(x,N, i, t)Z, P%N, i t)~ 2 P(x%N,p)t". (Py=E)
r=o0

geht (12) in

(13) Z = tB(xN, i, t)Z
iiber. Dabei nach Wahl der passenden Funktion P(x,N,y’,t) wird B(x, N, i/, )
eine diagonale Matrix. Weil man pjyx) (r=1,...., j=1,2) willkirlich

6) Vgl [1].
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bestimmen kann, so bestimmt man p;;(x) = 0. Fihrt man die Transformation
r

Z = P(x,N, I8 t)?, P(x, N, t) ~2 P(x, N, P(x, N,pw)=E
r=0 " 0
in (13) ein, so erhilt man
Z' = tBx,N, i, Z,
wo E(x, N, @, ) sich folgendermassen formell entwickeln Iésst:

B\, 2) ~ i B(x, N, )t
=0

Dabei nach Wahl der passenden Funktionen Ir’ r=12,...... ) kann man
?(x, N, i) so bestimmen, dass

Tf(x,w,,u):o (r=23...))
ist. Weil man p:jk(x) (r=1,2,...., j=+ k&) willkirlich bestimmen kann, so
bestimmt man ?—jk(x) = 0. Daes die Beziehung t(BOT(x, N, i) + ?(x, N, ) =
Fax, N, t, w't) gilt, so besitzt (11) die folgende formale Ldsung :
1) oy~ 5_,: By N gt exp Fix, Nt plt) (0w, N, ) = Pu(%, N, ) = 0)

(/=1,2),
wo py(%, N, ') in Bezug auf A'-! und @/ ~1 eine homogene Funktion des jten

Grades ist.” Also besitzt (1) die folgende formale Losung :

(15) ¥y~ Eé](x, A, p) exp F(#%, A, p) (g_l(x, \p) = ’i—l(x;x’/‘) =0 (=12,

r=3

wenn wir die Transformation (10) in (14) wieder einfithren. Es gilt:

?l(x: X, fl‘) = K-I(XJ ,L)r?ﬁ;]'(x’ A‘: ,u') exp F*(x; A‘: /1‘):

P—z(x: A‘: l“) = 2 ?zl(x: )‘7 /'L)—.p_ll(xJ A'; fl‘) €xp F*(xy )“7 /u’)J
” 5=3 r—8

F¥(x, A, ) = f Niul@is(IN + Bu(OA Y + au(@) dx
ist. Wie eine kurze Berechnung zeigt, werden pu(% A, x) und Pu(x, A, p) zu
r r
Du(® X p) = V2) BN, ), D% N ) = (AH) BE(E, M),

wobei es klar ist, dass p%(x,Ap"!) und Pk, Au-!) fir D stetig und
7 7 :

7) Vgl [4l
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beschrinkt sind. Folglich werden pii(%, A, ) und px(%, A, i) auch dort stetig und
beschrinkt. Ferner lassen sich p¥(x, Ap~!) und p%(x,2\u-!) folgenderweise
formell entwickeln :

BhE M) ~ D BN, B M) ~ BN
$=0

Da die formale Losung (9) eindeutig bestimmt wird, so muss die rechte Seite
von (15) auch mit derjenigen von (9) zusammentreffen, wenn wir insbesondere
kYA, p) = cA? (c: eine passende Konstante) annehmen. D.h. kann man die
formale Losung (9) in (15) zuordnen. Von jetzt an wollen wir fiir (5) als die
formale Lésung von (1) die formale Loésung (15) an Stelle von (9) betrachten.

3. Eindeutigkeit der Losung. Durch die Transformation
Y = exp {F(%, N, p)}P:\, )Y
geht (1) in
(16) P = Ux, A, )Y
uber, wo
Ax, %, ) = NPy A, ) AR, 1) = (52, p) + au(@A)EYPAZ, p)

ist. Insbesondere nehmen wir P,(A, x) derart an, dass es ist:

pop( )

so besitzt (16) die folgende Losung :

an o~ DoEAE GEhp=pEAD =0  (=12)

r=1

wo
D, X ) = MPy(% A, 1), Do, N, 1) = D% N, p2)

ist. Folglich erhilt man

s - DA% p) = Wy B, ) =12),

WO ?’/"(x, A1) flir D stetig und beschrénkt ist. Also wird 1: (%, A, ) dort stetig

und beschrinkt. Setzt man

N+1

hr= > Ds(% A, ) + u; (=12,
r=0 "
so geht (16) in
2
(19) u) = 2 (%, ) 4 + by(% N, p2) (G=1,2)
k=1

liber. Wie eine kurze Berechnung zeigt, ldsst sich b,(x, A, u) folgenderweise
asymptotisch entwickeln :
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by, A, p) ~ 2 bi(x A, p) fir D, A\ p—oo, (j=1,2).

r=N+1
Im Falle (5) definieren wir die asymptotische Entwicklung folgender-
massen. Im allgemeinen setzen wir fiir B(«, A, u) voraus, dass es sich fol-
genderweise formell entwickeln lédsst:

(20) Bl 1) ~ 25 B N ),

r=0

wo B(%, A, w) fiir D stetig ist, und fiir B(x, A, ) dass es sich in Bezug auf A
r r

und p folgenderweise formell entwickeln lasst:

F(x, X, ,u) ~ 2 E(x)x‘—zrll‘r—s’

§=0

wo B(x) fur aa <x=< /3 geniigend oft differentierbar ist. Gilt die folgende
rs

Beziehung :
b4
Blx, A, p) — 2 B\, p) = O\ 2 +1) N +1)
r=0 "

so nennen wir die rechte Seite von (20) die aymptotische Entwicklung von
B(x%, A, u). Da es

X_N—] + ,u’—N-l = 0(x-z(N+l)#N+1)
ist, so kann man die Funktion A(x, A, ) im oben gesprochenen Sinne asymp-
totisch entwickeln. Mit Ausnahme von a,(x, A, u) lassen sich azu(x, A, w)
(,k = 1,2) auch folgendermassen asymptotisch entwickeln:

QA p) ~ 2 g (%A, ) fiir D, A, p—oo, G k=1,2),

r=0

wo offenbar au(x, A, w) = O(Ap~!) ist. Also kann man Konstanten K und
0

H hinreichend gross annehmen, so dass fiir A, u > R es die Ungleichungen
gelten :
[0, A, )| = KA 23D, N4, (71=12),
lam(x A, )| = HA % + Ap™Y), (jk=12).
Durch die Transformation
U = U1, Uy = Ve FEAM
erhidlt man
(21) {7}; = all(xy X; [“)vl + alz(x: A‘y P)e—F(t’A’“)vz + bl(x) x‘: l“‘)
05 = Q% %, @M, + Bz, X, p)eT M,
Wenn es die folgenden Ungleichungen gelten :
L ail(ax;"l"/i) > {LH’(A‘—Z# + 7\7“—1) (e”"‘ + ez-zg) + K})\‘-z(lvq-l)/l‘lv-n,
(22)
: L%ﬂ > {LHA?u + MuYe*-= + K\ 20041 N41gFe A0
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so folgt sogleich
%, N, )| < LG 5%, A, 1) (Gj=1,2).
Dabei nimmt man
{LGl(x’ 7\" [L) § LX—Z(N+1) MN+1 ea:-en’
LGz(x’ X, ,“) é L)“-‘)(N+l) [LMH el«‘(z,)\,y.)-l-z—zg (xj e 4 (j —_ 1, 2))
an, und erfiillt vy(x, A, u) die folgende Anfangsbedingung :®
(23). v3(%5) = o5, |0 = LG«(%5, N\, p), (G=12).
Wenn es zwei Léisl.}ngen von (21) derart gibt, dass sie eine Anfangsbedin-
gung (23) erfiillen, dann muss wj(x) (die Differerenz dieser Losungen) die
folgende Differentialgleichung und Anfangsbedingung
w]’, = all(xy A': /l')wl + 012(x7 )'7 /J‘)e—F(z'}\'“)wﬁr
w; = (121(x7 )‘7 f")ujleF(x’A'M)y
wy(x;) =0

erfiillen. Wir bestimmen Z durch

— 2
(24) L= r§1=a}X'{ij(x)l |G\, )}
Ist LZ >0,so folgt aus (22) sogleich
'an(x, A‘r /"‘) > dl_u)fﬂ
ox dx ’

LG (%, ) > |ws(x)]

entgegen (24). Also muss w;(x) =0 sein. 9 Die hinreichende Bedingung dafr,
dass die erste Ungleichung von (22) besteht, wird gegebenen durch

(26) 2K\ < p < M\ fiir A, 1 > R,

worin K = 2He®-* ist, und man die Konstante M*( > 0) willkiirlich gross
annehmen kann. Mit Betrachtung der Voraussetzung 12° und (26) ist es auch
klar, dass zweite Ungleichung von (22) fiir A, > R besteht.

4. Asymptotische Entwicklung. Fiir eine natiirliche Zahl M( > %)
wird die Funktion A™¥p,(x, A, p) fiir D stetig und beschrinkt. Bestimmen wir
eine Funktion f(A) durch

) = f e~ t-2 gt
A

wo f(A) = 0(r < M) ist, so lassen sich folgende Tatsachen leicht versichern :1®

(i) Man kann eine hinreichend kleine positive Zahl g, so bestimmen, dass
die folgende Ungleichung gilt:

8) Vgl [1] S.269.
9) Vgl [1]. S.270.
10) Vgl [1]. S.272.
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2
A1 — 0] = lln}alx (INT"ps(x5, N, w)|)  fiir D.

(ii) Wie gross die natiirliche Zahl z auch sein mag, wird A"f(A)

(r=1,....)flir A— o gegen 0 gleichmissig konvergent.
Wenn wir die Funktionen ¢> s, ) (G=1,2) von A und p durch
bs, 1) = Ep,(x,, A, AT = fIN) (G=12)

r=0"

bestimmen, so folgt aus (i)
{ Ie}(xh R’y I.L)X(A._l _.rf(h))l = Ie!(xh k" /")I fur r < M;

=M
<A ¥ firr=M.

Danach wird ¢, p) fiir A, ,u, > R gleichmiissig konvergent. Es gilt:

N
s, p) — prx,, A p) = — A Ep,(x,, A, /N + 2 D5, Ny A — S

re= r=N+
M(N+2) M(N+;)) v

= =n 2 D MmN+ 2 s, M) + 2‘, PAE5, Ny P — SOV,
r=M r=N+1" r=M(N+2)

(] - 17 2)'
Nach Betrachtung von (18) und (ii) erhilt man

M(N+2) M(N+1)

@26 —A 2 pia MmN, > by(xs, N, p) = O\ V1) (5 =1,2).
rott T r

r=-N+1
Mit Benutzung von (i) wird das letzte Glied fiir A, u > R gleichméssig kon-
vergent, also ergibt sich

@7) 2 Di%s, X, AT — ) = O (A7) = O™ ).
Da aus (ZGT)EZ(r;V(; 2227)
b5 ) — Zm(x,,x p) = O A2+ (G=12)
folgt, so ladsst sich ¢, ,u)r;oolgenderwmse asymptotisch entwickeln:
bsA, ) ~ prx,, A, ) fir D, Ap—o, (j=12).
Zur Losung von (16), welclr:e:) die Anfangsbedingung erfiillt :
%) = s\, p) (7=12).

entspricht die Losung von (21), welche eine Anfangsbedingung (23) erfiillt.
Da es gilt:
N+1
u(n) = ) = i, p) — 2 P, N, o),
r-=0
N+1

Vy(%) = ) = {4’2(7\', B — Eps(xz, A, ,U‘)} FEeAp),

r=0 "
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so ergibt sich fiir eine hinreichend grosse Zahl L die Beziechung (23). Folglich
erhilt man

I”j(x; A'y ,u')l é LGJ(x’ 7\': [“) (j = 1) 2);
d h.
N+1
l95 — 20 D%, p)] < L A-2F+D 541 ga-ny (G=1,2).
r=0 r -
Da es
BN p) = 00Ty (=12
ist, so folgt sogleich
N
(28) hs — 2D\, ) = OQ2D p41) =12
r=0

Die Gleichung (28) bedeutet, dass (16) die asymptotische Losung (17) besitzt,
also dass (1) fiir (25) die asymptotische Losung (15) besitzt.

Wenn 1+ <o <2 ist, so kann man genau wie im obigen Falle es
behandeln. Ferner miissen wir noch die Fille ¢ <1 und o =2 erdrtern.
Jedoch méchte ich nachher sie tun.
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