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Introduction. Toute variete differentiable M munie d'une structure de
contact admet une (φ, £, 77, ^-structure, η etant une forme donnee de contact,
ξ le champ associe a η, φ (l,l)-tenseur et a la metrique riemannienne associee,
satisfaisant a certaines relations ([7], [8], [9]). En particulier, nous avons
Γegalite fondamentale:

dη(X,Y) = g(X,φY)

pour tous vecteurs X, Y de M. Dans cette note, en generalisant le resultat
[11], nous demonstrerons le suivant

THEOREM/IE. Supposons que (i) M soit connexe et complete par rapport
a <;, (ii) M admette une transformation μ quί laisse φ invariant, mats ne soit
pas un automorphisme de la structure. Alors la variete M est munie d'une
structure d'espace fibre principal M(M/ξ, R, π) de base M/ξ la variete
symplectique, de groupe structural R. η definίt une connexion infinίtesimale
sur M.

De nouveau, si (iii) ξ est le champ de vecteur de Killing, M/% est la
variete presque kdhlerienne qui est euclidienne: M/ξ = R2n. Et M est
unespace produit RxR2n.

C'est-a-dire, si M, satisfaisant a (i) ((i) et (iii), resp.), n'est pas munie d'une
structure d'espace fibre principal M(M/ξ9R,π) (RxR2n, resp.)? toute trans-
formation qui laisse φ invariant est un automorphisme de la (φ, ξ ,77, ^-structure.

1. Lemmes. Sopposons que μ soit une transformation qui laisse φ
invariant. Alors on a μ*η = cη, μξ = cξ et

(1°) μ*9 = cg+c(c-ϊ)η®η9

oύ c est coiistante, ® est le produit tensoriel et μ>* est un isomorphisme des
tenseurs covariants en μ x sur les tenseurs covariants en x ([9]). Par suite,
si c = l, μ est un automorphisme de la structure. Soit μ une transformation
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qui ne soit pas un automorphisme de la structure. En passant au besoin a
Γinverse μ~l

9 nous pouvons supposer que c < 1. II en resulte ([9]):

(2°) II y a seulement un point p qui est invariant par μ.

(3°) La longueur r de Γimage par μ d'un chemin C est inferieure a la
longueur r du chemin C r < cr.

(4°) actμ = μat, (μξ=cξ),

oύ at — exp£f (—00 < t < oo ) est un groupe a 1-parametre de transformations
globales de M engendre par le champ de vecteur ξ, et cίtq (— oo<£<oo) est
une geodesique pour q^M.

Supposons maintenant que il y a un point q et un nombre reel λ tels
que a\q — q, et soit l — (atq:0^t <λ) un lacet en q de la longueur λ. Alors
si μkl et μkq sont deux iteres de / et q par μ, il est facile de voir que μkq
tend vers p quand k —> oo, et la longueur de μhl tend vers 0. Ce qui est en
contradiction avec la non-singularite de f. Nous enonςons:

LEMME 1. Toute trajectoire de ξ est homeomorphe a R, groupe additif
de nombres reels.

Soient X, Y, Z les champs de vecteurs, il vient (voir, par example [2])

2<KV.ΓZ, y) = X.g(Y, Z) + Z g(Y,X) - Y ff(Z, X)

+ g(X, [Y, Z]) + ff(Z, [Y, X]) - g(Y, [Z, X]) ,

oύ V est Γoperateur de derivation covariante. Dans la suite on a

(5°) 2g(VxX, Y) = 2X-g(X, Y) + 2g(X, [Y, XJ) - Y g(X,X).

LEMME 2. Soit ί — l(x>y) une geodesique joίgnant x a y, qui est une
courbe integrale de la distribution η — 0. Alors μl est la geodesique joignant
μx a μy et une ligne courbe integrale de η — Q encore.

DEMONSTRATION. Designons par X le champ de vecteur sur M tel
que X est tangentiel a / en chaque point de / et (\7XX)\L = 0 est la equation
de la geodesique. D'abord, de μ*η — cη, il resulte immediatement que la
distribution 77 —0 est invartante par μ. Soit r un point generique de / et
soit s=μr, d'apres (5°), on a

= 2(μ.X)s g(μX,μY) + 2gs(μX,[μY, μX]} -
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quel que soit de Y. De (1°) et ηr(X) = Q, on deduit

(μX),.g(μX,μY) = (μX).>(cg(X, X>^ = cXT> g(X, Y) .

Ainsi

cτ(^xX,Ύ) = 0.

Par suite, μ l est une geodesique.

D'autre part, on a (voir, par example [5])

LEMME 3. Etant donnee une geodesique I — l(x,y) joignant x a y, si
I est orthogonale a le vecteur de Killing ξ en x, il en est de meme a tout
point de /, en particulier en y.

Designons par U un voisinage convexe et assez petit de p, p etant un
point invariant par μ, il est possible de trouver un voisinage V de p dans U
qui est plat par rapport au ξ et de centre p ([6]), tel que, pour chaque
courbe integrate C de ξ contenue dans V9 il existe une geodesique / = l(p, x)
joignant p a x £ C et donnant la distance qui est la plus courte. I et C sont
perpendiculaire en x Fun Γautre, ainsi, si ξ est le champ de vecteur de
Killing, d'apres le Lemme 3, / est orthogonale a ξ en p. Soit S une hyper-
surface dans V definie comme une reunion de ces geodesiques partant de p,
alors pour chaque point q € S une trajectoire de £ qui passe q et est contenue
dans U recontre S une fois en q seulement.

LEMME 4. Lα distribution par ξ est reguliere.

DEMONSTRATION. Supposons maintenant que il y ait un point q qui
ne soit pas regulier, il existe un nombre k tel que μkq € V. Ainsi, supposons
que q £ V. On a deux points qλ et q2 proches a q dans V tels que, ql et q2

appartiennent a deux trajectoires differentes de £ contenues dans V, et
<7ι = <#λ<72 pour un certain nombre λ. Tandis qu'on voit qu'il existe un nombre
reel K tel que la longueur de chaque trajectoire de ξ dans V est plus grande
que K. Et on a cm\ < K pour un grand nombre m, ce qui est en contradiction.

LEMME 5. Si ξ est le champ de vecteur de Killing, M est diffeomorphe
a R2nxR = R2n+\ 2n + l designant la dimension de M.

DEMONSTRATION. Get espace etant complet, nous prolongeons infiniment
chaque geodesique orthogonale a ξ partant de p. Si, pour deux geodesiques
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differentes lλ et /2, ils existent un point x et un nombre reel λ tels que x
appartient a lλ et aλx appartient a 12. De Lemme 2, iterativement, μkl^ et
μkl2 sont les geodesiques partant de p encore. Toutefois, pour un certain
grand nombre k, yfl^ et μkl2 sont contenues dans V. Et μkx et μkcLλx sont
dans la meme tfajectoire de ξ, ce qui est en contradiction avec la propriete
de V. Cette discussion montre que ces geodesiques definissent une hypersurf ace

S contenant S. Par la application exponentiele Exp en p, S est diffeomorphe
au sous-espace T9(η) (identifie a R2n) orthogonal a ξ de Γespace des vecteurs
tangentiels a M en p. Nous deίmissons une application φ : R2n X R — » M par

φ(a, t) = at Exp a ,

oύ a £ R2n, t z R. Soit x un point generique de M, pour un certain nombre
k, on a μkχzV. II existe une geodesique l(p,x) joignant pax contenue
dans S, x designant un point tel que αλx = μkx pour un certain nombre λ.

De (4°), on deduit que α.c-kλx appartient a la geodesique μ,~kl(p,x).
Ainsi φ est une bijection.

2. Demonstration de Theoreme. Designons nous par M/ξ toutes les
trajectoires maximales de ξ, D'apres Lemmes 1 et 4, M est Γespace fibre
principal de base M/ξ, de groupe structural R. η definit une connexion
infinitesimale sur Λ/, car η est iηvariante par αt9 t^R. dη etant horizontale
et invatiante par αt9 M/ξ a la structure symplectique W telle que ιr*W — dη,
7Γ* etant Γapplication duale de la projection TT : M—*M/ξ.

Si ξ est le champ de vecteur de Killing, M/ξ est diffeomorphe a R2n,
nous definissons la structure presque complexe F et metrique presque
kahlerienne h sur M/ξ de meme methode que [11]. II vient

pour tous vecteurs u, v sur M/ξ.
De meme de [11], il est aise de voir que μ definit une homothetie γ sur

M/ξ. La variete M etant complete M/ξ est complete encore par rapport a h.
Ainsi M/ξ admettant γ est localement enclidienne, par suite globalement
euclidienne. (voir, [3], [4]).
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