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0. Einleitung. Um 1954 fύhrte Selberg [36], [37] die berϋhmte Spurformel und
im Zusammenhang damit die nach ihm benannte Zetafunktion ein. Genauso, wie
man mit Hilfe der Riemannschen Zetafunktion den Primzahlsatz beweist, zeigt man
mit Hilfe der Selbergschen Zetafunktion, dass ein "Primzahlsatz" auch fur die
Konjugiertenklassen primitiver hyperbolischer Elemente gilt. Diese Zusammenhange
wurden z. B. von Hejhal [13] sehr schόn beschrieben.

In der vorliegenden Arbeit seien M(#) die Hauptkongruenzgruppe #-ter Stufe zur
elliptischen Modulgruppe, q ̂  3 und

πo (#> x) = {Anzahl der primitiven hyperbolischen Klassen {Po} von M(q) mit

N(P0)^x und ΎrPo>2} ,

πo (#> x) = {Anzahl der primitiven hyperbolischen Klassen {Po} von M(q) mit

0)Sx und T r P o < -2} .

Dabei ist N(P) die Norm eines hyperbolischen Elementes PeM(q) und Tr die Spur
einer Matrix.

Wir beweisen den "Primzahlsatz"

πίfox) = y l i x + 0(x3/4(logx)-1/2) (x-oo).

Dabei bezeichnet li den Integrallogarithmus. Es gilt

πo(<7> x) = πo(q> *) + 7T()~(#, x) = {Anzahl der primitiven hyperbolischen

Klassen {Po} von M(#) mit Λ^(P0)<x} .

Fur verschiedene Gruppen bewiesen bereits Hejhal [14], [15], Huber [24],
Kuznetsov [27], [28], [29], Venkov [38], [39], Venkov-Vinigradov [40] die
Abschatzung

π0(^,x) = lix + O(x3/4(logx)-1/2) (x-oo),

wahrend Iwaniec [26] fiir die voile elliptische Modulgruppe SL(2, Z) ein verscharftes
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Restglied fand.
Es seien geZ und φ(q,g,s) die Determinante der Scatteringmatrix von M(q),

welche sich aus dem nullten Foerierkoeffizienten der Eisensteinreihen vom Gewicht
g ableitet. Wie man entweder aus Christian [7] oder aus Fischer [12] oder aus Hejhal
[14], [15] entnimmt, sind die Realteile der Pole von φ(q, g, s) beschrankt. Fur TeR,
T>0 bezeichne $l(q, g, T) die Anzahl der Polstellen von φ(q, g, s), deren Imaginarteil
zwischen 0 und Γliegt. Wie man etwa aus Christian [4], [5], Fischer [12], Hejhal [14],
[15], Hiramatsu [16] bis [23], Selberg [36], [37] oder Venkov [38], [39] entnimmt,
besitzt der Laplaceoperator

Ag=y\d2/δx2 + d2/dy2)-igy(d/δx)

in einem passenden Hilbertraum ξ>{q, g) ein diskretes Spektrum {λv}. Fur TeR, T>0

sei $l(q ,g, T) die Anzahl der Eigenwerte λv mit 0<^J λv-l/4 <T. Aus Fischer [12]
und Hejhal [14], [15] entnimmt man

9l(q9 g, T) = O(T2) , K(q, g, T) = O(T2) (Γ-oo) .

Wie in Hejhal [14], Seite 95 if beschrieben wird, benδtigt man fur ein mόglichst scharfes
Restglied im "Primzahlsatz," dass die Differenzen

$i(q,g,T+a)-$t(q9g,T) und M(q, g, T+a)-9l(q, g, T)

mit einer Konstanten a eine geringere Grόssenordnung als O(T2) besitzen. In sehr
scharfsinniger Weise zeigt Hejhal [15], Seite 458, theorem 2.24, dass diese Differenzen
die Grόssenordnung O(T) (Γ->oo) besitzen. Eine elegantere Lόsung ist es natύrlich,
explizitere Formeln fur ?ί(q, g, T) und ^l{q ,g, T) zu finden. Hierfϋr hat man einmal
die Weyl-Selberg Formel (siehe etwa Fischer [12], Seite 138, 3.3.13 theorem), welche

7, g, T) mit dem Integral

{φ'lφ){q9g9{\l2) + i

verknύpft.
Fur die Hauptkongruenzgruppe M(#) haben Christian [7], Efrat [8], Huxley [25]

die Determinante der Scatteringmatrix φ(q, g, s) berechnet, woraus sich

) = (p(q)/π)T\ogT+O(T) (Γ-oo),

ΛV2) + ίήdt = (p(q)/π)T\ogT+O(T) (Γ-oo)

ergibt. Dabei ist p(q) die Anzahl der M(#)-inaquivalenten Spitzen eines Fundamental-
bereiches von M(g). Mittels der Weyl-Selberg Formel ergibt sich daraus

, g, T)-((qp(q))l\2)T2-((2p(q)lπ)Tlog T+O(T) (T-+<x>) .
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Mittels dieser Formeln kann man nun sehr genaue Abschatzungen durchfuhren.

Die folgenden Rechnungen haben Ahnlichkeit mit gewissen Untersuchungen in

Hejhal [15], insbesondere chapter ten, 2 und 3. Bei Hejhal wird jedoch viel auf frύhere

Stellen verwiesen. Daher ziehen wir es vor, ύberwiegend wie bei Hejhal [14], Seiten

39-118 vorzugehen. Die logarithmische Ableitung einer anderen Selbergschen Zeta-

funktion ist

\ΎrP\>2

(g = 0, 1). Dabei durchlauft {P}mq) die Konjugiertenklassen der hyperbolischen Elemente

von M(#), weiter ist Po das zu P gehόrige primitive Element und s eine komplexe

Variable. Diese Funktion wurde zuerst von Hiramatsu [16] bis [23] eingefuhrt und

dann auch von Christian [5] untersucht. Wegen Christian [5], Satz 3 haben ζ(q, 0, s)

und ζ(q, 1, s) die Abszisse absoluter Konvergenz 1/2. Dieses ist auch die Konvergenz-

abszisse von ζ(q, 0, s), wahrend die Konvergenzabszisse von ζ(q, 1, s) zwischen 0

und 1/2 liegt. In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daβ ζ(q, \,s) fur R e s >

1/4 konvergiert, falls man in der Reihenfolge aufsteigender Normen N(P) summiert.

Die Konvergenzabszisse von ζ(q, 1, s) liegt also zwischen 0 und 1/4.

Fur Literaturhinweise danke ich T. Hiramatsu.

1. Grundlagen. Die Begriίfe 3(1), 7V<z>, xN, yN9 7V{z}, jN(g9z), dωz, fN(z) =

(/ |[N, 0])(z), Ag9

 M(<?X %(ϋ\p(q\ ωffiiq)), D(P\ α(^)> N(P)9 Po, ψ(s), Φ(q, g9 s), φ(q, g9 s)9

φικ(q, g, s), werden wie in Christian [5] erklart; dabei kόnnen wir uns auf den Fall

g = 0, 1 beschranken, da die zu untersuchenden Funktionen nur von der Restklasse g

mod 2 abhangen; q>3.

DEFINITION 1. Fur x > 0 bilden wir die folgenden Funktionen

(1) π + (qiX)=: Σ 1, TΓoO?, * ) = Σ U

N(P0)<x N(P0)<x

ΎrP0>2 ΎrP0<-2

(2\ π+ (a x)- Y 1 π~ (a x)- Y 1
{^}M(^) {P}M(q)

N(P)<x N(P)<x

ΎrP>2 ΎrP<-2

wobei in (1) ΐiber die primitiven hyperbolischen Klassen, in (2) ϋber alle hyperbolischen

Klassen zu summieren ist. Weiter seien

ί 3 ) **(,.*)= y I o ^ w
N(P)<x

TrP>2
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log N(P0)(4) Ψό(q9x)= Σ
ι - -ι

N(P)<x
TrP<-2

(5) Ψo(<l,9,x) =
l-N(P)-1

SchlieBlich seien

(6) Ψifax)

(7) Ψ±(q9 g, x)

Offenbar gilt

1 1 1 1 1 1

± 1

l 2 i ' ' ~ i

Alle weiteren Untersuchungen dienen dazu, aus (11) asymptotische Formeln fur

Ψi(q, g, x) und Ψ0(q, g, x) abzuleiten. Man bilde die Reihe

(10) (Ξ; y p/Ξh y p)(^,^,^)= Σ (signTrP)

| T r P | > 2

welche nach Christian [5], Seite 516, Hilfssatz 9 fur Res> 1/2 absolut konvergiert.

Nach Ayoub [3], Seite 55, Theorem 3.4 (l/2π/ wurde dort vergessen) folgt mit

statt s

Πl/2) + ε + ioo s + (3/2)

(11) Ψ^q, g, x) = (l/2π/) (Ξ;yp/Ξhyp)(^, g, ̂ ) ^

ςl.abei werde ε > 0 weiterhin festgehalten.

HILFSSATZ 1. Die Funktion φ(q, g, (l/2) + s) ίst in C meromorph. Sie besitzt

folgende Eigenschaften:

(12) φ(q,g,(l/2) + s)φ(q,g,(V2)-S)=l ,

(13) (ΦΊΦ)(Q> 9> (l/2) + y) = (Ψ7Φ)(^j 9> (1/2) — 51),

(14)

Es gibt ein
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(15) coeN, co>6

mit folgenden Eigenschafterv.

A lie Null- und Polstellen von φ(q, g, (\/2) + s) liegen in dem Streifen

(16) |

und es gilt

(17) (φ'/φ)(q,g,(\/2) + s) =

Die Null- und Polstellen von φ(q, g,(\/2) + s) verteilen sich wiefolgt: Es gibt reelle Zahlen

a(q,g,m) (m=l,..., M(q,g)), β(q,g,n) («= 1, 2, ,3 , . . . ) , y{q,g,n) (n

N(q,g) + 2,...)mit

(18) 0<a(q,g,m)<\/2<(co/2)-\ (m= 1,..., M(q, g)),

(19) 0<β(q,g,n)<(co/2)-l («= 1, 2, 3,...),

(20) 0<γ(q,g,n) (n = N(q, g)+ 1, N(q, g) + 2,...),

so daβ folgendes gilt: Die Nullstellen von φ(q, g, s) liegen bei

(21) -a(q,g,m) (m= 1,..., M(q, g)),

(22) β{q,g,ή) (n=l,...,N(q,g)),

(23) β(q, g, ri) ± iy(q, g,ή) (n = N(q, g) +1, N(q, g) + 2,...)

die Polstellen von φ(q, g, s) liegen bei

(24) a(q,g,m) (w= 1,..., M(q, g)),

(25) ~β(q,g,n) (n= 1,..., N(q, g)),

(26) - β(q, g, ή) ± iγ(q, g, n) (n = N(q, g)+l, N(q, g) + 2,...)

Mit einer passenden natύrlichen Zahl n0 gilt eine Produktdarstellung

(27) φ(q,g,(V2) + s)

Π

m = i s-oc(q,g,m) n = ι -s-β(q,g,n)

(s-β(q, g, n)-iy(q, g, n))(s-β(q, g, n) + iy(q, g, n))

n>N(q, 9)+i(-s-β(q, g, ή)-iy(q, g, n))(-s-β(q9 g, ή) + iγ(q, g, ή))

und eine Summendarstellung
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(28) (φ'/Φ)(q,gΛV2) + s)

— lOg/20

,= i s2-a2(q,g,m) n = i s2-β\q,g,n)

i
(s + /y(#, gf, «))2 - β2(<?, g, ή) (s - ίy(q, g, ή))2 - β2(q, g, ή)

Aufder Geraden σ = 0 besitzt φ(q, g, (\/2) + s) keine Null- und Polstellen. Es seien TeR,

T>0 und $l(q, g, T) die Anzahl der y(q, g, ή) mit 0<y(q, g, ή)< T. Dann gilt

(29) <ftfo, g, T) = (p(q)/π)T log T+ O(T) (T^oo),

und

1 F

-— (Φ:
4πJ_Γ

(30) - — - (φ'/Φ)(q, g, (\/2) + it)dt = (p(q)/π)T\og T+O(T) (Γ-oo) .
4 π J _ Γ

BEWEIS. Alles bis auf die Aussagen (17), (29), (30) folgt aus Fischer [12] Seite

34, insbesondere (1.5.6), (1.5.7) und Seiten 96, 97 insbesondere 2.4.15 Notation, 2.4.16

Lemma, 2.4.17 Corollary, sowie aus Christian [7].

Man bilde das Polynom

M(q, g)

(31) V{q,9,s)= Π (s-OL(q9g9m)).

Dann ist

(32) V(q,g,s) = O(\s\M^^), V~\q ^s) = O(\s\-M^»)) (M-oo),

(33) (V'/V)(q,g,s) = O(\s\-1) ( M - o o ) .

HILFSSATZ 2. Das Weierstraβprodukt

(34)
N(q,9)r/ S

β(q,g,n)

Π ^ ( 1 - , , _ ' )exp
n>N(q, g)+i[\ β(q, gf, ή) + ιy(^, gf, Λ) / \ β(q, g, ή) + iγ(q, g, ή)

\ (
e X Pβ(q9 g, ή) - iy(q9 g9n)J \ β(q9 g9 ή) - iy(q9 g9 n) t

ist eine ganze Funktion in s. Die Nullstellen liegen genau bei β(q, g, ή) (n= 1, . . . , N(q, g))

und β(q9 g9 ή) ± iy(q, g9 ή) (n > N{q, g) + 1).

BEWEIS. Die durch Logarithmieren entstehende Summe konvergiert wegen (29).
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ANMERKUNG. Die Funktion U(q, g, s) entspricht dem P(s) aus Fischer [12], Seite

118, 3.2.2 Definition. Wegen (29) kommen wir jedoch mit konvergenzerzeugenden

Faktoren erster Ordnung aus. Fischer kann nur $ϊ(q,g, T) = O(T2) benutzen. Daher

benόtigt er konvergenzerzeugende Faktoren zweiter Ordnung.

Aus (34) folgt

N(q,g)/ i i

(35) (U'/U)(q,g,s)= Γ
s-β(q,g,ή) β(q,g,ή)

+ Σ I — -+-
• - β(q9 g9 ή) - iy(q, g, ή) β(q, g,ή) + iy(q, g, n)

1 1

s - β(q, g9 n) + iy(q, g, n) β{q9 g9 ή) - iγ(q9 g9 ή)

Die Kombination von (28), (31), (35) liefert

-(V'/V)(q9g9s)-(V'IV)(q9g9-s)9

mit einer Konstanten kγ. Daraus folgt

(37) φ(q9 g9 (l/2) + s) = eklS+k2—^
U(q, 9> -

mit einer weiteren Konstanten k2.

Aus (19), (34), (35) folgt

(38) U(q9 g9 s)=U(q, g9 s) , (U'/U)(q9 g9 s) = (U'/U)(q9 g9 s) ,

(39) \(U'/U)(q,g,s)\>\(U'/U)(q,g, ~s)\ (σ>0).

HILFSSATZ 3. Es gilt

(40) \(U'IU){q9g9s)\ = O(\) {\s\^co9 \ σ\ >(co/2)-1).

BEWEIS. Man benutze (17), (33), (36), (39).

HILFSSATZ 4. Es seien \ σ \ < c0, T> 1000,

(41) W{TAσ\)=
(\σ\-β(q9g,n))

Dann ist

(42) \(lΓ/U)(q,

BEWEIS. AUS (35) folgt
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(43) I (£/'/£/)(?, g,σ + iT) | < Uf + Uξ + Uξ + Uξ + Uf + O(T~ »),

(44) £/•= Σ _x(»,T,σ), Uξ= _ Σ l(n,T,σ),
n)<>/T J T <γ(q,g,n)<T-l

(45) £/3* = Σ Z(«,7», Ut= Σ
#, n)<T+ί T+Kγ(q,g,n)<2T

(46) C/5*= Σ x(n,T,σ)

2T<γ(q,g,n)

mit

1 1(47) χ(n,T,σ) =
σ ~ β(q, 9> n) + / ( T - y(q9 g9 ή)) β(q9 g9 ή) + iy(q9 g9 ή)

1 1

σ - β ( q , g9ri) + i(T+ y(q, g9 ή)) β(q, g9 ή) - iy(q9 g9 ή)

Indem man alles auf den Hauptnenner bringt, folgt

(48) χ(n,T9σ) = i
I T- γ(q9 g9n)\\ Γ + y(q9 g9 ή) | y2(q, g9 n)

Wie es etwa auf den ersten 60 Seiten von Hejhal [14] mehrmals beschrieben wird,

verwandelt man die Summen Uf (k= 1, 2 , . . . , 5) in ein Stieltjes'schen Integral und

schatzt dieses mittels (29) ab. Dann erhalt man die Behauptung. Der Term W(T, | σ | )

kommt durch Uξ hinein. Hilfssatz 4 ist bewiesen. Die Begriffe §(#, g, s), Ag, τ(q, g),

P(q> g\ k(^ g) ( v = - τ ( q 9 g)9 1 - τ ( q 9 g)9 . . . ) , μ v ( q , g\ rv(q9 g)(v=\929...), av(q, g) (v =

~ τ(^? g\ - j — 1) werden wie in Christian [5] erklart.

Es sei T>0 und

(49) 9t(q9 g,T)= X μv(q, g) .

Dann gilt nach Christian [7], (214)

(50) yi(q, g, T) = ((qp(q))/\2)T2— ((2p(q)/π)Tlog T+O(T) (Γ—>oo).

DEFINITION 2. Es seien

(51) e(q9 g, v ) = - d(q9 g9 v) + ib(q9 g9 v) ( v = l , 2 , 3 , . . . )

die Gesamtheit der Zahlen irv(q9 g) (veN) — β(q, g, ή) ( / i = l , . . . , N(q9 g)) und

-β(q, g9 ή) + iy(q, g9 ή) (n>N(q, g)+l)9 so angeordnet, daβ

(52) 0 < % , g, 1 ) < % , g9 2)<b(q, g9 3)< ...
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gilt. Es sei h(q,g,v) die "Vielfachheit" von e(q, g, v), d.h., h(q, g,v) = μv*(q, g) fur

e(q, g, v) = irv*(q, g) und h(q, g, v) die Polstellenordnung von φ(q, g, s) im Punkte

e(q, g, v) = -β(q, g, n) + iγ(q, g, ή). Fur 7 > 0 sei

(53) m(q9g,T)= Σ Kq9g9v).
0<b(q,g, v)<T

Aus (19) und Definition 2 folgt

(54) 0 < d(q, g, v) < (co/2) - 1 (v e JV).

Weiterhin ist

(55) an(?, ̂ , r)=srtfo, ,̂ r)+ίife, g, T) .

Aus (29), (50) oder Christian [7], (215) folgt

(56) m(q,g, T) = (qp(q)/\2)T2-(p(q)/π)TlogT+O(T) (Γ-oo).

Wir ύbertragen jetzt eine Methode aus Hejhal [14], Seiten 77, 78, welche auch bei

Hejhal [15] beschrieben wird.

DEFINITION 3. Fur meN, m>2 sei

(57) A(m)= Σ Kq9g,v).
m-2<b(q, g,v)<m + 2

m heiβt "gut," wenn 0 < A(m) < qp(q)m ist. Ein groβes positives TeR heiβt "zulassig"

genau dann, wenn ra = [Γ] gut ist, und wenn

(58) I % ) 7 Ί

fur alle b(q, g, v) gilt.

HILFSSATZ 5. Es sei δ>0 und L genύgend groβ. Dann gίbt es im Intervall

[L, L(l +<5)] zulάssige Werte T.

BEWEIS. Hejhal [14], Seite 78, Proposition 4.22.

HILFSSATZ 6. Es seίen a,beR, a<b, a<σ<b, T> 1000, T zulassig. Dann gilt

(59) (U'/U)(q, 9, σ±iT) = O(T2) (Γ-oo),

(60) (φ'/φ)Ug,j + σ±iτ) = O(T2) (Γ-oo),

(61) \\(U'/U)(q,g,σ±iT)\dσ =
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(62) , dσ = O(T log T) (Γ->oo).

BEWEIS. Man benutze die bei Hejhal [14], [15] beschriebenen Methoden.

2. Selberg'sche Zetafunktionen. Wir gehen aus von Christian [5], §2, wobei wir

aber $-(1/2) durch s ersetzen. Aus Christian [5], Seite 519, (126), (127) folgt

(63) Ξ(q9 g9 s) = Ξ^q, g9 s)Ξhyp(q, g9 s)Ξpar(q, g9 s) ,

also

(64) (Ξ'/Ξ)(q, g9 s) = (SJ/S7)(^ g, s) + (Ξ'hyp/Ξhyp)(q, g, s) + (Ξ'pJΞpJ{q, g9 s) .

Der elliptische Anteil entfallt wegen (5).

SATZ 1. Ξ(q, g, s) ist eine gαnze Funktion von s. Sie hat folgende Nullstelίen:

9 = 0
(a) Bei s= ±1/2 der Ordnung 1,

(b) Bei s= ±av(q, 0) der Ordnung μv(q, 0) (v= - p{q9 0), . . . , - 1),

(c) Bei s = 0 der Ordnung 2μo(q, 0),

(d) Bei s=±irv(q9 0) der Ordnung μv(q, 0) (veN),

9=1
(e) Bei s = 0 der Ordnung 2μo(q, l) = 2η(q9 1),

(f) Bei s= ±irv(q, 1) der Ordnung μv(q, 1) (veN).

Es gilt

(65) (l/2s)(Ξ'/Ξ)(q9 0, S)-(l/2)(B'/S)(q, 0, 1)
/ 1 1

s2-a*(q,Q) \-aξ(q,

(66) (l/2ί)(Ξ'/S)fo, 1, J ) - ( 1 / 2 ) ( Ξ ' / Ξ ) ( ^ 1, 1)

(67) ( Ξ 7 Ξ ) ( ^ , flf, ί ) = - ( Ξ 7 Ξ ) ( ^ , g,-s)9

(68) Ξ(q,g9s) = Ξ(q,g, -s),

(69) ^ , l)
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BEWEIS. Satz 1, Fischer [12], Seite 116, (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3). (69) folgt aus

(66).

HIFSSATZ 7. Es gilt

(70) (Ξ'j/ΞMq, g, s)= -(qp(q)/3)sψ(s + (\ -g)/2)-(qp(q)/6)g .

BEWEIS. Christian [5], Seite 516, (107) und

HILFSSATZ 8. Fur Re s> 1/2 ίst

(71) Ξhyp(<7, g9s) = Π Π (1 "(sign Tr P o

{^O}M((/) m = 0

| T r P 0 | > 2

(72) (SLy p/Ξh y p)fe^,)= Σ (sign

|TrP|>2

BEWEIS. Christian [5], Seite 516, Hilfssatz 9.

HILFSSATZ 9. Es se/ β(q, g) durch Christian [5], Seite 509, (49) erklάrt. Dann

gilt

(73) (£;ar/£par)(<7, 0, J) - -/7(^) log 2 - / I ( ^ ( J + 1 - (g/2)) + (2β(q, g))/s

Σ

; a r / £ p a r

M(q,g)/ i

ot(q, g,m)

_NψV 1
9g,m)

+ β{q, g, ή) + iγ(q, g,n) s + β(q, g, ή)-iγ(q, g, ή)

2s 2s

, g, n) + iγ(q, g, ή) (l/2) + β(q, g, n)-iy(q, g, n)

BEWEIS. AUS Christian [5], Seite 508, Hilfssatz 3, Seite 509, (49) und Seite 519,

(123) folgt wegen ψ(x) = ψ(x+l)-(\/x) und J - > J + (1/2)

(74) (Ξ'pJΞpal)(q, g, s)= ~p(q) \og2+p(q)ψ(s + (l +g)β)

\)) + (2β(q, g)/s)

lπ)Γ
J — c

+ (s/2π) I ((s2 + t2y1- ((1/4) +12) - ι){φ'IΦ){q, g, (1/2) + it)dt.

Es gilt fur α e C

(it2+<x2)(t2+s2)) ~x=(s2 - a2) - \{t2+<x2y1-(t2+s2y1).
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Beachtet man, daβ die Integration von (/2 + α 2 ) - 1 auf den arc tg fuhrt, so kann man

das in (74) auftretende Integral mittels (28) berechnen. Dann folgt (73). Hilfssatz 9 ist

bewiesen.

HILFSSATZ 10. Es gilt

(75) (Ξ'par/Spjfa, g, s) = k3 + k4s -p(q)φ(s + 1 - (g/2)) + (2β(q, g)/s)

-(V'/V)(q9g9 -s) + (U'/U)(q9g9 -s)

mit gewissen Konstanten k3, k4.

BEWEIS. Man benutze (29), (31), (35), Hilfssatz 9.

SATZ 2. Der Ausdruck

(76) Z(q9 g9 s) = Ξhyp(q, g9 s)s2^^Γ(s+ 1 -(g/2))-«*V(q9 g9 -s)

ist eine ganze Funktίon in s. Dabei ist β(q,g) durch Christian [5], Seite 509, (49) erklάrt.

Die Nullstellen von Z(q, g, s) liegen:

0 = 0
(a) Bei s= ±1/2 der Ordnung 1,

(b) Bei s= ±av(q, 0) der Ordnung μv(q, 0) (v= -p(q9 0), . . . , - 1),

(c) Bei s = 0 der Ordnung 2μo(q, 0)

(d) Bei s = e(q, 0, v), e(q, 0, v) der Ordnung h(q, 0, v) (v= 1, 2, 3, . . . ) ,

(e) Bei s= - (v + (l/2)) der Ordnung (qp(q)/3)(v +(1/2)) (veOuTV).

(f) Bei s = 0 der Ordnung 2η(q, 1),

(g) Bei s = e(q, 1, v), e(q, 1, v) der Ordnung h(q, 1, v) (v= 1, 2, 3, . . . ) ,

(h) Bei s= — v der Ordnung (qp(q)β)v (veN).

Es gel ten die Darstellungen

(77) Z(q9 g, s) = Ξ(q9 g9 s)Ξj \q, g9 s)Ξ~al(q9 g, s)

x s2βiq- 9)Γ(s + 1 - (g/2))~piq) V(q, g, -s) ,

(78) (Z'/Z)(q9 g9 s) = (Ξ'/3)(q9 g9 s) + D(q9 g9 s)

mit

(79) D(q, g, s) = (qp(q)β)sψ(s + (\ -g)l2) + (gqp(q)/6)-ki-k4s-(U'/U)(q, g, -s).

Weiter ist

(80) (Z'/Z)(q, g, s) = F(q, g, s) + 2sΩ(q, g,

mit
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- 1

(81) F(q, 0, s) = 2s(s2-(l/4)yί +2s Σ ^ 0)((s2-a2(q, O))'1-^ -a2(q, 0))" 1)

v=-p(q,O)

N(q, 0)

+ 2μo(q, 0)/s + Σ (s + ̂ (^' 0, π)) " x + Λ5j + k6 .

N(q, 1)

(82) F(q, 1, s) = 2η(q, l)/s+ Σ

Dabeί sind k5, k6 Konstanten. Schlίeβlich ist

(83) Ω(q,g9s)= Σ % ? ^ 5

Es gilt η(q, l) = (l/2)Res(Z7Z)(^, 1, J) . W^ter bestent die Funktionalgleichung
0

(84) ( Z 7 Z ) ( ? J 3, s) = - (Z'/ZXq, g, -s) + B{q, g, s)

mit

(85) B(q, g, s) = D{q, g, s) + D(q, g, -s) ,

also

(86) B(q,g,-s) = B(q,g,s).

BEWEIS. Klar, wegen der vorher bewiesenen Resultate.

Aus (77) folgt

(87) (Z'/Z)(q, g, s) = (Ξ^yp/Ξhyp)(q, g, s) + 2β(q, g)/s

-p(q)ψ(s + 1 - (g/2)) - (V'/ V)(q, g,-s).

HILFSSATZ 11. Es seien ε > 0 und σ > (1 /2) + ε. Dann ist

(88) (Z'/ZX?, g, s) = -p(q) logs + h(ε, s),

mit

(89) \h(ε,s)\<(\/ε) + O(l) (\s\->co),

wobei die in O steckenden Konstanten nicht von ε abhάngen.

BEWEIS. AUS (33), (87), Christian [5], (102) folgt die Darstellung (88) mit

h(ε, s) = {ΞiJΞhyp){q, g, s) + O(l). Wegen Hilfssatz 8 ist

I (Ξ;yp/Ξhyp)(<7, g,s)\£{ΞiJΞ^p){q, 0, (1/2) + e) =
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da (Ξ^yp/Ξhyp)(q9 0, (l/2) + ε) bei ε = 0 einen Pol erster Ordnung vom Residuum 1 besitzt.

Hilfssatz 11 ist bewiesen.

HILFSSATZ 12. Es gilt

(90) B(q9 q9 s) = (qp(q)β)sπ tg π(s + (gβ))-(φ'/φ)(q, g9 (1/2) + J )

-((V'/V)(q, g, s) + (V'/V)(q, g, -

mίt eίner Konstanten kΊ.

BEWEIS. (36), (79), (85), Nielsen [33], Seite 15, (7).

Wegen (14), (79) gilt

(91) B(q,g,s) = B(q,g,s).

HILFSSATZ 13. Es seien a,bsR, a<b, a<σ<b, T> 1000, Tzulάssig. Dann gilt

(92) B(q, g,σ± iT) = O(T2) (Γ->oo),

(93) \B(q,g,σ±iT))\dσ =
J a

BEWEIS. ES gilt tg π(σ + (gβ) ± iT) = 0(1) (Γ-> oo). Aus (33), Hilfssatz 6, Hilfssatz

12, folgt daher die Behauptung.

H I L F S S A T Z 14. Es seien a, b, c, x e / ? , a<b, x>\000, | c\ >(coβ) —l,c + (gβ)eZ.

Dann ist

(94)
c + ib s + (3/2)

m O steckenden Konstanten hάngen nicht von a, b, c ab.

BEWEIS. C + (gβ) e Z bewirkt

(95) tgπ(s + (0/2)) = O(l)

auf der Geraden Res = c. Aus (17), (33), (90), (91) erhalt man

(96) B(q9 g9 s) = (qp(q)β)π(

Aus (96) folgt

(97)
c + ίb

B(q, g, s)ds

= (qp(q)β)πJι(x) + θ(x^2)+c Γ| c +(1/2) +/7 Γ 1 |c + (3/2) + it \" v

Dabei ist
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(98) /,(*)=
c + ib s + (3/2)

+ (g/2))ds

Nach unseren frϋher gemachten Voraussetzungen ist | c \ > 2. Also

fb

(99)

Aus (97), (99) folgt

"c + ib

(100)

+ ia

(Λ:->OO) ,

wobei die in O eingehenden Konstanten von a, b, c nicht abhangen.

Es bleibt zu zeigen

/ 1 A 1 \ T(v\ /r)/rv(3/2)+c^

wobei die in O steckenden Konstanten nicht von a, b, c abhangen. Indem man den

Γntegrationsweg zerlegt, erkennt man, daβ es genύgt, die Falle a<b< — 1, —\<a<

b<\, \<a<b zu betrachten. Durch die Substitution t-* — t und Ubergang zum

konjugiert-Komplexen fϋhrt man den Fall a<b< — 1 auf \<a<b zuruck. Im Fall

— \<a<b<\ sind tgπ(s + (g/2)) wegen (95) und |ιs
i + (3/2)|~1 vermόge | c | > 2

beschrankt. Daraus folgt leicht (101).

Es bleibt der Fall 1 <a<b. Fur />0 ist

(102)

Wegen (98) also

(103) J1(x) =

c + i

c + ia

+ O x ( 3 / 2 ) + c |(l/2) + ι7Γ 1 exp(-2π/)Λ).

Hieraus und aus Hejhal [14], Seite 84. Lemma 5.5 folgt (101). Hilfssatz 14 ist bewiesen.

Wir wollen nun die von Hejhal [14], Seiten 53 bis 82 fur Z(s) bewiesenen

Resultate auf unsere Funktion Z(#, g, s) ubertragen. Dabei greifen wir weitestgehend
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auf Hejhals Beweise zuruck. Wir ubertragen auch Hejhal [14], Seiten 95 bis 115. Da

wir aber statt Hejhals 9l(y) = cy2 + 0(y) nur (50), (56) zur Verfύgung haben, tritt in

unseren Abschatzungen oft der zusatzliche Faktor logΓ auf. Fur den Beweis des

"Primzahlsatzes" ist das ohne Bedeutung.

HILFSSATZ 15. Es sei s = σ + iT, | σ \ < c0, T> 1000,

(104) Tφb(q,g,v) (veN).

Dann gilt

(105) (Z'/Z)(q,g,σ + iT) = X(T,σ) + O(T\ogT) (Γ-+oo)

mit

v Kq, g, v)
(106)

τ-i<b(q,g,v)<τ+ι G + d(q, g, v) + i(T-b(q, g, v))

BEWEIS. Man gehe aus von (80), benutze (54), Definition 3, (80), (81), (82), (83),

und verfahre wie im Beweis von Hejhal [14], Seite 96 bis 102 theorems 6.3 und 6.4.

Man beachte auch Hejhal [14] Seiten 58 bis 61.

HILFSSATZ 16. Es seien s = σ + it, 0 < ε < 1, t> 1000, tφb(q, g, v), σ>ε. Dann gilt

(107) (Z7Z)fo, g, σ + it) = O((t logO/ε),

wobei die Konstante in O nur von M(^) abhάngt.

BEWEIS. Man benutze (54), Hilfssatz 15 und verfahre wie bei Hejhal [14], Seite

102, Proposition 6.6. Man beachte auch Hejhal [14], Seite 61, Theorem 3.9.

HILFSSATZ 17 (Phragmen-Lindelόf Art). Es seien s = σ + it, 0 < ε < l , />1000,

σ>ε. Dann ist

(108) (Z7Z)fa, g,σ + it) = O((\/ε)t2maxi0Λ1/2)+ε-σ) log/)

wobei die Konstante in O nur von M.(q) abhάngt.

BEWEIS. Wie Hejhal [14], Seite 103, Beweis von proposition 6.7 mit

Man siehe auch Hejhal [14], Seite 67, proposition 4.4.

HILFSSATZ 18. Es sei s = σ + iT,\σ\<c0, T^ 1000, Tzulάssig. Dann ist

(109) (Z7Z)(<7, g, σ + iT) = O(T2) (Γ-oo) .

BEWEIS. AUS Hilfssatz 17 folgt

(110) (Z7Z)fo, g, σ + iT) = θ(( Σ I T-b(q9 g9 v) I " 1 ) + Γlog T
\\T-l<b(q,g,v)<T+l
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Nun ist T zulassig, also m = [T~\ gut. Wegen (58) also

(111) (Z'/Z)(q9g9σ + iT)

= O((l+A(m))W(<l, Q, T+ l)-3Wfo, g, T- l-δ))+Tlog T).

Fur kleines δ gilt aber [ Γ - 1 -δ, T+ l ]c=<w-2, ra + 2]. Vermόge (102) also

(112) (Z7Z)fo, flf, σ + ΪΓ) = O((\+ A(m))A(m) + Tlog Γ ) .

Aus (103) Definition 3, m = [Γ] und (112) folgt (109). Hilfssatz 18 ist bewiesen.

Wie bei Hejhal [14], Seite 81, theorem 4.25 folgt aus den vorhergehenden Resul-

taten \Z(q, g, s)\<exp(O(\s\2)) (\s\->oo, seC).

3. "Primzahlsatze". Mittels der Formel (11) wollen wir nun Ψx{q,g,x) be-

rechnen.

HILFSSATZ 19. Es gilt

(113)

+ ε-/oo

+ O(x3/2) (x->oo).

BEWEIS. AUS (11), (87) folgt

(114)

Πl/2) +

= (2πO" 1

J(l/2) +

Πl/2) +
1

J(l/2) +

mit

(115)

(116) y(j)= -(2β(q, g)/s)+p(q)φ(s+ 1 -fe/2)) + (V'\V)(q, g, -s).

Es sei

(117) δ = (\/2) min oc(q, g,m)<\/4.
m = l , . . ,M(q,fif)

Aus (33) folgt

(118) j(s) = O(\og\s\) (khoo).

Die Konvergenzverhaltnisse des Integrals (115) sind also so, daβ man den In-

tegrationsweg nach links verschieben kann. Also
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(119) J(x) = ResJX? + (1/2))" \s + (3/2))" 1x(3/2)+s/(.s)]
s = 0

+ (2πiy1 ί ίX (s +(I/2))~ \s +(3/2)Γ
J — δ — ίoo

- -2β(q,g)(4β)x3'2 + (2π)-i Γ ((l/2)-δ)2 + t2y1x<3'2)-δ log t dt

Hilfssatz 19 ist bewiesen.

HILFSSATZ 20. Es sei x>0 und T> 1000. Dann gilt

Πl/2) + ε + iT

(120) Ψfa g, x) = (2π/)"1 ( Z ' / Z ) ^ g,
J ε-£Γ

Π
1

J(

/ hάngen die Konstanten in O nicht von T und ε ab.

BEWEIS. ES genugt

(121) J(x, T,ε)=\ (Z'/Z)(<7, g, S)(s
J(l/2) + ε + iΓ

abzuschatzen. Aus Hilfssatz 11 und (121) folgt

(122) J(χ9 T,ε) =
IT

Durch partielle Integration folgt J(x, T9 ε) = O((x2+ε/T)((l/ε) + \ogT)). Hilfssatz 20 ist

bewiesen.

HILFSSATZ 21. Es seien x>0, 77>1000, T zulάssig, A = co + (g/2). Dann ist

(123) ψfa g, x) = r{q, g, x) + r'(q9 g, x,T)+Σ (Λ(^ 9, *> T, ε)-Iv(q, g9 x, T, ε))
v = l

+ J(q, g, x, T) + O(x3'2) + O((x2+°/T)((l/ε) + log T)).

Z1

 χ(3/2)+av(q,0)

Dabei ist

(124) r{q, 0, x) = (x2/2) + Σ ^ , 0)

(125) r(q,ί,x) = 0,
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(126) I1(q9g9x9T9ε)
r-ε χ(3/2) + σ + iT

— (2πί)"* (ZΊZ)(q, a, σ + iT)dσ ,

(127) I2(q,g,x,T,ε)

(128) I3(q,g,x,T,ε)

(3/2) + σ

= (2πO ~' ( Z ' / Z X Ϊ , 3, σ + ί 7>fo ,
J ε ( + (l/2) + Γ)( + (3/2) + Γ)

(129) J(q, g, x, Γ) = (2πO

-A-iτ

r~(^, gf, x, Γ) w/ J/β Summe der Residuen von
χ (3/2) + s

(130) (Zf/Z)(q9 g, s)
( + (l/2))( + (3/2))V

im Rechteck [ — A, 0] x [— T, Γ]. Dazu gehόren insbesondere die auf der imaginaren

Achse zwischen — ϊT und iT gelegenen Residuen.

BEWEIS. r(q, g, x) ist die Summe der Residuen von (130) in der rechten Halbebene.
Der Rest ist klar.

HILFSSATZ 22. Es seίen x > 0 , T> 1000, T zulάssig, A = co + (g/2). Dann ist

(131) r-(q9g9x9 T) = O(x^2HogT).

Die in O steckenden Konstanten hάngen nicht von T ab.

BEWEIS. ES sei ro(q,g,x, T) die Summe der Residuen der Funktion (130) im

Rechteck [_-A9 0] x [ - T, T] bei alien Punkten # -1/2, -3/2. Aus Satz 3 folgt

(132)
- 1 χ(3/2)-av(q, 0)

ro(q, 0, x,T)= Σ Vv(q> 0) + (8/3)μo(tf, 0)x3 / 2

((1 /2) - av(q, 0))((3/2) - αv(ή-, 0))

d(,.o, v)± wo. 0^* -(i/2), -(3/2) ((1 /2) - d(q, 0, v) ± ; % , 0, v))((3/2) - d(q, 0, v) ± ib{q, 0, v))
b(q,0,v)<T

Σ ^
= 2V(V—
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= θ(x3ί2( 1 + X h(q, 0, v)b~2(q, 0, v)
2<b(q, O , v ) < Γ

= O[ x3l2[ 1 + u~2dm(q, g,u)

+[u-2m{q, g, u)Y2+ ί V32R(<?, g, u)du

= O[ x3/2[ 1 + du/u = O(x3/2 log T).

\ J2 JJ
Genauso verfahrt man fur g = 1. Also

(133) ro(q, g, x, T) = O(x3/2 log T) .

Bei s=—\β, —3/2 liegen Pole zweiter Ordnung. Die Residuenberechnung wird bei

Hejhal [14], Seiten 88, 89 beschrieben. Man sieht, daβ das Residuum bei s= —1/2 die

GrόBenordnung x log* und bei s= — 3/2 die GrόBenordnung log* besitzt. Zusammen

mit (133) folgt Hilfssatz 22.

HILFSSATZ 23. Es seien x>0, T> 1000, T zulάssig, A = co + (g/2). Dann ist

(134) J(q, g, x, T) = O(x(3/2)~A) .

Die in O eingehenden Konstanten hάngen nicht von T ab.

BEWEIS. AUS (84), (129) folgt

(135) J(q9g9x9T)

A + iT χ(3/2) + s

,g, -s) + B(q,g,,
Mr* I f l / f l l J s - a I i J i 1 \ \

-A-iT

Wegen Hilfssatz 14 also

(136) J(q,g,x,T)

Γ

1

J

iT (3/2)-s

{ n m w , m , g9

A_iτ ((l/2)s)((3/2)s)

Vermόge Hilfssatz 11 also

(137) J(q,g,x9 T) = θ(xi3/2)-A(\+ ί Γ2 logtdt

Daraus folgt (134). Hilfssatz 23 ist bewiesen.

HILFSSATZ 24. Es seien x > 0 , Γ>1000, T zulάssig, A = co + (g/2). Dann ist
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(138) I^q, g, x, T, ε) = O((x<3l2)-*/T)((l/ε) + \og T)).

Die in O steckenden Konstanten hάngen nicht von T, ε ab.

BEWEIS. AUS (84), (126) folgt

χ(3/2)

(139) I ( T ) (2i)-tI

, g, - σ - iT) + B(q, g9σ + iT))dσ

~ε/T2)( I I (Z'/Z)(q, g,σ + iT) \dσ+\ \ B(q, g,σ + iT) | da)ί *\ B{q, g,σ + iT) \ dσ)\

Vermόge Hilfssatz 13, (93), Hilfssatz 17 folgt

(140) Λfo, g, x, T, ε) = o f (x(3/2>-7Γ2)((log T)/ε)

= θί (x(3/2)-ε/Γ2)((log Γ)/ε)ί 1 + Γ 1 + 2ε I e-2σ^τdσUτ\og Tj

(1 + Γ 1 + 2 ε(2 log Γ ) " 1 [ - e - 2 σ l o g Γ ] ^ 1 / 2 ) + ε + Γlog T)

= θ((χWV-ε/T2)((\og T)/ε)(\ + 7X2 log T)~' + Γlog T).

Hieraus folgt (138). Hilfssatz 24 ist bewiesen.

HILFSSATZ 25. Es seien x>0, Γ>1000, T zulάssig, A = co + (g/2). Dann ist

(141) I2(q, g, χ9 T, ε) = O((x(3/2)+ε/T)\og T) .

Die in O steckenden Konstanten hάngen nicht von Γ, ε ab.

BEWEIS. AUS Hilfssatz 15 und (127) folgt

(142) I2(q, g, x, T, ε) = S(q, g, x, T, ε) + O((x ( 3 / 2 ) + ε/Γ) log T)

mit

(143) S(q, g, x, T, ε) = Σ K(<1> Q> *> τ> e, v ) ,
T-l<b(q,g, Λ

(144) K(q, g, x, T, ε, v) = h(q, g, v)(2π/)-1

χ (3/2) + o

ί_£ (σ + (1/2) + iT)(σ + (3/2) + iT)(σ + d(q, g, v) + i(T-b(q, g, v)))
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(145) \K{q,g,x,T,ε,v)\

<h{q, g, v)(x<3'2>+7(2πΓ2)) P - —
+ d(q, 9, v))2 + (T-b(q, g, v))2

Man substituiere M = — . Es folgt
\T-b(q,g,v)\

q, g,v) + ε
Γ I T — b(q, g, v) | shi

(146) \K(q, g, x, T, ε, v)\<h(q, g, v)(x<3/2>+7(2πΓ2)) | d ( g , g i V ) _ E — ^ ^
J |τ-κ ί l β,v)i J l+u2

<h(q, g, v)(x{3m+ε/(πT2))

Jo

d(q, g,v) + ε
\T-b(q,g, v

\

o

r - % , g, v) I

ί, 0, v) (x ( 3 ' 2 > + 7Γ 2 ) I log I T-b(q, g,v)\\).

Wegen (58) somit fur m = [ Γ ] :

(147) K(q, g, x, T, ε, v) = O(h(q, g, v)(x ( 3 / 2 ) +7Γ 2) log (1 + A{m))).

Aus (143), (147) folgt

(148) S(q,g,x,T,ε)

= O((χW+°/T2)log(l+A(m))(m(q,g, T+\)-WHq,g, T-l-δJf)

fur kleines δt. Wegen [T— 1 — δit Γ + l ] c < w — 2, m + 2] somit vermoge (57)

?, 0, Γ+ 1 ) - S R ( Ϊ , g, Γ-1 -^!)<^i(m).

Also

(149) 5( 9 > ^, x, Γ, ε) = 6>((x(3/2)+7Γ2)(log(l +A(m)))A(m)).

Vermόge Definition 3 und w = [Γ] also

(150) S(q, g, x, T, ε) = O((x< 3 / 2 ) +7Γ) log T).

Aus (142), (150) folgt (141). Hilfssatz 25 ist bewiesen.

HILFSSATZ 26. Es seien x > 0 , 7>1000, Tzulάssig, A = co + (g/2). Dann ist

(151) h{q, g, x, T, ε) = O(x2+ε/(εT)).

Die in O steckenden Konstanten hάngen nicht von T und ε ab.

BEWEIS. AUS Hilfssatz 17 und (128) folgt
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(152) h(q,g,x,

Wie in (140) folgt (151). Hilfssatz 26 ist bewiesen.

HILFSSATZ 27. Es seien x > 0 , Γ>1000, T zulάssig, A = co + (g/2). Dann ist

(153) ψx(q9 g, x) = r(q, g, x) + O((x2 + */T)((l/s) + \og T)) + O(x(3/2) log T) .

BEWEIS. Hilfssatze 21-27.

SATZ 3. Es gilt

(154) ψχ(q9 g, x) = r(q, g, x) + O(x312 logx) (x^oo) ,

(155) ψ±{q9 x) = (l/2)r(q9 0, x) + O(x3/2 logjc) (x^oo) .

BEWEIS. In Hilfssatz 27 sei ε= 1/logx . T habe die GrόBenordnung von x und

sei zulassig. Dann folgt (154). Aus (9), (125) folgt (155). Satz 3 ist bewiesen.

SATZ 4. Es gilt

(156) Ψ0(q, 0, x) = x+O{x3l\\ogx)1l2) (x^oo),

(157) ψ(g, 1, x) = O(x3ί\\ogx)1/2) (x^oo),

(158) ψ±(q, x) = {xβ) + O{x3l\\ogx)112) (x-^oo).

BEWEIS. Man gehe aus von Satz 3 und wende die Beweismethode von Hejhal

[14], Seite 63, Beweis von theorem 3.13 oder Seiten 92, 93 auf die monoton wachsenden

Funktionen Ψ${q, x) an. Fur das bei Hejhal auftretende h wahle man h = x3/4~(\ogx)1/2.

Dann folgt

(159) y±( ? , x) = (\/2)(d/dx)r(q, 0, x) + O{x3l\\ogxf>2) .

Vermόge (124) ist

" I (l/2) + βv(β, 0)

(160) (<//ώcM*, <>,*)=*+ Σ ^(g.

Wegen Christian [5], (80)

(161) (d/dx)r(q, 0, JC) = x

Aus (159), (161), folgt (158). Aus (8), (158) folgen (251), (252). Satz 4 ist bewiesen.

SATZ 5 ("Primzahlsatz"). Es gilt

(162) πίto,x)

(163) πίoto, x)
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Dabei ist

(164) HJC= ( l o g * ) " 1 * .

BEWEIS. Folgt aus Satz 4 wie bei Hejhal [14], Seite 64.

Fur die voile Modulgruppe SL(2, Z) fand Iwaniec [26] eine Verscharfung.

4. Konvergenzabszissen Selbergscher Zetafunktionen. Die Dirichletreihen (72)

haben die Abszisse absoluter Konvergenz 1/2. Fur g = 0 ist dieses auch die

Konvergenzabszisse. Fur g=l besitzt (Ξ'hyp/Ξhyp)(q, g, s) in R e s > 0 keine Pole, wohl

aber auf der Geraden Re s = 0. Die Konvergenzabszisse muβ also zwischen 0 und 1/2

liegen.

SATZ 6. Fur σ> 1/4 konvergiert (Ξ'hyp/Ξhyp)(q, 1? $) bedingt. Dabei ist so u'ber die

Klassen {P}^q) zu summieren, daβ die Normen N(P) monoton wachsen. Die Kon-

vergenzabszisse der Dirichletreihe (72) fur # = 1 liegt also zwischen 0 und 1/4.

BEWEIS. Wegen

065) (Ξf /Ξ ~)(a 1 s)= I x~^^2^~sdΨ (a 1 x)

Λoo

Jl
\

χ-(3/4)-σ ( l o g ; c ) l/2Λ

Dieses ist fur σ > 1/4 konvergent. Satz 6 ist bewiesen.

In Akiyama [1], [22], Christian [5], Hiramatsu [16] bis [23] wurde die Reihe

(166) C(ί,<M)= Σ (sign ΎτPγ ^ ^ " ^ - w <2 cosh(1/2) logN(P)y2*
\ΎrP\>2

betrachtet.

HILFSSATZ 28. Die Differenzreihe

(1 £jπ j (***r / " \(a o v) H(cι a v)

= Σ (sign Tr/y , , n ^ 2

8 ^ - 1 / 2 (^(/O-'-P cosh(l/2) log7V(/>)Γ2*)

\TτP\>2

konvergiert fur σ> —1/2, und stellt dort eine holomorphe Funktion dar.



SELBERG'SCHEN ZETAFUNKTION 325

BEWEIS. Klar.

STAZ 7. Fur σ>l/4 konvergiert die Dirichletreίhe ζ(q,q,s) bedίngt. Dabeί ίst

uber die Klassen {P}M(q)
 s o z u summieren, daβ die Normen N(P) monoton wachsen.

Die Konvergenzabszisse von ζ(q, 1, s) liegt also zwischen 0 und 1/4.

BEWEIS. Satz 6, Hilfssatz 28.
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