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0. Einleitung. Um 1954 fiihrte Selberg [36], [37] die beriihmte Spurformel und
im Zusammenhang damit die nach ihm benannte Zetafunktion ein. Genauso, wie
man mit Hilfe der Riemannschen Zetafunktion den Primzahlsatz beweist, zeigt man
mit Hilfe der Selbergschen Zetafunktion, dass ein “Primzahlsatz” auch fir die
Konjugiertenklassen primitiver hyperbolischer Elemente gilt. Diese Zusammenhéinge
wurden z. B. von Hejhal [13] sehr schén beschrieben.

In der vorliegenden Arbeit seien M(gq) die Hauptkongruenzgruppe g-ter Stufe zur
elliptischen Modulgruppe, ¢=3 und

g (g, x) = {Anzahl der primitiven hyperbolischen Klassen {P,} von M(g) mit
N(Py)<x und TrP,>2},

75 (¢, x) = {Anzahl der primitiven hyperbolischen Klassen {P,} von M(g) mit
N(Py)<x und Tr Po< —2}.

Dabei ist N(P) die Norm eines hyperbolischen Elementes PeM(g) und Tr die Spur
einer Matrix.
Wir beweisen den ““‘Primzahlsatz”

1
nE(q, x)=—2—1ix+0(x3/4(log x)"1) (x> 0).

Dabei bezeichnet li den Integrallogarithmus. Es gilt

(g, x)=mng (¢, x) + 75 (g, x) = {Anzahl der primitiven hyperbolischen
Klassen {P,} von M(g) mit N(Py)<x} .

Fiir verschiedene Gruppen bewiesen bereits Hejhal [14], [15], Huber [24],
Kuznetsov [27], [28], [29], Venkov [38], [39], Venkov-Vinigradov [40] die
Abschétzung

no(q, x)=lix+O(x**(logx)"1?)  (x—o0),
wihrend Iwaniec [26] fiir die volle elliptische Modulgruppe SL(2, Z) ein verschirftes
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Restglied fand.

Es seien ge Z und ¢(g, g, s) die Determinante der Scatteringmatrix von M(g),
welche sich aus dem nullten Foerierkoeffizienten der Eisensteinreithen vom Gewicht
g ableitet. Wie man entweder aus Christian [7] oder aus Fischer [12] oder aus Hejhal
[14], [15] entnimmt, sind die Realteile der Pole von ¢(qg, g, s) beschriankt. Fir TeR,
T>0 bezeichne N(g, g, T) die Anzahl der Polstellen von ¢(q, g, s), deren Imaginarteil
zwischen 0 und T liegt. Wie man etwa aus Christian [4], [5], Fischer [12], Hejhal [14],
[15], Hiramatsu [16] bis [23], Selberg [36], [37] oder Venkov [38], [39] entnimmt,
besitzt der Laplaceoperator

A,=y*(0%/0x*+0*/0y*)— igy(0]0x)

in einem passenden Hilbertraum $(q, g) ein diskretes Spektrum {1,}. Fiir TeR, T>0
sei M(q g, T) die Anzahl der Eigenwerte A, mit 0<,/ A,—1/4 <T. Aus Fischer [12]
und Hejhal [14], [15] entnimmt man

R(g, 9. T)=O0(T*), N(g,g,T)=0(T*) (T—-0).
Wie in Hejhal [14], Seite 95 ff beschrieben wird, bendtigt man fiir ein méglichst scharfes
Restglied im “Primzahlsatz,” dass die Differenzen

ﬁ(qa g, T+ a)_ﬂ(qa g, T) und 9t(‘]a g, T+ a)—m(q’ g, T)

mit einer Konstanten a eine geringere Grdssenordnung als O(T?) besitzen. In sehr
scharfsinniger Weise zeigt Hejhal [15], Seite 458, theorem 2.24, dass diese Differenzen
die Grossenordnung O(T) (T— o) besitzen. Eine elegantere Losung ist es natiirlich,
explizitere Formeln fiir f(¢, g, T) und N(q ,g, T) zu finden. Hierfiir hat man einmal
die Weyl-Selberg Formel (siche etwa Fischer [12], Seite 138, 3.3.13 theorem), welche
N(g, g, T) mit dem Integral

1

—Tf (@'/9)q. g, (1/2)+it)dt
TJ-1

verkniipft.
Fiir die Hauptkongruenzgruppe M(g) haben Christian [7], Efrat [8], Huxley [25]
die Determinante der Scatteringmatrix ¢(q, g, s) berechnet, woraus sich

(g, 9, T)=(p(9)/m)Tlog T+O(T)  (T—0),
1 T
o f (¢'/0)q. g, (1/2)+it)dt=(p(q)/m)Tlog T+ O(T)  (T—0)
-T

ergibt. Dabei ist p(q) die Anzahl der M(g)-indquivalenten Spitzen eines Fundamental-
bereiches von M(g). Mittels der Weyl-Selberg Formel ergibt sich daraus

N(g, 9. T)— ((gp(@)N1DT* —((2p()/m) T log T+ O(T) ~ (T—0).
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Mittels dieser Formeln kann man nun sehr genaue Abschitzungen durchfiihren.

Die folgenden Rechnungen haben Ahnlichkeit mit gewissen Untersuchungen in
Hejhal [15], insbesondere chapter ten, 2 und 3. Bei Hejhal wird jedoch viel auf frithere
Stellen verwiesen. Daher ziehen wir es vor, liberwiegend wie bei Hejhal [14], Seiten
39-118 vorzugehen. Die logarithmische Ableitung einer anderen Selbergschen Zeta-
funktion ist

. log N(P,)
,g,8)= sign Tr P)?
(g, 9, 5) (P)ZMM (sign Tr P) NP2 N(P) 17

|TrP|>2

1 —2s
<2 cosh ) log N(P)>

(9=0, 1). Dabei durchléuft { P}, die Konjugiertenklassen der hyperbolischen Elemente
von M(g), weiter ist P, das zu P gehorige primitive Element und s eine komplexe
Variable. Diese Funktion wurde zuerst von Hiramatsu [16] bis [23] eingefiihrt und
dann auch von Christian [S] untersucht. Wegen Christian [5], Satz 3 haben {(q, 0, 5)
und {(q, 1, s) die Abszisse absoluter Konvergenz 1/2. Dieses ist auch die Konvergenz-
abszisse von {(q,0,s), wiahrend die Konvergenzabszisse von {(g, 1,s) zwischen 0
und 1/2 liegt. In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daBl {(g, 1, s) fiir Res>
1/4 konvergiert, falls man in der Reihenfolge aufsteigender Normen N(P) summiert.
Die Konvergenzabszisse von {(q, 1, s) liegt also zwischen 0 und 1/4.
Fiir Literaturhinweise danke ich T. Hiramatsu.

1. Grundlagen. Die Begriffe 3(1), N<z), xy, yn,» N{z}, jn(9,2), dw,, fy(z)=

(f]IN, g1)(2), 4, M(q), F(9)> P(q), (F(q)), D(P), a(P), N(P), Po, Y(s), ®(g; 9, 5), $(d, g 3),
¢..(q, g, s), werden wie in Christian [5] erklart; dabei kénnen wir uns auf den Fall

g=0, 1 beschrinken, da die zu untersuchenden Funktionen nur von der Restklasse g
mod 2 abhéngen; ¢ =>3.

DerFiNITION 1. Fiir x>0 bilden wir die folgenden Funktionen

(1 (g, )= 2 1, n(gx= ) 1,
{Po}mig) {Po}my)
N(Po)<x N(Po)<x
TrPo>2 TrPo<—2
(2) ngo(‘]a X)= Z ] s 7’-'0_0(% x)= Z 1 9
{PIm) {PYmig)
N(P)<x NP)<x
TrP>2 TrP< -2

wobei in (1) Uber die primitiven hyperbolischen Klassen, in (2) iiber alle hyperbolischen
Klassen zu summieren ist. Weiter seien

log N(P,)
3 Pi(g,x)= Y —,
° Prme 1 —=N(P)7!
N(P)<x

TrP>2
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_ log N(P,)
“ ¥Y5(g, x)= 3 ——u2r,
° B 1 —NP)?
N(P)<x
TrP< -2
. log N(P,)
5 ¥Y.q,9,x)= sign Tr P)9————————"— .
(5) o(g: 9, X) {P)ZMW( g ) L Np)
N(P)<x
SchlieBlich seien
(6) Yi(g, x)= J ¥5(q, 0yt
1
(7) Tl(qa g, x)=J‘ Y/O(q’ g, t)dt .
1

Offenbar gilt
®) Y’?(q, 0, x)= Y’?+ (9, %)+ ‘Pcli (¢, %), Y’?(q, 1, x)= Y’?* (g, x)— 'I’?‘ (g, %),

©) v5 . x)=%('ff?<q, 0,0% ¥y(4, 1, )

Alle weiteren Untersuchungen dienen dazu, aus (11) asymptotische Formeln fiir
¥.(g, g, x) und ¥,(q, g, x) abzuleiten. Man bilde die Reihe

. log N(P,) - _
(10) EhyolEnyp)(@: 9> )= 2, (sign Tr PYl——=—— 2_N(P)~ /D75
hyp/ ~hyp. P 1 ___N(P) 1
|TrP|>2

welche nach Christian [5], Seite 516, Hilfssatz 9 fiir Re s> 1/2 absolut konvergiert.
Nach Ayoub [3], Seite 55, Theorem 3.4 (1/2ni wurde dort vergessen) folgt mit
s+(1/2) statt s

(1/2)+e+ico XS+(3/2)

(a0, 9, x)=(1/2mi ol Enyo)ds 9 d
an - ¥.(g, 9, x)=(1/2mi) (1/2)”_@( nyp/ Enyp)(g5 95 5) G U2)6+6/2) s

dabei werde ¢>0 weiterhin festgehalten.

b

HiLrssatz 1. Die Funktion ¢(q,g,(1/2)+s) ist in C meromorph. Sie besitzt
folgende FEigenschaften:

(12) ?(q. 9, (1/2)+9)9(q, 9, (1/2)—s)=1,
(13) (¢'16)q, g, (1/2)+5)=(¢'|$)g, 9, (1/2)=5) ,
(14) ®(q, 9, (112)+5)=d(q, 9, (1/2) +5) .

Es gibt ein
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(15 coEN, =6

mit folgenden Eigenschaften:
Alle Null- und Polstellen von ¢(q, g, (1/2)+5) liegen in dem Streifen

(16) lo|<(co/2)—1 (s=0+it),
und es gilt
(17) (@'/9)4g, 9. (1/2)+5)=0(1)  (Is|>0;[0]=(co/2)—1).

Die Null- und Polstellen von ¢(q, g, (1/2) +5) verteilen sich wie folgt: Es gibt reelle Zahlen

w(g,g,m) (m=1,..., M(q,9), Bg,g9,n) (n=1,2,,3,...), ¥(q,9,n) (n=N(q,9)+1,
N(g, 9)+2,...) mit

(18) 0<a(g, g, m<1/2<(cy/2)—1 m=1,...,M(q,9)),
(19) 0< (g, g, n)<(co/2)—1 n=1,2,3,..),

(20) 0<y(q,9.m)  (n=N(g,9)+1, N, 9)+2,...),

so daf3 folgendes gilt: Die Nullstellen von ¢(q, g, s) liegen bei

@n —a(g,g,m)  (m=1,...,M(q,9),

(22) Bg,9.m)  (n=1,...,N(g,9)),

(23) Bg, 9. m+iy(g,g9,n)  (n=Nlg,9)+1,N(g,9)+2,...);
die Polstellen von ¢(q, g, s) liegen bei

24 g, g,m)  (m=1,...,M(q,9)),

(25) —B(@.9,m)  (n=1,...,N(g,9)),

(26) —B(g. 9, M tiv(g,9,n)  (n=N(g,9)+1,N(g,9)+2,...).

Mit einer passenden natiirlichen Zahl ny gilt eine Produktdarstellung

@7n  #g,9.(1/2)+s9)

M(q, 9)

—s —S—a( ,g,m) Na, o) S_B(qagsn)
—n5*¢(a, 9,112 |1 et
m=1 S—a(q,g,m) n=1 —s—P(q,9g,n)

(s—B(q, g, n)—iy(q, g, n)(s— B(q, g, )+ iy(q, g, n))
n=Ng 9+1 (—5—P(q, g, n)—iy(q, g, W))(—s—B(q, g, n) +iy(q, g, n))

und eine Summendarstellung
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(28) (¢'/¢)g.9,(1/2)+5)

M(q, g)

20(g, g,m) &P 2B(g,g,n
= —logny— , 3 Z + 3 ﬁ(z 9. ")
m=1 §"—0 (C], g, m) n=1§ —ﬁ (qﬁg’n)
N < 2B(g, g, n) N 2(g, g, n) )
n2Na o+ 1\ (S+iy(g, g, ) —p*(q,9,n)  (s—iy(q, g, n))*>—B*(q, g, n)

Auf der Geraden =0 besitzt ¢(q, g, (1/2)+s) keine Null- und Polstellen. Es seien Te R,
T>0 und N(q, g, T) die Anzahl der y(q, g, n) mit 0<y(q, g, n) < T. Dann gilt

(29) N(g, 9, T)=(p(9)/m)Tlog T+O(T)  (T-0),
und
(30) ——;;j (¢'/9)q, g, (1/2) +indt=(p(q)/m)Tlog T+ O(T)  (T—0).

Bewers. Alles bis auf die Aussagen (17), (29), (30) folgt aus Fischer [12] Seite
34, insbesondere (1.5.6), (1.5.7) und Seiten 96, 97 insbesondere 2.4.15 Notation, 2.4.16
Lemma, 2.4.17 Corollary, sowie aus Christian [7].

Man bilde das Polynom

M(q, 9)

(31) V(qa g, S)= 1;11 (S—Ot(q, 9, m)) .

Dann ist

(32) V(g 9,9)=0(sM@9), V=q.9,8)=0(s|" M@ (]s|]>c0),
(33) V'IV)g,9,9)=0(sI"")  (Is|>0).

HiLrssaTz 2. Das Weierstrafiprodukt

) U N(l_q,lg) i Ky N )
3 .9, 8)= T B am Ba.gm)S
( ) (q g S) n=1 {( ﬁ(q’ g: n) > exp( ﬁ(‘l, g, n) }

1 (- sasmiraan) = (aansmaon)
n>N(q,g)+1 ﬁ(‘], g, l’l) + ly(q, g, l’l) ﬁ(qa g, l’l) + l'}’(q, g, I’l)

(g swan) ™ aansaan )
B(q, g, n)—iy(q, g, n) B(q, g, n)—iy(q, g, n)

ist eine ganze Funktion in s. Die Nullstellen liegen genau bei f(q, g, n) (n=1, ..., N(q, 9))
und B(q, g, n) £ y(q,9, n) (n=N(q, g)+1).

BeEwEeis. Die durch Logarithmieren entstehende Summe konvergiert wegen (29).
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ANMERKUNG. Die Funktion U(g, g, s) entspricht dem P(s) aus Fischer [12], Seite
118, 3.2.2 Definition. Wegen (29) kommen wir jedoch mit konvergenzerzeugenden
Faktoren erster Ordnung aus. Fischer kann nur f(g, g, T)= O(T?) benutzen. Daher
benotigt er konvergenzerzeugende Faktoren zweiter Ordnung.

Aus (34) folgt

N, 9) 1 1
(35 (U'/U)g.9,5)= ; (s—ﬁ(q g, n) i Ba, g ”)>

1 1
+ X ( . + .
n=Nig, 9+ 1\ s—B(q, g, ) —iy(q, 9, n)  B(q, g, n)+iy(q, g,n)

s—P(g, 9. M) +iv(q, g, ) P(q,9,n)—iy(q, g, )
Die Kombination von (28), (31), (35) liefert
(36) (&'/d)4g, 9, (1/2)+8) =k, +(U'|U)g, g, 5)+(U'/U)g, g, —5)
-V'[V)4,9,9)—(V'[V)g, g, —5),
mit einer Konstanten k,. Daraus folgt

U(q’ g, S) V(q7 9, _S)

37 g, (1/2) +5)=hs* e
( ) (g, 9, (1/2)+s)=e U(g, g9, —9)V(q, g, s)

mit einer weiteren Konstanten k.
Aus (19), (34), (395) folgt

(38) Uq.9.9=U(g.9,5), (U]U)g,9,9=(U"JU)g.4,5)

(39) |(U'1UXq, 9. )= |(U'JUXg, 9, —5)|  (620).
HiLrssatz 3. Es gilt

(40) (U'JUXg, 9. 9)|=0(1)  (I5]>0; |a]>(co/2)—1).

Beweis.  Man benutze (17), (33), (36), (39).

HiLrssaTz 4. Es seien |o|< ¢y, T=1000,

1
(1) W(T, |o|)= ) -
r-1va.g.m<1+1 ./ (|o|—B(g, g, n)* +(T—7(g, g, 1))
Dann ist
(42) |(U'JUXq, g, 6 +iT)|=O(W(T, |6 |)+TlogT)  (T—w).

BEwEess.  Aus (35) folgt
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(43) [(U']UXg, g, 0 +iT) |<UF+UF+ U+ U+ Us+O(T™ ),
(44) ut= Y  xTo), U= )y 1n, T, 0),
1<y, 9, m<VT VT <yq,9,n<T-1
45  Uz= ) xn, T, 0), Uk= > 1n, T, 0),
T-1<y(q,9,m<T+1 T+1<y(g,g,n<2T
(46) Ut= ) 1 T,o)

2T <v(q,9,n)
mit
1 1

47 T, 0)=

o~ B, 6 M+AT—g, 9, m) B ¢ )+ (ds g, 1)
1 1
+ . + |
U—ﬁ(q, g, n)+ l(T+ )’(‘1, g, n)) ﬂ(% g, n)— W(q, g, n)

Indem man alles auf den Hauptnenner bringt, folgt

T(T+y*(q, g, n)) )
| T—y(q, 9, W)| | T+¥(q, 9, n) |v*(q, 9. n) ]

Wie es etwa auf den ersten 60 Seiten von Hejhal [14] mehrmals beschrieben wird,
verwandelt man die Summen U} (k=1,2,...,5) in ein Stieltjes’schen Integral und
schitzt dieses mittels (29) ab. Dann erhélt man die Behauptung. Der Term WAT, |c|)
kommt durch U# hinein. Hilfssatz 4 ist bewiesen. Die Begriffe $(q, g, 5), Zg, (q, 9),
P4, 9), A(q, 9) v=—1(q,9), 1 —1(q, 9), .. ), u(q, 9), (g, 9) (v=1,2,...), a(q,9) (v=
~1(g,9), ..., —1) werden wie in Christian [5] erklart.

Es sei 7>0 und

(48) 2, T, a)=0<

(49) N, 9. D= Y uwg9-

0<r«q, 9)<T

Dann gilt nach Christian [7], (214)

(50) N(g, 9. T)=(qp()/12)T* —(2p(q)/m)Tlog T+O(T)  (T—>0).
DErFINITION 2. Es seien
(51) e(qaga V)=—d(q,g, V)+lb(%ga V) (V=1,2, 3’)

die Gesamtheit der Zahlen ir(q, g) veN)— B(g,9,n) (n=1,...,N(q, g)) und
~B(g, g, n)+iy(q, g, n) (n=N(q, g)+ 1), so angeordnet, dal

(52) 0<b(q,9,1)<b(q,9,2)<b(q,9,3)< ...
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gilt. Es sei A(q, g,v) die “Vielfachheit” von e(q, g,v), d.h., h(q, g, v)=u.(q, g) fir
e(q, g, v)=irs(q,g) und h(q,g,v) dic Polstellenordnung von ¢(q,g,s) im Punkte
e(q, g9, v)=—pB(q, g, n)+iy(q, g, n). Fir T>0 sei

(53) Mg, 9. )= ), g, g.v).

0<bg, g, »<T
Aus (19) und Definition 2 folgt
(54) 0<d(g,g,)<(co/2)—1  (veN).
Weiterhin ist
(55) Mg, g, T)=R(q, 9, N+ R(g, 9, T).
Aus (29), (50) oder Christian [7], (215) folgt
(56) Mg, g, T)=(qp(9)/12)T*— (p(q)/m)Tlog T+O(T) ~ (T—0).

Wir ubertragen jetzt eine Methode aus Hejhal [14], Seiten 77, 78, welche auch bei
Hejhal [15] beschrieben wird.

DEeFINITION 3. Filir me N, m>2 sei

(57) A(m) = ) ng, g, v) -

m—2<b(q,g,vV)<m+2

m heilt “gut,” wenn 0< A(m) <gp(q)m ist. Ein groBes positives 7€ R hei3it ““zuldssig”
genau dann, wenn m=[T] gut ist, und wenn

(58) |b(q, g, V)—T|Zm

fiir alle b(q, g, v) gilt.

HiLFssaTz 5. Es sei 6>0 und L geniigend groff. Dann gibt es im Intervall
[L, L(1+96)] zuldssige Werte T.

Beweis. Hejhal [14], Seite 78, Proposition 4.22.
HiLFssATz 6. Es seien a,be R, a<b, a<o<b, T>1000, T zuldssig. Dann gilt

(39) (U'1U)g, 9,0 +iT)=0(T*)  (T-),

(60) (¢>'/¢)<61, g, %+6iiT)=0(T2) (T—> ),

(61) fbl(U’/U)(q, g,0%iT)|do=0(TlogT)  (T—0),

a
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b
(62) J

BEWEIS. Man benutze die bei Hejhal [14], [15] beschriebenen Methoden.

do=0(TlogT) (T—- ).

(¢//¢)<q, . %+0i ir)

2. Selberg’sche Zetafunktionen. Wir gehen aus von Christian [S], §2, wobei wir
aber s—(1/2) durch s ersetzen. Aus Christian [5], Seite 519, (126), (127) folgt
(63) E(q, 9, 9)=E14; 9, 9)Znyp(4; 9 )Epar(d, 9, 5) »
also
(64) E'1E)4, 9, ) =(E1ENY, 9, )+ (Ehyp/ Enyp)(d, 9, ) + (Zpar/ Epar)(@s 9, 5) -
Der elliptische Anteil entféllt wegen (5).

Satz 1. E(q, g, s) ist eine ganze Funktion von s. Sie hat folgende Nullstellen:

g=0

(a) Bei s= +1/2 der Ordnung 1,

(b) Bei s=+a/q,0) der Ordnung 1(q,0) (v=—p(q,0),..., —1),
(c) Beis=0 der Ordnung 2u,(q, 0),

(d) Bei s= +ir/(q,0) der Ordnung u,(q,0) (veN),

g=1
(e) Bei s=0 der Ordnung 2uy(q, 1)=25(q, 1),
(f) Beis= tir/(q, 1) der Ordnung u,(q,1) (veN).

Es gilt
65  (1/25)(Z'/E)(q, 0, 5)—(1/2)(E"/E)(g, 0, 1)
- o o 1 - 1
=(s*—(1/4)) (4/3)+v= _;(q’ O)Mv(q, 0)( P—aq.0)  1—aXg.0) )
o @ 1 B |
+1o(g, 0)(s 2=+ v;uv(q, 0)< T a0 15760 >
(9=0),
(66) (1/25)(E'/E)(q, 1, 9)—(1/2)(E'/E)(g, 1, 1)
_ -2 _ < 1 _ 1 _
=n(g, 1)(s 1)+v;uv(q, 0)( PN TP T T > (=1,
67) (Z'1E)q, 9,9)=—(E'[E)q, 9, —5),
(68) E(‘], g: S)=E(‘], g’ _S) s

(69) n(g, )= (1/2)35()5(5’/5)((1, L,s).
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BeEwels. Satz 1, Fischer [12], Seite 116, (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3). (69) folgt aus
(66).
Hirssatz 7. Es gilt
(70) (E1ENG, g, )= —(qp(q)/3)sy (s + (1 —9)/2) —(qp(q)/6)g -
Bewels. Christian [5], Seite 516, (107) und ¥/(s+ 1)=(1/s)+¥(s).

HiLrssatz 8. Fiir Res>1/2 ist

n Ewe(@59: )= [T 1 (1—(ign Tr PP N(Py)~ /2 7s7m),
( 0 M(y, m=0
T2
. log N(P,) B
72 A ) , g, 8)= sign Tr P)? N(P)™*.
( ) hyp/ hyp)(q g ) {P)ZMW( g ) N(P)I/Z_N(P)_l/z ( )
|TeP|>2

Bewels. Christian [5], Seite 516, Hilfssatz 9.
HiLFssaTz 9. Es sei f(q,g) durch Christian [5], Seite 509, (49) erklirt. Dann
gilt

(73 (Epar/Zpal(d> 95 )= —p(q) log 2—p(@) (s +1—(9/2)) +(2B(q, 9))/s

M4, 9) 1 2
—(1/2) logng +(s/4) log ng + Z <S+a(q g, m) (1/2)+an g m))

Nwzg)( 1 2s
—Flﬁm%m_WMﬂMWJ

1 1
- 2 < . + :
n=N(q,g)+1 S+B(‘], g, n)"”l'}’(‘]a ‘B n) S+ﬁ(qs g: ”)—l?(q, g7 i’l)

2s 2s
—annm%%w+m%%m"annm%%m—Mmmm)

BeEweis. Aus Christian [5], Seite 508, Hilfssatz 3, Seite 509, (49) und Seite 519,
(123) folgt wegen Y(x)=y(x+1)—(1/x) und s—s+(1/2)

(74 Ear/Epac)(qs 9> )= —p(q) log 2+ p(@)Y (s + (1 + 9)/2)
—p(QW(s+(1/2)+¥(s+ 1))+ (28(q, 9)/s)
+(s/2m) J ) (SP+) " = ((1/H+ )" )P )4, g, (1/2) +it)dl .

Es gilt fir ae C
(P + o) (P +5Y)) t=(s2—a?) W +a®) P —(2+sH)7Y).
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Beachtet man, daB die Integration von (124«%)~! auf den arc tg fiihrt, so kann man
das in (74) auftretende Integral mittels (28) berechnen. Dann folgt (73). Hilfssatz 9 ist
bewiesen.

HiLrssatz 10.  Es gilt
(75) EarlEpa)(@s 9, ) =k + kys—p(@¥(s+1—(g/2)) + (2B(q, 9)/s)
—(V'INg, g, =) +(U'|U)g, g, —5)
mit gewissen Konstanten ki, k,.
BEwEIs. Man benutze (29), (31), (35), Hilfssatz 9.
SATZ 2. Der Ausdruck
(76) (g, 9, 5) = Enyp(@> 9> )P4 T (s +1—(9/2)) """V(q, g, —5)

ist eine ganze Funktion in s. Dabei ist f(q,g) durch Christian [5], Seite 509, (49) erkldrt.
Die Nullstellen von Z(q, g, ) liegen:

g=0

(a) Bei s=+1/2 der Ordnung 1,

(b) Beis=ta,q,0) der Ordnung u(q,0) (v=—p(q,0),..., —1),
(c) Bei s=0 der Ordnung 2u(q, 0)

(d) Beis=elq,0,v), e(qg, 0, v) der Ordnung h(q,0,v) (v=1,2,3,...),
(e) Beis=—(v+(1/2)) der Ordnung (gp(¢)/3)(v+(1/2)) (veOuUN).

g=1

(f) Bei s=0 der Ordnung 2n(q, 1),

(g) Beis=el(q,1,v), e(q, 1, v) der Ordnung h(q, 1,v) (v=1,2,3,...),
(h) Bei s= —v der Ordnung (qp(q)/3)v (veN).

Es gelten die Darstellungen

(77 2(q,9,9=5(q, 9, )E; "4, 9, $)Epat (4, 9, 5)

x s2@ I (s+1—(g/2) V(g g, — ),
(78) (Z'1Z2)(4q, 9, 5)=(E'|E)9; g, 5) + D(q, g, $)
mit

(719)  D(q, g, s)=(qp(q)/3)sy(s+ (1 —9)/2) +(9qp(9)/6) — k3 —kas—(U'|U)g, g, —5) .
Weiter ist
(80) (Z'/Z)(q, g, s)=HF(q, g, 5)+25Q(q, g, )+ (qp(q)/3)sy (s + (g — 1)/2)

mit
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(81) F(g,0,5)=2s(s*~(1/4) 7" +2s _Z 14, 0)(s* —ax(g, 0) ' —(1—aj(q, 0) ™)

v=-p(q,0)
N(g,0)

+2u0(g, 0)/s+ §1 (s+B(q,0, ) ' +kss+kg .

N(g, 1)

(82) Fg, 1,5)=2n(g, Dfs+ 3, (s+B(g, 1, )" +kss+ke .
n=1
Dabei sind ks, kg Konstanten. Schliieflich ist
s+d(q, g,v)
s((s+d(q, g, v))* +b%(q, 9, v))

ey )
(1+d(q, g, v))*+bXq,9,v) )

(83) Qq.9,.9)= Y, hg.9, V)<

v=N(q,9)+1

Es gilt n(q, D=1 /2)R_eOS(Z’/Z)(q, 1, 5). Weiter bestent die Funktionalgleichung

(84) (Z'[Z)q. 9. 5)=—(Z'|Z)(g. 9, —s)+ B(q. g, 5)
mit

(85) B(q, 9,5)=D(g, g, 5)+ D(q, g, —5) ,

also

(86) B(q,9, —5)=B(4, 9, 5) .

BEwers. Klar, wegen der vorher bewiesenen Resultate.
Aus (77) folgt
(87) (Z//Z)(qa g, S) =(El/1yp/5hyp)(Qa 9, S) + 2/3(‘], g)/S
=P (s+1—(9/2)—(V'|V)4, 9, —5) .

HiLrssaTz 11.  Es seien e>0 und 0 >(1/2)+¢&. Dann ist

(88) (Z'|Z)(q, g, s)= —p(q) log s+ h(e, 5) ,
mit
(39) lh(e, 5)|<(1/e)+0O(1)  (]s]>00),

wobei die in O steckenden Konstanten nicht von ¢ abhdngen.

BEweis. Aus (33), (87), Christian [5], (102) folgt die Darstellung (88) mit
h(e, )= (Epyp/Enyp)(ds g, )+ O(1). Wegen Hilfssatz 8 ist

| (Chyo/Enyo)45 95 $) | < (Ehyp/Enyp)(4: 0, (1/2) +8) =(1/) + O(1)
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da (E1yp/Enyp)(4, 0, (1/2) +¢) bei =0 einen Pol erster Ordnung vom Residuum 1 besitzt.
Hilfssatz 11 ist bewiesen.

Hivessatz 12.  Es gilt
(90) B(q, g, s)=(qp(q)/3)sm tgn(s +(9/2)) — (&'/$)(4; g, (1/2) +5)

—((V'IV)4, 9, )+ (V' [V)(4, g, =) +k4

mit einer Konstanten k.

BEwEs.  (36), (79), (85), Nielsen [33], Seite 15, (7).

Wegen (14), (79) gilt

on B(q,9,5)=B(q. g, s) -
HiLrssaTz 13. Es seien a,beR, a<b, a<o<b, T>1000, T zulissig. Dann gilt
92) B(q,9,0+iT)=0(T*)  (T—-o),
b
(93) f | B(q, 9, 0+iT))|do=0(TlogT)  (T—0).

Bewers.  Es gilt tgn(o+(g/2) +iT)=O(1) (T— o0). Aus (33), Hilfssatz 6, Hilfssatz
12, folgt daher die Behauptung.

HiLFssaTz 14. Es seien a, b, ¢, xe R, a<b, x>1000, | c|>(co/2)—1, c+(g9/2)e Z.
Dann ist

(94) Jc+ib xs+(3/2) B( S)ds _ 0(x(3/2) +c) (x_> Oo)
e G+ @) PEYVES

Die in O steckenden Konstanten hingen nicht von a, b, ¢ ab.
BEWEIS. c¢+(g/2) e Z bewirkt

95) tgm(s+(g/2))=0(1)

auf der Geraden Res=c. Aus (17), (33), (90), (91) erhdlt man

(96)  B(g, 9, 5)=(qp(9)/3)n(s+(1/2)) tgn(s +(g9/2)) + O(1) .

Aus (96) folgt

c+ib x$TG/2) 5 )
J;+ia (S+(1/2))(S+(3/2)) (q’ g, S) Ay

o7

=(qp(q)/3)n11(x)+0<x‘3’2’+‘ rl c+(1/2)+it| ™t |c+(3/2)+ir|“dz> .

Dabei ist
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(98) Ji(x)=

c+ib xs+(3/2) d
j GGy BT

Nach unseren frither gemachten Voraussetzungen ist | ¢|>2. Also

(99) le+(1/2)+it| ! |c+(3/2)+it|-1dtgr ((1/4)+ ) di< oo .

Jva ~ 00

Aus (97), (99) folgt
(fc+ib xs+(3/2)

100 o xter
(100) Jesia GHI/2)s+(3/2) B(q, g, s)ds

=(qp(9)/3)nJ(x) + O(x7)

wobei die in O eingehenden Konstanten von a, b, ¢ nicht abhéngen.
Es bleibt zu zeigen

(101) J(x) =027,

wobei die in O steckenden Konstanten nicht von a, b, ¢ abhidngen. Indem man den
Integrationsweg zerlegt, erkennt man, daB es geniigt, die Félle a<b<—1, —1<a<
b<1, 1<a<b zu betrachten. Durch die Substitution t——¢ und Ubergang zum
konjugiert-Komplexen fithrt man den Fall a<b< —1 auf 1<a<b zuriick. Im Fall
—1<a<b<l sind tgn(s+(g/2)) wegen (95) und |s+(3/2)|"' vermdge |c|>2
beschrankt. Daraus folgt leicht (101).

Es bleibt der Fall 1 <a<b. Fir t>0 ist

(102) tgn(s+(g/2)) =i+ O(e™*™) (1= ).
Wegen (98) also

(103)  Ji(x)=

c+ib ctia
j (s+(3/2))—1xs+<3/2)ds—J (s+(3/2) x5

c+i c+i

b
+ 0<x(3/2’ “j 1(1/2) +it]~‘exp(— 2nt)dt>

+ -

ctib
j (s4(3/2)) " 1xs+B/2gs

c+i

c+ia
J (s4(3/2)) " 1xs+ B2 s

c+i

+ 0<x(3’2)+CJ [(1/2)+it] " ‘exp(— 2nt)dt> .
1

Hieraus und aus Hejhal [14], Seite 84. Lemma 5.5 folgt (101). Hilfssatz 14 ist bewiesen.

Wir wollen nun die von Hejhal [14], Seiten 53 bis 82 fiir Z(s) bewiesenen
Resultate auf unsere Funktion Z(q, g, s) Ubertragen. Dabei greifen wir weitestgehend
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auf Hejhals Beweise zurilick. Wir iibertragen auch Hejhal [14], Seiten 95 bis 115. Da
wir aber statt Hejhals R(y)=cy?+ O(y) nur (50), (56) zur Verfliigung haben, tritt in
unseren Abschitzungen oft der zusitzliche Faktor log 7T auf. Fiir den Beweis des
“Primzahlsatzes” ist das ohne Bedeutung.

HiLEssATZ 15. Es sei s=o0+iT, |0|<cqy, T>1000,

(104) T+#b(q, g, V) (veN).

Dann gilt

(105) Z']Z2)q, 9,0 +iT)=X(T, 6)+O(T log T) (T- )
mit

(106) X(T, 0)= "4, 9, v)

T—1sb<q§, wer+10+d(q, g,v)+i(T—b(g, g,v))

BEwEis. Man gehe aus von (80), benutze (54), Definition 3, (80), (81), (82), (83),
und verfahre wie im Beweis von Hejhal [14], Seite 96 bis 102 theorems 6.3 und 6.4.
Man beachte auch Hejhal [14] Seiten 58 bis 61.

HiLFssATZ 16. Es seien s=o+it, 0<e<1, t>1000, t#b(q, g, v), 6 >¢. Dann gilt
(107) (Z'|Z)(g, g, 0 +i)=0((t log n)]e) ,
wobei die Konstante in O nur von M(q) abhdngt.

BeEwels. Man benutze (54), Hilfssatz 15 und verfahre wie bei Hejhal [14], Seite
102, Proposition 6.6. Man beachte auch Hejhal [14], Seite 61, Theorem 3.9.

Hirrssatz 17 (Phragmén-Lindelof Art). Es seien s=o+it, 0<e<l1, 1=1000,
o>¢. Dann ist

(108) (Z'|Z)(g, 9,0 +it) = O((1/e)r? ™I Te= Jog 1) ;
wobei die Konstante in O nur von M(q) abhdngt.
Beweis. Wie Hejhal [14], Seite 103, Beweis von proposition 6.7 mit
fw)=e(Z'|Z)(w +e)(log(w+e)) ™" .
Man siehe auch Hejhal [14], Seite 67, proposition 4.4.
HiLrssatz 18. Es sei s=0+iT, |0|<cy, T=1000, T zuldssig. Dann ist
(109) (Z)Z)(g, g, 6 +iT)=0(T?) (T-w).
Beweis. Aus Hilfssatz 17 folgt

(110)  (Z'/Z)q,g,0+iT)= 0<< Y | T—b(q, g, v) |_1>+ Tlog T> .

T-1<b(g,9,v)<T+1
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Nun ist T zuléssig, also m=[T] gut. Wegen (58) also

(111) (Z'|Z)q, g, 0+iT)
=0((1+Am)(M(g, g, T+1)—M(g, g, T—1—06))+ TlogT) .

Fiir kleines J gilt aber [T—1—6, T+ 1]={m—2, m+2]. Vermége (102) also
(112) Z'/Z)4q, 9,0 +iT)=0((1+ A(m))A(m)+ TlogT) .
Aus (103) Definition 3, m=[T] und (112) folgt (109). Hilfssatz 18 ist bewiesen.

Wie bei Hejhal [14], Seite 81, theorem 4.25 folgt aus den vorhergehenden Resul-
taten | Z(q, g, 5) | <exp(O(| s|?)) (| s|— 00, se C).

3. “Primzahlsitze”. Mittels der Formel (11) wollen wir nun ¥,(q, g, x) be-
rechnen.

Hivrssatz 19. Es gilt
(113)  ¥,(¢,9, %)

—em [ @), 0, s+ (12) s+ BI) O

(1/2)+e—iwo
+0(x3?) (x> o0).
Beweis. Aus (11), (87) folgt
(114)  ¥,(q, 9, x)

=Q2n)~! WZHHM(Z’/Z)(Q, g $)(s+(1/2)) (s +(3/2)) "' x* O 2ds + J(x)
(1/2)+e—io0
mit
(1/2)+e+ic0
(115) J(x)=Q2ni)~* (s+(1/2)) " H(s+(3/2)) "' xPD*Sf(s)ds
(1/2)+e—ioo
(116) J©)=—2B(q, 9/9)+p(@¥(s+1—-(g/2)+V'[V)(4, g, —5) -
Es sei
(117) 8=(1/2) min g, g, m<1/4.
m=1,.. ,M(q,g)

Aus (33) folgt
(118) J(s)=0(og|s|)  (Is|-o0).

Die Konvergenzverhiltnisse des Integrals (115) sind also so, da man den In-
tegrationsweg nach links verschieben kann. Also
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(119)  J(x)=Res[(s+(1/2)) " (s +(3/2)) ' xB/P*%(9)]
s=0

+(2ni) ! (s+(1/2)) ™ (s+(3/2)) " 1x®/D*+5j(s)ds

—d—ic
= —2B(q, 9)(4/3)x>* +(2n)~ lfoo ((1/2)—=6)2+ 13~ X322 log ¢ dt

<O0(x%?).
Hilfssatz 19 ist bewiesen.

HiLrssaTz 20. Es sei x>0 und T>1000. Dann gilt

(120) ¥,(q,9, x)=Qni)~" (1/2)+E+iT(Z’/Z)(q, g, (s +(1/2)) " Hs+(3/2) " 'x*TC2ds

(1/2)+e—iT
+0(x**)+O0((x**¢/T)((1/e) +1og T)) .
Dabei hingen die Konstanten in O nicht von T und ¢ ab.

Beweis. Es geniigt

120 ST 2N g st (2) s+ () s

(1/2)+e+iT
abzuschitzen. Aus Hilfssatz 11 und (121) folgt

0

(122) Jx, T, e)= 0<x2 “J‘

T

t72((1/e)+1log t)dt) )

Durch partielle Integration folgt J(x, T, &)= O((x*>**/T)((1/e) +1og T)). Hilfssatz 20 ist
bewiesen.

HiLrssaTz 21.  Es seien x>0, T> 1000, T zuldssig, A=cy+(g/2). Dann ist

3 -
(123) ¥.(¢,9.0)=r(q, 9. x)+r (g, 9, x, T)+ 3. I, 9, x, T, &) —1,(q, g, x, T, ¢))

+J(q, g, x, T)+ O(x**)+ O((x***/T)((1/e) +log T)) .

Dabei ist

§312)+aa, 0)

124 .0, x)=(x?/2 > 4, 0 ’
(1240 r(g,0,%) (x/>+v=_§q\0,” @O (2) + arla, ONGI2) + (g, O)

(125) r(g, 1, x)=0,
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(1260) 1,(4, 9, x, T, ¢)
f—e x(3/2)+a’+iT

=@M oA it G i) LN g 0+ iT)de

(127) 12(‘], g, X, Ta 8)
(e x(3/2)+a+iT

_ ~N—1 ’ .
=@ TRt iDe e ) LA g o +iTdo

(128) 13(g,9,x, T, ¢)

f(1/2)+¢ x(3/2)+a+iT
=Q2n)~! : ——(Z'|Z)(q, g, 0+iT)do ,
J. (c+(1/2)+iT) o+ (3/2)+iT)
—A+iT x(3/2)+s
(129) J(q, g, x, T)=2ni)~! (Z//Z)(q, g, s)ds .

—a-ir (s+(1/2))(s+(3/2))
r=(q, 9, x, T) ist die Summe der Residuen von

x(3/2)+s

130 Z'/7)(aq, g,
(139 G+ D)+ P99

im Rechteck [ —A4, 0] x[— T, T]. Dazu gehéren insbesondere die auf der imagindren
Achse zwischen —iT und iT gelegenen Residuen.

BEWEIS. r(g, g, x) ist die Summe der Residuen von (130) in der rechten Halbebene.
Der Rest ist klar.

HiILFSSATZ 22. Es seien x>0, T> 1000, T zuldssig, A=cy+(g/2). Dann ist
(131) r(g,9,x, T)=0(x®?1ogT) .
Die in O steckenden Konstanten hingen nicht von T ab.

BEWEIS. Es sei ry(q, g, x, T) die Summe der Residuen der Funktion (130) im
Rechteck [ — A4, 0] x [ — T, T] bei allen Punkten # —1/2, —3/2. Aus Satz 3 folgt
(132)

-1
¥ (‘], 09 X, T) = Nv(q’ 0)
0 v= —%‘Eq, 0) ((1/2)—a,(g, 0))((3/2)—a,(g, 0))
Z x{(3/2)—d(g,0,v) ib(g,0,v). h(q’ 0,v)
d(a,0,v)+ib(g, 0,m % —(1/2), 372 (1/2)—d(q,0,v) £ib(q,0,v))((3/2)—d(q,0,v) £ib(g,0,v))

b(q,0,v)<T

x(3/2) —av(q, 0)
+(8/3)1o(g, 0)x>/

+

co—1 1-v

Har@)) ¥,

PR UL
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=0 X3 1+ h(g, 0, v)b~?*(q, 0, v)))

2 <b(q, 0 v<T

(>
0<x3/2<1 J “2dM(q. g, u)))
(>

=0| x> 1+ [u"*M(q, g, )13 + J u" Mg, g, u)du>>
2

= 0<x3/2<1 +J du/u>> =0(x*?1logT).
2

Genauso verfihrt man fiir g=1. Also

(133) ro(g, g, x, T)=0(x*?log T) .

T

Bei s=—1/2, —3/2 liegen Pole zweiter Ordnung. Die Residuenberechnung wird bei
Hejhal [14], Seiten 88, 89 beschrieben. Man sieht, daB3 das Residuum bei s= —1/2 die
GroBenordnung x log x und bei s= —3/2 die GréBenordnung log x besitzt. Zusammen
mit (133) folgt Hilfssatz 22.

HiLrssATz 23.  Es seien x>0, T> 1000, T zuldssig, A=cy+(g/2). Dann ist
(134) J(q, g, x, T)=0(x®?P~4)
Die in O eingehenden Konstanten hingen nicht von T ab.

BEweErs. Aus (84), (129) folgt

(135) J(q,9,x,T)

2 N —A+iT x(3/2)+s
=) J o r ety BB g =)+ B g 1S

Wegen Hilfssatz 14 also
(136) J(g,9,x,T)

_ _(2 JAﬂT x(312)~s (712, s+ O -4
i)~ o (1/2)=5)((3/2)—s) 1Z)(q, g, —s)ds+ O(x ).

Vermoge Hilfssatz 11 also

(137) J(q, g, x, T)=0<x(3/2)_"<1 +J 12 logtdt>> .

— 0
Daraus folgt (134). Hilfssatz 23 ist bewiesen.
HiLFsSATZ 24. Es seien x>0, T> 1000, T zuldssig, A=cq+(g/2). Dann ist
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(138) 1,(q, g, x, T, &) = O((x®*/* ¢/ T)((1/e) +log T)) .
Die in O steckenden Konstanten hingen nicht von T, ¢ ab.

BEwWEIS. Aus (84), (126) folgt

—¢ KB +a+iT
_a(@+(1/2)+iT)(0o+(3/2)+iT)
(—(Z'|Z)q,9, —0—iT)+ B(q, g, 0 +iT))do

(139) I,(q,9,x, T, 8)=(2ﬂi)_lj

A A
=0((X‘3/2’”5/T2)<J (Z'[Z)(q, g, 6+iT)|da+f | B(g, g, 0+iT)ld0)>-
Vermoge Hilfssatz 13, (93), Hilfssatz 17 folgt

(140) 1,(q,9,x, T, &)= 0(()6‘3’ 272T?)((log T)/e) -

A
(f T2max(0,(1/2)+e=0)js 4 T log T>>

= 0<(x‘3/2)_‘/T2)((10g T)/s)(l +T! +25J

&

e He_ 20 1"”(10) +Tlog T)
=0((x®27¢/T?)((log T)/e) -
(1+T'%Q2log T) '[—e 27 'sT)/D* e Tlog T)
=O0((x®?~¢/T?)((log T)/e)(1+ TR log T)"* + TlogT) .
Hieraus folgt (138). Hilfssatz 24 ist bewiesen.
HILFssATZ 25. Es seien x>0, T>1000, T zuldssig, A=cy+(g/2). Dann ist
(141) 1,(g, 9, x, T, &)= 0((x®?*¢|T)log T) .
Die in O steckenden Konstanten hingen nicht von T, ¢ ab.

BeEwels. Aus Hilfssatz 15 und (127) folgt

(142) 19,9, x, T, &)=8(q, 9, x, T, &) + O((x®*?**/T) log T)
mit
(143) S(q,9,x, T, e)= > K(g,9,x, T, ¢,v),

T—-1<b(g,9,vV)<ST+1

(144) K(q,9,x, T, &, v)=h(g, g, v)2ni)~* -

e x3/D+a+iT
J—e (@+(1/2)+iT)(0+(3/2) +iT) o +d(g, g, )+ (T—b(g, g, V)))

321
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(145) |K(g, g, x, T, &, v)|
£ do
-/ (@+d(g, g, v))* +(T—b(q, g, v))*

<h(g, g, v)(x¥?P*¢|2nT?)) f

oc+dq,g,v)

Man substituiere y=—— """ "
I T_b(q» g, V) |

. Es folgt

d(g, g, v)te
IT-b(g, g, V)] du

(146) |K(q, 9, x, T, e v)|<h(g, g, v)(x* 2’”/(27tT2))J dg, g, v)~¢

[T—b(q, 9, v)| ~/ 1+u2

gt
T—b(g, 9, v) u
<h(q, g, vV)(x3D*¢/(nT?)) f e
0 NAET 2
dl d 2
<h(g, g, v)(x<3/2)+e/(nT2))log< (g, 9, v)+e +\/( (4, 9, V) +¢ >+1>
| T—b(g, 9, V)| | T—b(g, g, v)|

=O0(h(g, g, )(x*/?*¢[T?) |log| T—b(q, g, V) |) -
Wegen (58) somit fiir m=[T1]:
(147) K(q, g, x, T, &, v)=0(h(q, g, v)(x®2*¢/T?) log (1 + A(m))) .
Aus (143), (147) folgt
(148) S(g,9,x, T, ¢)
=O((x®27¢[T?) log (1+ Am) (Mg, g, T+1)—M(g, g, T—1—06,)))

fiir kleines J,. Wegen [T—1-06,,T+1]c{m—2,m+2] somit vermdge (57)

Also
(149) S, g, x, T, &) = O((x*2**| T*)(log(1 + A(m))) A(m)) .
Vermoge Definition 3 und m=[T7] also
(150) S(q, g, x, T, e)=0((x*?*¢/T) log T) .

Aus (142), (150) folgt (141). Hilfssatz 25 ist bewiesen.

HiLFssATZ 26. Es seien x>0, T>1000, T zuldissig, A=cy+(g/2). Dann ist
(1s1) I(g, g, x, T, &)= O(x***/(eT)) .
Die in O steckenden Konstanten hingen nicht von T und ¢ ab.

Bewers. Aus Hilfssatz 17 und (128) folgt
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(1/2)+¢
(152) 19,9, x, T, &)= 0((x2“/(&3T2))T1 *2¢Jog TJ T'”da) .

Wie in (140) folgt (151). Hilfssatz 26 ist bewiesen.
HiLrssaTz 27.  Es seien x>0, T>1000, T zuldssig, A=cy+(g/2). Dann ist
(153) ¥1(q, 9, x)=1(g, g, X)+ O((x* **| T)((1/e) +1og T)) + O(x*"* log T) .
BewErs. Hilfssdtze 21-27.
SAaTz 3. Es gilt
(154) ¥1(g, 9. x)=r(q, g, )+ O(x**logx) ~ (x—0),
(155) YE(g, x)=(1/2)r(g, 0, x)+ O(x** logx)  (x—00).

Bewers. In Hilfssatz 27 sei e=1/logx . T habe die GroBenordnung von x und
sei zuldssig. Dann folgt (154). Aus (9), (125) folgt (155). Satz 3 ist bewiesen.

SATZ 4. Es gilt

(156) ¥o(g, 0, x)=x+ O(x**(log x)*/?) (x—00),
(157) ¥(g, 1, x)=O(x**(log x)'/?) (x> ),
(158) Yi(g, x)=(x/2)+ O(x**(log x)*/?) (x—>00).

BewEeis. Man gehe aus von Satz 3 und wende die Beweismethode von Hejhal
[14], Seite 63, Beweis von theorem 3.13 oder Seiten 92, 93 auf die monoton wachsenden
Funktionen ¥§ (g, x) an. Fiir das bei Hejhal auftretende 4 wihle man A= x3/*(log x)'/2.

Dann folgt

(159) Y5 (g, x)=(1/2)(d/dx)r(q, 0, x) + O(x>*(log x)"/?) .
Vermoge (124) ist

-1 x(1/2)+ax(g, 0)
(160) (d/dx)r(g, 0, x)=x+ o _%q‘ O)ﬂv(t], O)W :
Wegen Christian [5], (80)
(161) (dldx)r(q, 0, x) =x+ O(x**%) .
Aus (159), (161), folgt (158). Aus (8), (158) folgen (251), (252). Satz 4 ist bewiesen.
SATZ 5 (“Primzahlsatz’”). Es gilt
(162) ni(q, x)=(1/2) lix+ O(x3*(log x)~1/?) ,
(163) T50(q, X)=(1/2) lix+ O(x**(log x) /) .
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Dabei ist
(164) lixzj (log )~ 'dr .
2

Bewers. Folgt aus Satz 4 wie bei Hejhal [14], Seite 64.
Fiir die volle Modulgruppe SL(2, Z) fand Iwaniec [26] eine Verscharfung.

4. Konvergenzabszissen Selbergscher Zetafunktionen. Die Dirichletreihen (72)
haben die Abszisse absoluter Konvergenz 1/2. Fir g=0 ist dieses auch die
Konvergenzabszisse. Fiir g=1 besitzt (Z},,,/Zn,,)(¢; g, 5) in Re s>0 keine Pole, wohl
aber auf der Geraden Res=0. Die Konvergenzabszisse mul} also zwischen 0 und 1/2
liegen.

SATZ 6. Fiir 6>1/4 konvergiert (Z4,,/Zn,,)(¢, 1, 5) bedingt. Dabei ist so iiber die
Klassen {P}y,, zu summieren, daff die Normen N(P) monoton wachsen. Die Kon-
vergenzabszisse der Dirichletreihe (72) fiir g=1 liegt also zwischen 0 und 1/4.

BeEwels. Wegen

(165)  (Ehyp/Enyp)@> 1, S)=f x~WD7d¥ (g, 1, x)
1

=[x~ (g, 1, X)]i’°+((1/2)+S)j x"CRTW (g, 1, x)dx
1

o]

=[0(x"~ (log x)"*)]P + 0<J x~CG9(log x)”zdx> .

1

Dieses ist fiir 0> 1/4 konvergent. Satz 6 ist bewiesen.

In Akiyama [1], [22], Christian [5], Hiramatsu [16] bis [23] wurde die Reihe

. log N(P _
(166) ((q,g9,5)= Y, (sign TrP)? N(P)1/2g I(V(j'z)‘ s (2 cosh (1/2) log N(P))~**
Pimy -
I'ISr;'I >)2
betrachtet.
HiLrssaTz 28. Die Differenzreihe
(167) (Elllyp/Ehyp)(q3 [’B S) - C(q’ 9, S)
) log N(P _ _
= ) (signTrP)y N(P)”Zg ](V(O;)_ 7 (N(P)~*—(2 cosh (1/2) log N(P))~ %)
{Phmg) -

|TrP|>2

konvergiert fiir 0> —1/2, und stellt dort eine holomorphe Funktion dar.
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Beweis. Klar.

StAz 7. Fir 0>1/4 konvergiert die Dirichletreihe ((q, q,s) bedingt. Dabei ist

iiber die Klassen {P}y, so zu summieren, dai die Normen N(P) monoton wachsen.
Die Konvergenzabszisse von ((q, 1, s) liegt also zwischen 0 und 1/4.

[1]
[2]

[3]
[4]
[5]
(6]
[71

(8]
[9]1

[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

[17]
(18]

[19]

[20]
[21]

[22]

Bewers. Satz 6, Hilfssatz 28.

LITERATUR

AKIYAMA, S : Selberg trace formula for odd weight. Proc. Japan Acad

ANDRIANOV, A N AND O. M. FoMeNko: Distribution of the norms of the hyperbolic elements of the
modular group and the class number of indefinite binary quadratic forms. Soviet Math Dokl 12.
(1971), 217-219

Ayous, R : An introduction to the analytic theory of numbers, Amer. Math. Soc , 1963.

CurisTiaN, U.: Uber die analytische Fortsetzung gewisser Poincarescher Reihen zu elliptischen
Modulgruppen, Téhoku Math J. 40 (1988), 549-590

CHRISTIAN, U : Untersuchung Selbergscher Zetafunktionen, J Math Soc. Japan 41 (1989), 503-537

CHRISTIAN, U : Zur Theorie Selbergscher Zetafunktionen, Arch Math 54 (1990), 474486

CHrisTIAN, U : Uber die Scatteringmatrix elliptischer Modulgruppen, Duke Math J 62 (1991), 479-
509

EFRAT, L.: Eisenstein series and Cartan groups, I11. J Math. 31 (1987), 428-437

ELsTRODT, J: Die Selbergsche Spurformel fiir kompakte Riemannsche Fliachen, Jber d. Dt.
Math -Verein 83 (1981), 45-77.
ELSTRODT, J , F GRUNEWALD AND J MENNICKE: Discontinuous groups on threedimensional hyperbolic
space: analytical theory and artithmetic applications, Russian Math Surveys 38 (1983), 137-168.
ERDELYI, A, W MAGNUS, F. OBERHETTINGER AND F. G Tricomr: Higher transcental functions I, II,
111, Mc Graw-Hill Book Company, New York, Toronto, London.

FISCHER, J : An approach to the Selberg trace formula via the Selberg zetafunktion, Springer Lecture
Notes Math 1253

HesHAL, D A : The Selberg trace formula and the Riemann zeta function, Duke Math. J 43 (1976),
441-482

HesHAL, D A.: The Selberg trace formula for PSL (2, R), vol 1, Springer Lecture Notes Math. 548
(1976)

HeHAL, D A : The Selberg trace formula for PSL (2, R), vol 2, Springer Lecture Notes Math 1001
(1983)

HiramaTsU, T : Eichler classes attached to automorphic forms of dimension-1, Osaka J. Math 3
(1966), 39-48

HIrAMATSU, T : On automorphic forms of weight one I, Mathematics seminar notes 8 (1980), 173-179

HIRAMATSU, T : On automorphic forms of weight one, III, The Selberg eigenspace for discontinuous
groups of finite type, preprint

HIRAMATSU, T : On some dimension formula for automorphic forms of weight one, I, Nagoya Math
J. 85 (1982), 213-221; II, Nagoya Math J 105 (1987), 169-186

HiraMATSU, T : Theory of automorphic forms of weight 1, Adv Stud Pure Math 13 (1988), 503-584

HiramaTsu, T.: A formula for the dimension of spaces of cusp forms of weight 1, Adv Stud Pure
Math 15.

HiraMATSU, T AND S AKIYAMA: On some dimension formula for automorphic forms of weight one
III, Nagoya Math J. 111 (1988), 157-163



326
(23]
[24]
[25]
[26]
[27]
(28]
[29]
[30]
[31]
[32]
(33]
[34]
[35]
[36]
(371
[38]
[39]
[40]
[41]

[42]

U CHRISTIAN

HiramATSU, T AND Y MIMURA: On automorphic forms of weight one II, Mathematics seminar notes
9 (1981), 259-267

HuBER, H : Zur analytischen Theorie hyperbolischer Raumformen und Bewegungsgruppen, I, Math
Ann. 138(1959), 1-26; 11, Math Ann 142(1960/61),385-398, und Math Ann 143 (1961),463-464

HuxLEY, M. N : Scattering matrices for congruence subgroups, Modular forms, R. A. Rankin Editor,
Ellis Horwood and John Wiley, 141-156 (1984)

IwaNIEC, H : Prime geodesic theorem, J reine angew Math 349 (1984), 136-159

KuznNetsov, N V.: The distribution of norms of primitive hyperbolic classes of the modular group
and asymptotic formulas for the eigenvalues of the Laplace-Beltrami operator on a fundamental
region of the modular group, Soviet Math 19 (1978), 1053-1056

KuzNeTsov, N V.: Petersson’s conjecture for cusp forms of weight zero and Linnik’s conjecture, Sums
of Kloosterman sums, Math USSR Sbornik 39 (1981), 299-342

KuzNETsov, N V : Convolution of the Fourier coefficients of the Eisenstein—Maass series, J Soviet
Math. 29 (1985), 1131-1159

LanpAu, E: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Chelsea Publ Comp , New
York (1909)

LANDAU, E : Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Chelsea Publ Comp , New York (1927)

NATANSON, I P : Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen, Akademie Verlag, Berlin (1961)

NIELSEN, N : Die Gammafunktion, Chelsea Puble Comp , New York (1906)

RANDOL, B : On the asymptotic distribution of closed geodesics on compact Riemann surfaces, Trans
AMS 233 (1977), 241-247

SARNAK, P : On cusp forms, Contemporary Mathematics 53 (1986), 393-407

SELBERG, A : Harmonic analysis, Gottingen 1954

Selberg, A.: Collected papers, Springer Verlag

VENKOV, A B.: Spectral theory of automorphic functions, the Selberg zetafunction, and some problems
of analytic number theory and mathematical physics, Russian Math Surveys 34 (1979), 79-153

VENKOV, A B : Spectral theory of automorphic functions, Proc SteklovInst Math 153 (1981), 1-163

VENKOV, A B AND A I VINOGRADOV: The asymptotic distribution of the norms of hyperbolic classes
and spectral characteristics of cusp forms of weight zero for a Fuchsian group, Soviet Math Dokl
19 (1978), 1545-1548

YaMADA, T : On the distribution of the norms of the hyperbolic transformations, Osaka J Math 3
(1966), 29-37

ZeLpITCH, S: Trace formula for cocompact I'\ PSL,(R) and the equidistribution theory of closed
geodesics, Duke Math J 59 (1989), 27-81

MATHEMATISCHES INSTITUT DER
UNIVERSITAT GOTTINGEN
BUNSENSTR 3-5

D 3400 GOTTINGEN
BUNDESREPUBLIK DEUTSCHLAND





