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Abstract. For a Lie group carrying a left invariant symplectic form certain
Lagrangian foliations are considered. We describe all left invariant (exact) symplectic
structures on the affine group Kn x GL(Kn) for K— R or C. It is shown that for some of
these structures there exists an exact symplectic embeding of the real affine group onto
an open subset of the cotangent bundle of the Euclidean group Rn x SO(n).

Soit G = GA(Kn) = Kn x GL(Kn) le groupe des transformations affines de Kn, K=R
ou C et q = afί(Kn) = Kn x End(JP) Γalgebre de Lie de G. II est connu que G admet des
formes symplectiques invariantes a gauche. Comme le groupe de cohomologie scalaire
H2(§, K) est nul ([M— RJ) ces formes s'ecrivent comme Ω = dv oύ v est une 1-forme
differentielle invariante sur G et elles correspondent a des orbites ouvertes de la
representation co-adjointe de G. Dans [D-M] il a ete montre que la composante connexe
de Γunite Go de GA(Kn~ι) peut etre obtenue par reduction symplectique de (G,Ω)
suivant Γorthogonal symplectique (Kn)λ du sous-groupe Kn de G.

Ici nous caracterisons de plusieurs faςons les elements de g* a orbite ouverte pour
la representation co-adjointe de Go (theoremes 2.1 et 2.5). Nous prouvons que (G, Ω)
admet deux feuilletages symplectiques invariants a gauche transverses (theoreme 3.1,
corollaire 3.2) en raffinant le resultat de [D-M] cite ci-dessous.

Nous demontrons Pexistence d'un sous-fibre integrable lagrangien L de TG,
invariant par les translations a gauche inclus dans le noyau de la 1-forme v. Ceci nous
permet d'identifier (Go, dv) a un ouvert du cotangent de la variete quotient Q = G/2 oύ
£ est le feuilletage associe a L (theoreme 3.3). Le fait que les feuilles de £ soient fermees
est une consequence du theoreme 1.1. En particulier (Go, dv) s'identifie a un ouvert de
T*(SO(n))ύK=R.

Dans la suite Γalgebre de Lie g = L(G) d'un groupe de Lie G s'identifie a Tε(G) oύ
ε designe Γelement neutre de G. Pour Jfdans g, on designe par X+ (resp. X~) le champ
de vecteurs invariant a gauche (resp. invariant a droite) sur G defini par X. Par forme
symplectique sur G invariant on entend une forme symplectique invariante a gauche.
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Par commodite, et malgre Γabus de langage nous dirons qu'un groupe de Lie (reel
ou complexe) muni d'une forme symplectique invariante est un groupe de Lie
symplectique; Γalgebre de Lie d'un groupe symplectique sera dite symplectique. Si g est
symplectique, Γideal derive T)(g) de g est distinct de g (voir par exemple [M-R].
Soulignons que les groupes symplectiques sont lies aux groupes de Lie-Poisson et que
ces derniers ont des applications aux systemes hamiltoniens integrables ([B-V], [B],
[L-W]).

1. Feuilletages lagrangiens invariants sur un groupe symplectique. Soit (G, Ω) un

groupe de Lie symplectique, ω = Ωε, g = L(G) Γalgebre de Lie de G, et I) une sous-algebre
de g. Designons par H le sous-groupe de Lie connexe de G d'algebre t). Considerons
Faction a gauche de H sur G, LH: HxG-+G, (p, σ)ι—>pσ. Evidemment LH est
symplectique. Notons OL(σ) = Hσ Γorbite passant par σ. Soit F le sous-fibre de TG
tangent aux orbites de LH, g le feuilletage associe. Le sous-fibre F1 de TG orthogonal
a F est integrable; designons par g 1 le feuilletage qui lui est associe. II est clair que la
fibre de F au-dessus de σ est Fσ = {X~; Xel)} et que F1 est defini par les noyaux des
formes fermees i(X~)Ω oύ XG\).

Soit RH: GxH^G avec RH(σ, p) = σp. Les orbites de RH sont les feuilles de la
distribution D* = {X*\ Xel)}. Evidemment pour peH on a. OL(ρ) — H=OR(ρ).

D'autre part de la formule Ωσ(X^, Y^) = ω(X, Y) pour σeG et X, Y dans g il
resulte que si ί) est une sous-algebre symplectique (resp. une sous-algebre isotrope,
co-isotrope ou lagrangienne) de (g, ω) alors RH definit un feuilletage symplectique
(resp. isotrope, co-isotrope, lagrangien) invariant a gauche de (G, Ω).

Supposons LH hamiltonienne et soit / : G-̂ >g* un moment pour LH. Puisque LH

est a isotropie triviale J est une submersion et par consequent les feuilles de g1? c'est-a-
dire les composantes connexes des fibres de /, sont fermees dans G. De plus nous avons:

1.1. THEOREME. Soit £ un feuilletage lagrangien invariant a gauche du groupe

symplectique (G, Ω), H la feuille de 2 passant par ε. Si LH est hamiltonienne alors £ est

a feuilles fermees.

DEMONSTRATION. Designons par K la composante connexe de / " 1(/(ε)) contenant
ε. De ce qui precede K est la sous-variete integrate maximale connexe, passant par ε,
de la distribution F#={X~; Xeί)}1, σeG. Aussi, RH definit un feuilletage lagrangien
de (G, Ω) et H est la sous-variete integrate maximale connexe, passant par ε, de la
distribution {Xf; Xeί)}. Or pour tout p dans H on a F^ = {X+; XEQ}1 car {X+\ Xety
coincide avec {Xp\ Xe\)}. Ainsi si \) est lagrangienne dans (g, ω) on aura pour tout p
dans H:

Par consequent puisque εeHnKetHetKsont connexes on aura H= Ket en particulier
H est ferme dans G. Ceci acheve la preuve.
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1.2. REMARQUES. 1. Si Ω = dv est une forme symplectique sur G et v est invariante

par LH oύ H est un sous-groupe de Lie de G, Γapplication J: G->I)* avec

J(σ)(X) = v(σ)(X~) est un moment pour LH qui est en plus Ad£ invariant.

2. Si G est symplectique compact (et done commutatif), Faction LH pour H de

dimension > 1 oύ H est un sous-groupe de Lie de G, n'est pas hamiltonienne car s'il

en etait ainsi: X~ pour Xei) serait le hamiltonien de J(X): G->/?, J(X)(σ) = J(σ)(X)

et done ^ = 0 . Dans ce cas G admet des feuilletages lagrangiens invariants dont les

feuilles ne sont pas fermees.

3. Si (G, Ω) est symplectique et G est completement resoluble alors (G, Ω) admet

un feuilletage lagrangien invariant £ (d'apres [M]). Si G est connexe £ est a feuilles

fermees.

D'autre part un groupe de Lie symplectique (G, Ω) est muni d'une structure affine

invariante a gauche e'est-a-dire d'une connexion lineaire V invariante a gauche de

courbure et torsion nulles donnee par la formule

(1) ω ( V χ y , Z ) = - ω ( 7 , [ X , Z ] )

pour X, Y, Z dans g (voir par exemple [M-R]). Nous avons ainsi la consequence

suivante du theoreme:

1.3. COROLLAIRE. Si £ est un feuilletage lagrangien invariant a gauche du groupe

symplectique (G, Ω) dont lafeuille H passant par ε est un sous-groupe distingue et LH est

hamiltonienne alors

1. H est un sous-groupe commutatif ferme de G.

2. H est une sous-variέtέ plongέe totalement geodέsique de (G, V).

3. Le groupe quotient G/H est muni d'une structure affine invariante a gauche dέduite

de celle de G pour laquelle la projection canonique π: G-+G/H est affine.

DEMONSTRATION. Munissons Q du produit XY=VXY defini par (1); g avec ce

produit est une algebre (a associateur) symetrique a guche. Mais alors puisque ί) est un

ideal lagrangien de (g, ω), ί) est un ideal de Lie abelien et un ideal bilatere d'algebre

symetrique a gauche (voir [M-R]). Par consequent Γespace g/ί) est muni d'une structure

d'algebre symetrique a gauche telle que X Ϋ — Ϋ-X=[X, f ] pour X, Y dans g et

π: X\-±X est un homomorphisme d'algebre symetrique a gauche. Ceci prouve les trois

affirmations du corollaire.

Ceci etant il convient de souligner que si (K, V) est un groupe de Lie a structure

affine invariante a gauche et η: K-+GL(L(K)*) est une representation lineaire dont la

representation lineaire associee est de la forme X\-*— fWx alors le groupe produit

semi-direct L(1Γ)* x K est un groupe de Lie symplectique pour la forme definie par

Ce groupe symplectique contient L(K)* et Λ^comme sous-groupes lagrangiens le premier
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etant evidemment distingue.
Dorenavant nous nous interessons au cas oύ Ω = dv, v etant une 1-forme differentielle

invariante a gauche sur G. Dans ce cas LH est hamiltonienne quel que soit le sous-groupe
de Lie 7f de G. Si ί) = L(H) est lagrangienne nous allons chercher des conditions suffisantes
pour que G puisse admettre une immersion symplectique sur un ouvert d'un fibre
cotangent T*Q. Dans ce but remarquons d'abord le fait suivant:

1.4. LEMME. Soit (M2n,dv) une variete symplectique exacte, L un sous-fibre
integrable de rang n de TM contenu dans le noyau de v et £ le feuilletage de M qui lui
est associe. Supposons que M/2 = Q soit une variete differentiate telle que la projection
canonίque π: M^Q soit une submersion. Alors Vapplication Φ: M-*T*Q dέfinie par
Φ(x)(π*,χXχ) = v(χ)(Xχ) est un έtalement symplectique de M sur un ouvert de T*Q tel que
Φ*vo = v, v0 etant la \-forme canonique sur T*Q.

DEMONSTRATION. D'abord si X, Y sont deux sections differentiables de L on a:

Ω(X, Y) = dv(X, Y) = 2(X)(v(Y))-2(Y)(v(X))-v([X, 7])

oύ 2(X) designe la derivee de Lie dans la direction de X. Mais puisque L cz Ker v et L
est integrable, les trois termes de droite de cette formule, sont nuls. Ainsi L est lagrangien.

Par ailleurs puisque π est une submersion et K e r ^ x) = Lx est contenu dans Ker v(x)
il resulte que Φ est bien definie. Soit (q1,..., qn, pu . . . , pn) un systeme de coordonnees
locales adaptees a £: les /?-coordonnees sont des coordonnees le long des plaques de fi,
ces plaques etant defmies par q1 = cu . . . , qn = cn. Dans ces coordonnees v s'ecrit comme
v(q,p) = Yj

n

i = 1vi(q,p)dqi. Mais puisque les ^-coordonnees sont des coordonnees locales
sur Q, Φ s'exprime localement comme Φ(q,p) = v(q,p) et done Φ est differentiable.

D'autre part on a τ^ o φ = π oύ τ^: T*Q-+Q est la projection canonique et par suite
pour x G M et Xx e TXM on aura:

= vo(Φ(x))(Φ^xXx) = Φ(x)((τ*Q)*,Φix)Φ*,xXx)

= v(x)(Xx).

Par consequent Φ*Ω0 = Φ*(dv0) = d(Φ*v0) = dv = Ω. Finalement puisque dimM=2« =
dim T*Q et Ω et Ω0 = dv0 sont non degenerees il suit que Φ^x est un isomorphisme
d'espace vectoriel pour tout x dans M. Ceci prouve le lemme.

Voici un exemple de variete symplectique exacte qui n'est pas un overt d'un fibre
cotangent. Identifions T*SX au cylindre S1 xR muni de la forme vo(q,p)=pdq avec
qeS1,peR. Consideronsp0 un reel/?o>0 et faisons des coupes sur le cylindre suivant
les quatre segments horizontaux

{(ei<p,p)eS1 xR;p= ±p0 et φeA)



LE GROUPE AFFINE COMME VARIETE SYMPLECTIQUE 427

oύ A = [0, π/4] u [3π/4, 5π/4] u [7π/4, 2π] et les deux segments verticaux

{(eiφ

9p)eS1xR; -po<p<po et φ = 0 ou φ = π} .

Ces coupes produisent deux fenetres se faisant face ayant chacune deux volets.
Choisissons un εe]0, π/8[, ouvrons les quatre volets vers Γinterieur du cylindre et
collons les deux volets pour lesquels φe]0, π/4[ (resp. les deux volets pour lesquels
φG]π, 2π[) en identifiant la bande ouverte {eiφeSlm,0<φ<ε}x~\ — po,/?0[ avec
{eiφeSι π — ε<φ<π} x]— Po,PoL (respectivement identifiant la bande ouverte {eiφ;
π<φ<π + ε} x ] —Po,po[

 a v e c {e^eS1 ;2π-ε<φ<2π} x]-p0,/?0[). L'espace M qui
en resulte possede la structure differentiate de T2 moins quatre points et la 1-forme
v0 se projette sur une 1-forme v sur M car v0 est invariante par les S1 rotations. Ainsi
(M, dv) est une surface symplectique connexe.

D'autre part tout fibre cotangent d'une 1-variete connexe est ou bien diffeomorphe
a R2 ^ T*R ou bien a R2 — {0} ^ T*SX. Done pour montrer que M ne peut pas etre
etalee comme un ouvert d'un fibre cotangent il suffit de prouver que M ne peut pas
etre etalee comme un ouvert du plan. Or ceci est clair car tout 1-cycle d'un ouvert
connexe du plan est deconnectante tandis que dans le tore T2 moins quatre points il
existe des 1-cycles qui ne sont pas deconnectantes.

2. Orbites ouvertes de la representation co-adjointe du groupe affine. Dans la suite
G = GA(Kn) = KnxGL(Kn) designe le groupe affine de Kn et g = Kn x End(Kn) est son
algebre de Lie. Nous allons determiner les αeg* dont Γorbite 0(α) relative a la
representation co-adjointe de G est un ouvert de cj*. Puisque Γapplication N-tTr^NN)
est une forme quadratique non degeneree sur End(Kn) tout element α de g* s'ecrit
comme α((x, u)) = g(x) + Tr(MoU) pour (x,w)eg, oύ ge(Kn)* et MeEnά(Kn) sont
uniques.

Que 0(α) soit ouverte revient a dire que η: g^g*(j, v)\-+ — αoad(j>, v) est un
isomorphisme d'espaces vectoriels ou ce qui est de meme que ω = dθi est non degeneree
oύ ω est donnee par

(2) ω((x, ii), (y9 v)) = g(u(y) - v(x)) + tr(Mo [w, „])

= g{u{y) - υ(x)) + tr([M, ύ]oΌ).

De cette formule il est evident que le radical de la restriction de ω a End(Kn) est le
commutant C{M) de M dans End^"). Nous allons prouver:

2.1. THEOREME. L'orbitedevL = (g, M)e(a&(Kn))* est ouverte pour la representation
co-adjointe de GA(Kn) si et seulement si dim C(M) = n et {ue C(M) g o u = 0} = {0}.

Pour demontrer ce resultat commenςons par remarquer le fait trivial suivant:

2.2. LEMME. Soit (V, ω) un espace vectoriel symplectique de dimension 2/ sur K et
W un sous-espace de V de dimension k. Si k>l alors le rang de la restriction de ω a
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Wx West >2{k-l).

Pour montrer Γassertion il suffit de se placer dans le pire des cas c'est-a-dire celui
oύ W contient un sous-espace lagrangien L de (V, ω). On a alors W=L®S avec
dim S=k — l. II est alors clair que L contient un sous-espace S* en dualite avec S d'oύ
le lemme.

Appliquons 2.2 aucas qui nous interesse. Ici nous avons 2l=n + n2 i.e. l=n(n + l)/2.
Prenons W=End(Kn). On a k = n2>n(n+\)/2. Si ω est non degeneree, on a d'apres le
lemme:

rang(ω| W2)>2(n2 — (n2 + n)/2) = n2 — n mais comme rang(ω| W2) = dim W—
ά\mKdiά(ω\W2) Γinegalite revient a affirmer que dimRad(ω|W2)</2.

D'autre part il est connu que quel que soit MeEnd(Kn) dimC(M)>n. Par
consequent si ω = d(x avec α = (g, M) eg* est non degeneree on a necessairement
dim C(M) = «. Aussi si ω est non degeneree on a, {ueC(M)u o0 = O}czRad(ω) = {O} et
0/0 car sinon C(M)c= Rad(ω). II nous reste done a montrer que dimC{M) — n et
{u G C(M) g o u = 0} = {0} impliquent que ω = d<x, oύ α = (g, M) e g *, est non degeneree.
Pour faire ceci rappelons le resultat classique suivant oύ K designe un corps de
caracteristique nulle (voir par exemple [Lu]).

2.3. PROPOSITION. Si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie n et
MeEnd(£), les assertions suivantes sont έquivalentes.

1. dim C(M) = n.
2. Les polynδmes caracteristique et minimal de M sont identiques.
3. C(M) = JίΓ[M].
4. C(M) est une algebre commutative.
5. Dans toute extension K de K oύ M admet une forme de Jordan celle-ci est

constitutέe d'un seul bloc de Jordan pour chaque valeur propre.
6. // existe x dans E tel que {x, M(x), M2(x), . . . , Mn~1(x)} est une base de E.

Supposons K algebriquement clos, E=Kn et soit E=®p

i = lEt la decomposition
primaire de E relative a M. Si ueC(M) on a 1/(2̂ ) czl^ pour \<i<p (en particulier
MiE^aEi). Posons M^M^., \<i<p. Si [M, M] = 0 il est clair que [uh MJ = 0 oύ
ui = M |M, P O U Γ 1 ̂  i^P e t C{M) = 0 f= x C(Mι). Reciproquement si Mt e E n d ^ ) , 1 < i<p,
est tel que [wί9 MJ = 0 alors Γendomorphisme u— 0 f = 1 wf de E commute avec M.

Supposons dim C(M) = n. D'apres la proposition 2.3, Af^Afl+JV,. oύ Nt est un
endomorphisme nilpotent principal de Eh c'est-a-dire d'ordre n( oύ n—dimEi \<ί<p.
Mais puisque C(Mi) = C(Ni) il nous suffit par consequent de nous interesser au cas oύ
M est un endomorphisme nilpotent principal de E. Dans ce cas nous avons:

2.4. LEMME. Soit MeEnd(£) vέrifiant Mn = 0, ¥ " " ^ 0 oύ n = dimκE (K de
caracteristique nulle) et geE*.

Les assertions suivantes sont έquivalentes:
1. {ueC(M);goU = 0} = {0}
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2. # | £ i ^ 0 oύ E^KQTM1 pour \<i<n.

En outre si Γune de ces conditions est verifiee alors ω = doc oύ oc = (g, M) fait de

g = aff(E) une algebre symplectique.

DEMONSTRATION. Supposons 1) verifiee. On a alors en particulier goMn~1Φ0

mais puisque lmMk = KeτMm~k pour 0<k<n— 1 on a g\E1Φ0.

Reciproquement supposons g\Eί φθ. Posons ImM k = Vect(e1, e2,..., en_k) =

KerMπ~ fc, 0<k<n-l. Comme dim C(M) = n necessairement C(M) = Vect(M°, M,

...9M
H'1). Soit u = λol+λ1M+ > - +λiM

i+ - - +λH-1M"-1 non nul dans C(M\

les λι etant des elements de K. Designons par k le petit nombre entier tel que λkφ0,

0<k<n—l. Par recurrence sur / on a Mι(eι+1) = eί et par suite Mι+P(eι + 1) =

Mp(Mι(eι + 1)) = Mp(eί) = 0 si p>\. Ainsi u(ek+1) = λkM
k(ek + 1) = λkeίφ0 et done

Pour achever la preuve montrons que ω est non degeneree si g\Ex^0. Soit

(x, M)Gaff(E) = Ex Έnd(E); il est clair que (x, M) appartient au radical de ω = d<x,

a = (g, M), si et seulement si,

(i) —g(v(x)) = Tτ(\_M, u] o v) pour tout v dans End(is)

(ii) Imwczker^f.

Prenons (x, u) dans le radical de ω. Alors quel que soit veC(M) on a ^(υ(x)) =

0 (*). Montrons que cette relation implique que x = 0. Pour ceci considerons le

drapeau (Ei)h \<i<n Ei = K.eτM* = Yect(eu e2, ...9ei) de E. Puisque M(en) = en_1,

M(en_ί)= en_2,..., M(e2) = eu Γensemble {en, M(en),..., Mn~1(en)} et une base de E.

Ainsi Mk(en) = en_k pour 0<k<n— 1 et en particulier Mn~1(en) = eί.

Soit x dans E, x s'ecrit x = Aoeπ + A1M(en)+ +λkλf\ej+ +/ln_1M
π"1(^n)

oύ les λiEK. Si x verifie (*) on aura, #(Mfe(x)) = 0 pour tout k>0. Or Mn~1(x) =

λoM
n~1(en) = λoe1 et done g(Mn~1(x)) = λog(eί) = Q ce qui implique Λo = 0 car gie^ΦO.

De meme on a Mw" 2(x) = >l1M
w"1(eπ) = ̂ i^i et done g(Mn~2(x)) = 0 implique λx =

0. Par consequent de proche en proche on trouve λo = 0, λί = 0,..., An_ 1=0 e'est-a-

dire x = 0 si (x, ύ) e Rad(ω). De plus Γidentite ω(w, (7, i;)) = g(u(y)) 4- tr(M[w, i;]) = 0 pour

tout (y, v) G aff (E) implique, pour y = 0, que u e C(M) et aussi (en posant v = 0) que

IΠIMCKer g. Or comme 1 et 2 sont equivalentes on peut conclure que u = 0. Ceci termine

les preuves du lemme et du theoreme.

La description suivante des OCG aff(JΓ1)* a orbite ouverte pour la representation

co-adjointe est une consequence du theoreme.

2.5. THEOREME. Pour a = (g,M)e aff (Kn)* les assertions suivantes sont έquivalentes:

1. α est a orbite ouverte pour la representation co-adjointe de GA(Kn).

2. {g, g o M , . . . , g ° Mn~x} est une base de (Kn)*.

3. // existe x dans Kn tel que {x, M(x), M 2 (x) , . . . , Mn~1(x)} est une base de Kn

et goMn-\x) = \, (goMk)(x) = 0pour0<k<n-2.

DEMONSTRATION. Supposons α a orbite ouverte. D'apres le theoreme 2.1
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dim C(M) = n, ce qui est equivalent a C(M) = Vect(/, M , . . . , Mn *), et gouφO pour

tout uΦO dans C(M). Done si Y^IQ (xi(goMi) = 0 avec α£ dans ΛΓ on aura

0°Σ"=o M ^ ' = 0 et par suite Σ " Γ Q o^-Aί^O ce qui implique que les αf sont tous nuls.

Ainsi 1 entraϊne 2.

Montrons que 2 implique 3. Soit B={xo,x1,...,xn_ι} la base duale de

B* = {goM1}, 0<i<n—l. Si Γon pose x = xn_1 on a en particulier (goMn~1)(x)=l et

(goMk)(x) = 0 si 0 < λ ; < « - 2 . Prouvons que {x,M(x),..., Mn~\x)} est une base de

Kn. Or si Aox + >l1M(x)+ +>l π _ 1 M"" 1 ( i ) = 0, ^eΛΓ, Γapplication successive a ce

vecteur des formes g, g o M,..., g o Mn~x montre que tous les λt sont nuls.

Supposons que Γon ait 3. Compte tenu de 2.3 on a C(M) = Vect(/, M,..., M " " 1 )

qui equivaut a dim C(M) = n. Soit ueC(M) tel que 0°w = O. Alors w = X"ro

1>l/M i et

pour tout ysKn on a g(u(y)) = 0. Or si Γon prend pour y successivement les vecteurs

x, M(x),..., Mn~1(x) il suit que λt = 0 pour tout 0<i<n— 1. Ainsi 3 implique 1.

2.6. COROLLAIRE. Quelle que soit la forme symplectique ω = doι oύ (x = (g, M), sur

g = aff(Kn) le sous-espace Kn x C(M) est une sous-algebre symplectique, produit semi-direct

de sous-algebres commutatives de Γalgebre (g, ω).

DEMONSTRATION. En effet d'apres la formule (2) les sous-espaces Kn et C(M) de

g sont totalement isotropes pour ω. De plus, d'apres le theoreme, si υΦO est un element

de C(M) il existe y e Kn tel que g(v(y)) φ 0 ce qui signifie que Kn et C(M) sont en dualite

pour ω. Ceci prouve le corollaire.

Soit B={eu . . . , en} la base canonique de Kn, B* = {ef }, 1 <i<n la base duale de

B. Designons par M la matrice de Γendomorphisme M de Kn dans la base B. L'etude

qui vient d'etre faite montre que oc = (g, M ) e g * oύ g = aff(Kn) aura une orbite ouverte

pour la representation co-adjointe de GA(Kn) dans les cas simples suivants:

1.

M=

0I λ 1 0

0 λ 1

0 0 A 1

0

0

1

\ o o o ... o λ I

Ici M n'a qu'un seul bloc de Jordan.

2.

/ μi

μ* /

est diagonale
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le μjG^Γetant deux a deux distincts, et g = Yd

n

i=ίλief avec

3. K=R, M admet un seul bloc de Jordan reel

M=

α

-β
0

0

β

a

0

0

1

0

α

-β

0

1

β
α

α

-/*
0

0

β
α

0

0

1

0

α

-β

0

1

β
α

et g = a v e c >L|7*̂ 0 oύ α et β sont reels et /JT^O.

Dans le second cas C(M) est Γensemble des matrices diagonales. Dans le premier

cas C(M) est constitue des matrices de la forme

/ CLΛ fl-» QΊ "' U 1 (X \

\ /

3. Feuilletages lagrangiens invariants sur le groupe affine. Soit ω = dv une forme

symplectique sur G = GA(Kn), v etant une 1-forme invariante, a gauche sur G. Nous

allons montrer qu'il existe un sous-fibre integrable de rang n(n+ l)/2 de ΓG stable par

les translations a gauche de G et inclus dans le noyau de v.

Posons oc — vε = (g9M) oύ ge(Kn)* et MeΈnd(Kn). Nous savons que pour tout

(x, w)eg = L(G) on a

Considerons α l 9 α2 dans g* definies par

α!(x, u) = g(x) α2(x, u) = Tr(M ° w ) .

On a dvL = d 1 2

D'apres 2.6, g1 = J5ΓnxC(M) est une sous-algebre symplectique de (g, ω). Plus

precisement (g l 5 ί/άj est une algebre symplectique oύ 6LX est la restriction de αx a gx.

Determinons Γorthogonal gf de gx dans (g, ω). Puisque ω((x, M), (y, v)) =

g(w(j) — y(x)) + Tr(Mo[w, t;]) il est clair que le sous-espace g2 de g defini par

92 = {0} x {veΈnd(Kn);g°v = Q} est inclus dans gf. D'autre part dimg 2 = n(n—X) =
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Ainsi g2 = g | .

Par ailleurs g2 est evidemment une sous-algebre de g. Done g2 est une sous-algebre

symplectique de (g, ω), la forme symplectique sur g2 etant ω2 = dά2 oύ ά2 designe la

restriction de α2 a g2.

Soit B* = {xΐ,x%,...9x*-ί9g} une base de (Kn)*, B={xl9 x2,..., xB_ l 5 z}=B la

base duale de B*; evidemment {xu x2,..., *n-i} est une base de Kerg. Soit (0, v)eq2,

la matrice de v relative a B s'ecrit comme:

a ί l «12 '•• a l n - l <*ln \

^21 ^22 *** ^2 n — 1 ^Ίn

*«-l,l an-ί,2 '" an-l,n-l an-l,n

\ 0 0 0 0 /

et par suite il devient clair que Γapplication

g2 -• aίf(Ker g) = Ker # x End(Ker(#)) v H-> (V(Z), V \Kerg)

est un isomorphisme d'algebre de Lie. Par consequent nous avons montre le fait suivant:

3.1. THEOREME. Si ω = doc oύ oc = (g, M) est une forme symplectique sur g = aίf (Kn)

alors g se decompose comme g = gx © g2 oύ §ί = Kn x C(M) et g2 = {v e End(Kn) g o v = 0}

sont des algebres symplectiques de (g, ω). De plus g2 est isomorphe a Γalgebre aίf (Ker g).

Remarquons que g 1=Ker(Jα 2) et g2 = Ker(Jα1). Si St est le sous-groupe de Lie

connexe de G d'algebre de Lie gί? i= 1, 2, Faction Rs. de St sur G = GA(Kn) deίinit un

feuilletage symplectique invariante a gauche sur G. En fait on a:

3.2. COROLLAIRE. Le groupe symplectique (GA(Kn), dv) est muni de deux feuil-

letages symplectiques transverses invariants ά gauche definis par les sous-algebres gx et

g2 de g = aίf(JΓl) du theoreme.

Comme application de 3.1 nous pouvons montrer Γexistence sur G = GA(Kn) d'un

feuilletage lagrangien invariant a gauche. Pour faire ceci nous prouverons par recurrence

sur n que (g, doc) avec g = aίf (Kn) admet une sous-algebre lagrangienne contenue dans

le noyau de α.

Evidemment ce resultat est vrai si n=\. Supposons que aS(Kn~ι) et done

aff(Ker #) = g2 ait une sous-algebre lagrangienne L2 incluse dans Kerά2. Considerons

d'autre part la sous-algebre Lί=Keτg x Kid oύ id designe Γendomorphisme identique

detf".

II est clair que Lx est une sous-algebre lagrangienne de (g l 9 ωx) oύ ω1 =da1 et L1

est incluse dans Kerdti. De plus le sous-espace L = LxφL2 est unef sous-algebre de

g = aff(JΓI) car gov = 0 pour ueg 2 . Regardons si L est lagrangienne dans (g, ω). On a

pour a = (x,λ id) + (0, v) et a' = (x\ λ' id) + (0, v') dans L:
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[α, α'] = (λxf + v(xf) -λ'x- v\x\ [υ, v'])

et par suite ω(α, a') = doc(a, a') = 0. De plus L c K e r α .

Designons par ^ le sous-groupe de Lie connexe de GA(Kn) = G d'algebre de Lie

L. D'apres le § 1 nous savons que Rκ definit sur G une feuilletage lagrangien invariant

a gauche et comme Lκ est hamiltonnienne car Ω = dv et v est invariant a gauche par G,

le theoreme 1.1 nous permet d'affirmer que Kest ferme dans G. Mais alors le theoreme 1.4

implique le resultat suivant:

3.3. THEOREME. Si Ω = dv est une forme symplectique invariante a gauche sur

G = GA(Kn) on a:

1. // existe un feuilletage lagrangien 2 de (G, Ω) defini par Γaction Rκ oύ K est un

sous-groupe ferme de G tel que le sous-fibre de TG associe a £ est inclus dans le noyau de v.

2. Si π : G-+G/K=Q est la submersion canonique Γapplication Φ:G-+T*Q,

Φ(σ)(π^σXσ) = v(σ)(Xσ) est un diffeomorphisme de G sur un ouvert de Γ* Q qui ne rencontre

pas la section nulle. De plus Φ*vo = v oύ v0 est la forme de Liouville de T*Q.

II nous reste a prouver que Φ(G) ne rencontre pas la section nulle de T*Q et que

Φ est injective. D'apres 1.4, Φ*vo = v. D'autre part v est non nulle en tout point de G

tandis que v0 s'annule sur la section nulle. Ceci montre la premiere affirmation.

Supposons maintenant que Φ(σ) = Φ(σf). Ceci implique evidemment que π(σ) = π(σ')

et done σ'=σk avec keK. II faut montrer que k = ε.

Puisque Φ(σ) = Φ{σk) nous avons,

σkYσk) = v(σk)(Yσk)

chaque fois que Γon a

Prenons Xσ = X+(σ\ Yσk= Y+(σk) oύ X, Ye Tε(G).

La condition (*) s'ecrit alors

et elle implique

(**)

Pour σeG notons Lσ\ Q^>Q, [τ]ι->[στ] et rappelons que πoLσ = Lσoπ et

πoR~1 = π.
Alors (**) devient

ou ce qui est de meme
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(£σ)*,π(ε>(π*,ε*) = (LXMk)π*,k((Lχ,ε Y) = (Lσ W ( π <. Lk)

= (4 W ( * o^-Ό Lk)^J} = (L

ce qui entraϊne:

c'est-a-dire

(3) X= Ad(fc) Y+ Z oύ ZEL(K), L(K) etant l'algebre de Lie de K.

Ainsi nous avons que (3) entraϊne

(4) vε(Ad(k)Y) =

Montrons que (4) implique k = ε.
Ecrivons k = (x, P) e GA{Kn) Y= (y,u)e afΐ(Kn).
On a Ad(k)Y=(Py-PuP-1x, PuP~ι) et done (4) s'ecrit

(5) g((P-id)y-PuP-ίx) + ΊrM(PuP-1-u) = O

pour tout Y=(y,u)eaff(Kn).

E n p a r t i c u l i e r p o u r w = 0 o n o b t i e n t g((P—id)(y)) = 0 c ' e s t-a-d i re goP = g.

N o t o n s v = uP~ι. A l o r s (5) d e v i e n t ,

g((P - id)y - vx) + Tr M\_P - id, υ] = 0

pour tout (y, v) e aff(JP), ou ce qui est de meme

ω((x,P-id),(y,v)) = 0

quel que soit (y,v)eafΐ(Kn) ce qui implique x = 0 et P = id c'est-a-dire k = (x, P) =
(0, id) = ε. Ceci acheve la preuve du theoreme.

Pour finir etudions un cas particulier simple et interessant du theoreme 3.3.
Pour ceci prenons MeEnd(Rn) nilpotent d'ordre n; il existe alors xeRn tel que
{x, M(x),..., Mn~1(x)} soit une base de Rn. Considerons oi = (g, M) a orbite ouverte
pour la representation co-adjointe de G = GA(Rn). D'apres 2.5, Γelement ge (Rn)* doit
verifier goMn~1(x)^0 et (goMk)(x) = 0 si 0<k<n-2. Soit en_k = M\x) pour
0<k<n— 1; il est alors clair que α = (#, M) avec g = e\ est a orbite ouverte. Soit le
groupe symplectique (Go, dv) oύ vε = α et G0 = RnxGL+(Rn). Prouvons que (Go, v)
s'etale symplectiquement sur la variete (T*SO(n), dv0) au moyen d'une application Φ
verifiant Φ*v0 = v. Pour le faire identifions d'abord Go a un groupe de matrices carrees
d'ordre « + l a Γaide de la base (ef) de Rn ci-dessus introduite. Soit B le sous-groupe
de Borel de GL+(Rn), c'est-a-dire le groupe des matrices triangulaires a coefficients
positifs sur la diagonale, b son algebre de Lie. Ceci etant on a:

3.4. PROPOSITION. 1. L = G o x b est un sous-fibre lagrangien de TG0 dont lesfibres
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sont incluses dans Ker v et dont la feuille du feuίlletage £, associέ a L, passant par

(x,U)eGoest(x,UB).

2. La variέte quotient Q = G0/Q et la projection canonique π: G0—>Q s'identifient

respectivement a la variέte sous-jacente au groupe euclίdien E=Rnx SO(n) et a

Vapplication (x, kb) H-» (x, k) oύ (fc, b)\-+kb est la decomposition d'lwasawa de GL+(Rn).

DEMONSTRATION. II est clair que Go x b est un sous-fibre integrable de TG0 de

rang n(n +1)/2. Puisque Ίr(N1N2) = 0 pour des matrices triangulaires superieures alors

chaque fibre de Go x b est incluse dans le noyau de v et par consequent Go x b est un

sous-fibre integrable lagrangien de (TGθ9 dv). Aussi il est evident que la feuille de £

passant par (x, U) est (x, UB). De plus Q = G 0 | £ est une variete differentiable.

D'autre part Γapplication d'lwasawa SO(n) x B-+SO(n)B ^ GL+(Rn\ (fe, b)v-+kb

etant un diffeomorphisme, la projection GL+(R")^>SO(n) ^ GL+(Rn)/B,(k,b)\->k

est une submersion surjective et par suite: π: Go-+Q s'identifie a π: RnxGL+(Rn)-^

(RnxGL+(Rn))/B^RnxSO(n) (x,kb)\-*(x,k). Par ailleurs 3.3 implique que Φ:
G0-+T*E, Φ(σ)(π5|cσ) = v(σ)(Z(r) est un diffeomorphisme symplectique non surjectif.
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