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Abstract. For a Lie group carrying a left invariant symplectic form certain
Lagrangian foliations are considered. We describe all left invariant (exact) symplectic
structures on the affine group K" x GL(K") for K=R or C. It is shown that for some of
these structures there exists an exact symplectic embeding of the real affine group onto
an open subset of the cotangent bundle of the Euclidean group R" x SO(n).

Soit G=GA(K")=K" x GL(K") le groupe des transformations affines de K", K=R
ou C et g=aff(K")= K" x End(K") I’algébre de Lie de G. Il est connu que G admet des
formes symplectiques invariantes & gauche. Comme le groupe de cohomologie scalaire
H?(g, K) est nul ([M— R]) ces formes s’écrivent comme Q=dv ou v est une 1-forme
différentielle invariante sur G et elles correspondent & des orbites ouvertes de la
représentation co-adjointe de G. Dans [D-M] il a été montré que la composante connexe
de I'unité G, de GA(K"™!) peut étre obtenue par réduction symplectique de (G, Q)
suivant ’orthogonal symplectique (K™)* du sous-groupe K" de G.

Ici nous caractérisons de plusieurs fagons les éléments de g* a orbite ouverte pour
la représentation co-adjointe de G, (théorémes 2.1 et 2.5). Nous prouvons que (G, Q)
admet deux feuilletages symplectiques invariants & gauche transverses (théoréme 3.1,
corollaire 3.2) en raffinant le résultat de [D-M] cité ci-dessous.

Nous démontrons I’existence d’un sous-fibré intégrable lagrangien L de TG,
invariant par les translations a gauche inclus dans le noyau de la 1-forme v. Ceci nous
permet d’identifier (G, dv) a un ouvert du cotangent de la variété quotient Q =G/£ ou
Q est le feuilletage associé a L (théoréme 3.3). Le fait que les feuilles de £ soient fermées
est une conséquence du théoréme 1.1. En particulier (G,, dv) s’identifie @ un ouvert de
T*(SO(n)) si K=R.

Dans la suite I’algébre de Lie g=L(G) d’un groupe de Lie G s’identifie & 7,(G) ou
¢ désigne I’élément neutre de G. Pour X dans g, on désigne par X* (resp. X ) le champ
de vecteurs invariant a gauche (resp. invariant a droite) sur G défini par X. Par forme
symplectique sur G invariant on entend une forme symplectique invariante a gauche.
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Par commodité, et malgré Pabus de langage nous dirons qu’un groupe de Lie (réel
ou complexe) muni d’une forme symplectique invariante est un groupe de Lie
symplectique; I’algébre de Lie d’un groupe symplectique sera dite symplectique. Si g est
symplectique, 'idéal dérivé D(g) de g est distinct de g (voir par exemple [M-R].
Soulignons que les groupes symplectiques sont liés aux groupes de Lie-Poisson et que
ces derniers ont des applications aux systémes hamiltoniens intégrables ([B-V], [B],
[L-W]).

1. Feuilletages lagrangiens invariants sur un groupe symplectique. Soit (G, ) un
groupe de Lie symplectique, w =Q,, g= L(G) I’algébre de Lie de G, et f) une sous-algebre
de g. Désignons par H le sous-groupe de Lie connexe de G d’algébre . Considérons
laction a gauche de H sur G, Ly: HxG-G, (p,0)— po. Evidemment Ly est
symplectique. Notons O, ()= Ho 'orbite passant par o. Soit F le sous-fibré de TG
tangent aux orbites de Ly, § le feuilletage associé. Le sous-fibré F* de TG orthogonal
a F est intégrable; désignons par §* le feuilletage qui lui est associé. 1l est clair que la
fibre de F au-dessus de ¢ est F,={X,; Xeb} et que F* est défini par les noyaux des
formes fermées i(X )2 ou Xebh.

Soit Ry: Gx H—G avec Ry(o, p)=ap. Les orbites de Ry sont les feuilles de la
distribution DS ={X; Xeb}. Evidemment pour pe H on a O, (p)=H = Og(p).

D’autre part de la formule Q (X}, Y))=w(X, Y) pour 6eG et X, Y dans g il
résulte que si ) est une sous-algébre symplectique (resp. une sous-algeébre isotrope,
co-isotrope ou lagrangienne) de (g, w) alors Ry définit un feuilletage symplectique
(resp. isotrope, co-isotrope, lagrangien) invariant a gauche de (G, Q).

Supposons Ly hamiltonienne et soit J: G—g* un moment pour Ly. Puisque Ly
est 4 isotropie triviale J est une submersion et par conséquent les feuilles de F*, c’est-a-
dire les composantes connexes des fibres de J, sont fermées dans G. De plus nous avons:

1.1. THEOREME. Soit & un feuilletage lagrangien invariant a gauche du groupe
symplectique (G, ), H la feuille de & passant par ¢. Si Ly est hamiltonienne alors L est
a feuilles fermées.

DEMONSTRATION.  Désignons par K la composante connexe de J~ *(J(¢)) contenant
&. De ce qui précede K est la sous-variété intégrale maximale connexe, passant par ¢,
de la distribution F; ={X; Xeb}*, 0eG. Aussi, Ry définit un feuilletage lagrangien
de (G, Q) et H est la sous-variété intégrale maximale connexe, passant par ¢, de la
distribution {X;; Xeb}. Or pour tout p dans H on a F; ={X,; Xeg}* car {X; Xeb}
coincide avec {X,; Xeb}. Ainsi si h est lagrangienne dans (g, @) on aura pour tout p
dans H:

T (H)={X}; Xeb}={X}; Xeh}*={X;; Xeb}*.

Par conséquent puisque e Hn K et H et K sont connexes on aura H= K et en particulier
H est fermé dans G. Ceci achéve la preuve.
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1.2. REMARQUES. 1. SiQ=dv estune forme symplectique sur G et v est invariante
par Ly ou H est un sous-groupe de Lie de G, l'application J: Goh* avec
J(6)(X)=v(6)(X™) est un moment pour Ly qui est en plus Ad} invariant.

2. Si G est symplectique compact (et donc commutatif), I’action Ly pour H de
dimension >1 ou H est un sous-groupe de Lie de G, n’est pas hamiltonienne car s’il
en était ainsi: X~ pour X el serait le hamiltonien de J(X): G—R, J(X)(0)=J(c)(X)
et donc X=0. Dans ce cas G admet des feuilletages lagrangiens invariants dont les
feuilles ne sont pas fermées.

3. Si (G, Q) est symplectique et G est complétement résoluble alors (G, 2) admet
un feuilletage lagrangien invariant £ (d’aprés [M]). Si G est connexe £ est a feuilles
fermées.

D’autre part un groupe de Lie symplectique (G, ) est muni d’une structure affine
invariante a gauche c’est-a-dire d’une connexion linéaire V invariante a gauche de
courbure et torsion nulles donnée par la formule

M o(VxY, Z)=-o(Y, [X, Z])

pour X, Y, Z dans g (voir par exemple [M-R]). Nous avons ainsi la conséquence
suivante du théoréme:

1.3. COROLLAIRE. Si £ est un feuilletage lagrangien invariant a gauche du groupe
symplectique (G, Q) dont la feuille H passant par ¢ est un sous-groupe distingué et Ly est
hamiltonienne alors

1. H est un sous-groupe commutatif fermé de G.

2. H est une sous-variété plongée totalement géodésique de (G, V).

3. Legroupe quotient G/ H est muni d’une structure affine invariante a gauche déduite
de celle de G pour laquelle la projection canonique . G—G/H est affine.

DEMONSTRATION. Munissons g du produit XY=V, Y défini par (1); g avec ce
produit est une algébre (a associateur) symétrique a guche. Mais alors puisque ) est un
idéal lagrangien de (g, ), b est un idéal de Lie abelien et un idéal bilatére d’algébre
symétrique & gauche (voir [M-R]). Par conséquent I’éspace g/b est muni d’une structure
d’algébre symétrique a gauche telle que X-Y—Y-X=[X, Y] pour X, Y dans g et
7. X+ X est un homomorphisme d’algébre symétrique a gauche. Ceci prouve les trois
affirmations du corollaire.

Ceci étant il convient de souligner que si (K, V) est un groupe de Lie a structure
affine invariante a gauche et n: K—GL(L(K)*) est une représentation linéaire dont la
représentation linéaire associée est de la forme X+ —'Vy alors le groupe produit
semi-direct L(K)* x K est un groupe de Lie symplectique pour la forme définie par

Ce groupe symplectique contient L(K)* et K comme sous-groupes lagrangiens le premier
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étant évidemment distingué.

Dorénavant nous nous intéressons au cas ou Q2 =dv, v étant une 1-forme différentielle
invariante a gauche sur G. Dans ce cas Ly est hamiltonienne quel que soit le sous-groupe
de Lie Hde G. Sibh= L(H) est lagrangienne nous allons chercher des conditions suffisantes
pour que G puisse admettre une immersion symplectique sur un ouvert d’un fibré
cotangent 7*Q. Dans ce but remarquons d’abord le fait suivant:

1.4. LeMME. Soit (M?*", dv) une variété symplectique exacte, L un sous-fibré
intégrable de rang n de TM contenu dans le noyau de v et L le feuilletage de M qui lui
est associé. Supposons que M|R = Q soit une variété différentiable telle que la projection
canonique . M—Q soit une submersion. Alors [l'application ®: M—T*Q définie par
D(x)(m,, X,)=v(x)(X,) est un étalement symplectique de M sur un ouvert de T*Q tel que
D*vy=v, v, étant la 1-forme canonique sur T*Q.

DEMONSTRATION. D’abord si X, Y sont deux sections différentiables de L on a:
QX, Y)=dv(X, Y)=L2(X)(W(Y))— &(Y)(v(X)—v([X, Y])

ou £(X) désigne la dérivée de Lie dans la direction de X. Mais puisque LcKervet L
estintégrable, les trois termes de droite de cette formule, sont nuls. Ainsi L est lagrangien.

Par ailleurs puisque 7 est une submersion et Ker(zn,, ,) = L, est contenu dans Ker v(x)
il résulte que @ est bien définie. Soit (¢%, ..., ¢", py, - .., p,) un systéme de coordonnées
locales adaptées a £: les p-coordonnées sont des coordonnées le long des plaques de £,
ces plaques étant définies par ¢ =c, ..., ¢"=c,. Dans ces coordonnées v s’écrit comme
v(g, p)=Y7_, vi(q, p)dgq‘. Mais puisque les g-coordonnées sont des coordonnées locales
sur Q, @ s’exprime localement comme &(q, p)=v(g, p) et donc @ est différentiable.

D’autre partonat§o #=nouty: T*Q—Q estla projection canonique et par suite
pour xe M et X, € T.M on aura:

(2*v0)(X)(X) = Vo( PPy, X) = PX)(T Q) s, 00) P, X )
=P(X)((1g° D)y ,x X)) = P(X)(y,  X)
=v(x)(Xy) -

Par conséquent @*Q,=P*(dv,) =d(P*v,)=dv=0Q. Finalement puisque dim M =2n=
dim T*Q et Q et Q,=dv, sont non dégénérées il suit que P, , est un isomorphisme
d’espace vectoriel pour tout x dans M. Ceci prouve le lemme.

Voici un exemple de variété symplectique exacte qui n’est pas un overt d’un fibré
cotangent. Identifions 7*S* au cylindre S* x R muni de la forme v(q, p)=pdq avec
geS!, peR. Considérons p, un réel p, >0 et faisons des coupes sur le cylindre suivant
les quatre segments horizontaux

{(e”, p)eS'xR;p=+p, et pe A}
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ou A=[0, n/4]u[3n/4, 5n/4]u[Tn/4, 2x] et les deux segments verticaux
{(e”,p)eS' xR; —po<p<poet 9=0o0u gp=n}.

Ces coupes produisent deux fenétres se faisant face ayant chacune deux volets.
Choisissons un ¢€]0, n/8[, ouvrons les quatre volets vers I'intérieur du cylindre et
collons les deux volets pour lesquels ¢ €]0, n/4[ (resp. les deux volets pour lesquels
@e]n, 2n[) en identifiant la bande ouverte {e?eS';0<qp<e}x]—po, pol avec
{ei?eS!;n—e<p<mn}x]—po, Pol (respectivement identifiant la bande ouverte {e*;
<@ <m+e} X ]—po, Pol avec {eeS';2n—e<p<2n} x]—pg, po[). L’espace M qui
en résulte posséde la structure différentiable de T2 moins quatre points et la 1-forme
Vo se projette sur une 1-forme v sur M car v, est invariante par les S* rotations. Ainsi
(M, dv) est une surface symplectique connexe.

D’autre part tout fibré cotangent d’une 1-variété connexe est ou bien difféomorphe
a4 R? 5 T*R ou bien & R?—{0} ~ T*S'. Donc pour montrer que M ne peut pas étre
étalée comme un ouvert d’un fibré cotangent il suffit de prouver que M ne peut pas
étre étalée comme un ouvert du plan. Or ceci est clair car tout 1-cycle d’un ouvert
connexe du plan est déconnectante tandis que dans le tore 72 moins quatre points il
existe des 1-cycles qui ne sont pas déconnectantes.

2. Orbites ouvertes de la representation co-adjointe du groupe affine. Dans la suite
G=GA(K")=K"x GL(K") désigne le groupe affine de K" et g=K" x End(K™) est son
algébre de Lie. Nous allons déterminer les aeg* dont 'orbite 0(x) relative a la
représentation co-adjointe de G est un ouvert de g*. Puisque I’application N->Tr('NN)
est une forme quadratique non dégénérée sur End(K") tout élément « de g* s’écrit
comme a((x, u))=g(x)+Tr(Mou) pour (x,u)eg, ou ge(K")* et MeEnd(K") sont
uniques.

Que 0O(x) soit ouverte revient a dire que #: g—g*(y, v)> —aocad(y, v) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels ou ce qui est de méme que w =da est non dégénérée
ou w est donnée par

@ a((x, u), (¥, v)) =g(u(y) — v(x)) + tr(M o [u, v])
=g(u(y) —v(x)) +tr(CM, u] - v) .

De cette formule il est évident que le radical de la restriction de w a End(K") est le
commutant C(M) de M dans End(K"). Nous allons prouver:

2.1. THEOREME. L’orbite de a=(g, M) e (aff(K™))* est ouverte pour la représentation
co-adjointe de GA(K™) si et seulement si dim C(M)=n et {ue C(M);gou=0}={0}.

Pour démontrer ce résultat commengons par remarquer le fait trivial suivant:

2.2. LEMME. Soit (V, w) un espace vectoriel symplectique de dimension 21 sur K et
W un sous-espace de V de dimension k. Si k>1 alors le rang de la restriction de w a
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Wx W est >2(k—1).

Pour montrer I'assertion il suffit de se placer dans le pire des cas c’est-a-dire celui
ou W contient un sous-espace lagrangien L de (V, w). On a alors W=L@® S avec
dim S=k—1. 1l est alors clair que L contient un sous-espace S* en dualité avec S d’ou
le lemme.

Appliquons 2.2 au cas qui nous intéresse. Ici nous avons 2/=n+n?i.e. [=n(n+1)/2.
Prenons W=End(K"™). On a k=n?>n(n+1)/2. Si w est non dégénérée, on a d’aprés le
lemme:

rang(w|W?)>2(n*—(n*+n)/2)=n*>—n mais comme rang(w|W?)=dim W—
dim Rad(w|y-) 'inégalité revient & affirmer que dim Rad(w|W?)<n.

D’autre part il est connu que quel que soit MeEnd(K") dim C(M)>n. Par
conséquent si w=da avec a=(g, M)eg* est non dégénérée on a nécessairement
dim C(M)=n. Aussi si w est non dégénérée on a, {ue C(M)uo-g=0} = Rad(w)={0} et
g#0 car sinon C(M)cRad(w). Il nous reste donc a montrer que dim C(M)=n et
{ue C(M);gou=0}={0} impliquent que w=du, ol a=(g, M)eg*, est non dégénérée.
Pour faire ceci rappelons le résultat classique suivant ou K désigne un corps de
caractéristique nulle (voir par exemple [Lu]).

2.3. PROPOSITION. Si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie n et
M e End(E), les assertions suivantes sont équivalentes.

1. dimC(M)=n.

2. Les polynémes caractéristique et minimal de M sont identiques.

3. C(M)=K[M].

4. C(M) est une algébre commutative.

5. Dans toute extension K de K ou M admet une forme de Jordan celle-ci est
constitutée d'un seul bloc de Jordan pour chaque valeur propre.

6. Il existe x dans E tel que {x, M(x), M*(x), ..., M"}(x)} est une base de E.

Supposons K algébriquement clos, E=K" et soit E=@7}_, E; la décomposition
primaire de E relative & M. Si ue C(M) on a u(E;)cE; pour 1<i<p (en particulier
M(E;))c E;). Posons M;=M|;, 1<i<p. Si [u, M]=0 il est clair que [u;, M;]=0 ou
u;=uly, pour 1<i<pet C((M)=@D’_, C(M,). Réciproquement si M;e End(E;), 1 <i<p,
est tel que [u;, M;]=0 alors 'endomorphisme u= @ [_, »; de E commute avec M.

Supposons dim C(M)=n. D’aprés la proposition 2.3, M;=4;1+ N; ou N, est un
endomorphisme nilpotent principal de E;, c’est-a-dire d’ordre n; ou n;=dim E; 1 <i<p.
Mais puisque C(M;)= C(N,) il nous suffit par conséquent de nous intéresser au cas ou
M est un endomorphisme nilpotent principal de E. Dans ce cas nous avons:

2.4. LEMME. Soit MeEnd(E) vérifiant M"=0, M" ' #0 ou n=dimg E (K de
caractéristique nulle) et ge E*.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. {ueC(M);gou=0}={0}
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2. g|E,#0 ou E;=Ker M’ pour 1<i<n.
En outre si l'une de ces conditions est vérifiée alors w=dx ou a=(g, M) fait de
g=aff(E) une algébre symplectique.

DEMONSTRATION. Supposons 1) vérifiée. On a alors en particulier go M"~1#£0
mais puisque Im M*=Ker M™ * pour 0<k<n—1on a glE1 #0.

Réciproquement supposons g |E 1#0. Posons Im M*=Vect(e,, e,,...,e,_1)=
KerM"* 0<k<n—1. Comme dim C(M)=n nécessairement C(M)=Vect(M°, M,
s, M™Y. Soit u=Aol+A, M+ +ALM 4+ 4+A4,_,M""! non nul dans C(M),
les A; étant des éléments de K. Désignons par k le petit nombre entier tel que 4,#0,
0<k<n—1. Par récurrence sur / on a M'e,.)=e, et par suite M'*P(e,, )=
MP(MYe,,,))=MP(e,)=0 si p>1. Ainsi u(e,,,)=A4M*(e;.,)=%e, #0 et donc
g(ule,+ 1)) #0 si glEl #0.

Pour achever la preuve montrons que @ est non dégénérée si g|E . #0. Soit
(x, u)eaff(E)=E x End(E); il est clair que (x,u) appartient au radical de w=du,
a=(g, M), si et seulement si,

(i) —g@(x))=Tr([M, u]-v) pour tout v dans End(E)

(i) Imuckerg.

Prenons (x, u) dans le radical de w. Alors quel que soit ve C(M) on a g(v(x))=
0 (x). Montrons que cette relation implique que x=0. Pour ceci considérons le
drapeau (E;);, 1<i<n E;=Ker M'=Vect(e, e,, ..., ¢;) de E. Puisque M(e,)=e,_,,
M(e,-1)= €,_,, ..., M(e;)=e,, 'ensemble {e,, M(e,), ..., M""'(e,)} et une base de E.
Ainsi M¥(e,)=e,_, pour 0<k<n—1 et en particulier M""(e,)=e,.

Soit x dans E, x s’écrit x=A¢e,+A, M(e,)+ - +AM*e)+ - +A,_ ,M" (e,)
ou les A;e K. Si x vérifie () on aura, g(M*(x))=0 pour tout k>0. Or M" !(x)=
oM™ Y(e,)=Aoe, et donc g(M"~1(x)) = Aog(e;) =0 ce qui implique A, =0 car g(e,) #0.

De méme on a M"~3(x)=A,M"" !(e,)=4,e, et donc g(M"~%(x))=0 implique 1, =
0. Par conséquent de proche en proche on trouve 4,=0, 1,=0,...,4,_,=0 C’est-a-
dire x=0si (x, u) e Rad(w). De plus I'identité w(u, (y, v)) =g(u(y)) + tr(M[u, v]) =0 pour
tout (y, v)eaff(E) implique, pour y=0, que ue C(M) et aussi (en posant v=0) que
ImucKerg. Or comme 1 et 2 sont équivalentes on peut conclure que u=0. Ceci termine
les preuves du lemme et du théoréme.

La description suivante des aeaff(K™)* a orbite ouverte pour la représentation
co-adjointe est une conséquence du théoréme.

2.5. THEOREME. Poura=(g, M) e aff(K")* les assertions suivantes sont équivalentes:

1. o est a orbite ouverte pour la représentation co-adjointe de GA(K").

2. {g,goM,...,go M""'} est une base de (K")*.

3. 1l existe x dans K" tel que {x, M(x), M*(x), ..., M"~(x)} est une base de K"
et goM" Y(x)=1, (go M*)(x)=0 pour 0<k<n—2.

DEMONSTRATION. Supposons o a orbite ouverte. D’aprés le théoréme 2.1
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dim C(M)=n, ce qui est équivalent & C(M)=Vect(I, M, ..., M"™ '), et gou#0 pour
tout u#0 dans C(M). Donc si Y i ,o(goM")=0 avec o; dans K on aura
goY ' o a;M'=0 et par suite Y7, o;M*=0 ce qui implique que les ; sont tous nuls.
Ainsi 1 entraine 2.

Montrons que 2 implique 3. Soit B={xy, x,...,X,_;} la base duale de
B*={goM'},0<i<n—1. Sil’on pose x=x,_, on a en particulier (go M" ')(x)=1 et
(g°oM")(x)=0 si 0<k<n—2. Prouvons que {x, M(x), ..., M"~*(x)} est une base de
K". Or si Agx+ A, M(x)+ -+ +A,_ M" *(x)=0, 4;€K, 'application successive a ce
vecteur des formes g, go M, ..., go M"~ ! montre que tous les 4; sont nuls.

Supposons que I’on ait 3. Compte tenu de 2.3 on a C(M)=Vect(, M, ..., M"™ 1)
qui équivaut a dim C(M)=n. Soit ue C(M) tel que gou=0. Alors u=Z:'=_(; LM et
pour tout ye K" on a g(u(y))=0. Or si I’'on prend pour y successivement les vecteurs
X, M(x), ..., M"~(x) il suit que A;=0 pour tout 0<i<n—1. Ainsi 3 implique 1.

2.6. COROLLAIRE. Quelle que soit la forme symplectique w=do ou a=(g, M), sur
g =aff(K") le sous-espace K™ x C(M) est une sous-algébre symplectique, produit semi-direct
de sous-algébres commutatives de I'algébre (g, w).

DEMONSTRATION.  En effet d’aprés la formule (2) les sous-espaces K" et C(M) de
g sont totalement isotropes pour w. De plus, d’aprés le théoréme, si v#0 est un élément
de C(M) il existe y € K" tel que g(v(y)) #0 ce qui signifie que K" et C(M) sont en dualité
pour . Ceci prouve le corollaire.

Soit B={ey, ..., e,} la base canonique de K", B*={e¥}, 1 <i<n la base duale de
B. Désignons par M la matrice de 'endomorphisme M de K" dans la base B. L’étude
qui vient d’étre faite montre que a=(g, M)eg* ou g=aff(K") aura une orbite ouverte
pour la représentation co-adjointe de GA(K"™) dans les cas simples suivants:

1.

A 10 0 0
041 - 0
M= 0 04 ,1 0 , g=, Ae¥aveci; #0.
. “. ‘. i=1
1

000 0 4
Ici M n’a qu’un seul bloc de Jordan.
2.
My

M= Ha _ est diagonale

Hn
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le ;€ K étant deux a deux distincts, et g=);_, 4,e}¥ avec [ []_, 4,#0,
3. K=R, M admet un seul bloc de Jordan réel

«a B 1 O
—p a 0 1
0 0 a B
0 0 —p «a
M= .
a p 1 0
—p a 0 1
0 0 o P
0 0 —f «

et g=Y 77" Ae; avec A3 +43+#0 ou o et B sont réels et f#0.
Dans le second cas C(M) est I’ensemble des matrices diagonales. Dans le premier
cas C(M) est constitué des matrices de la forme

a, a; az - G-y G4,
a; a; as a,—1
a, a, as
u=
as
a,
a,

3. Feuilletages lagrangiens invariants sur le groupe affine. Soit w=dv une forme
symplectique sur G=GA(K"), v étant une 1-forme invariante, a gauche sur G. Nous
allons montrer qu’il existe un sous-fibré intégrable de rang n(n+ 1)/2 de TG stable par
les translations a gauche de G et inclus dans le noyau de v.

Posons a=v,=(g, M) ou ge(K")* et MeEnd(K"). Nous savons que pour tout
(x,u)eg=L(G)on a

ox, u)=g(x)+Tr(Mou).
Considérons a,, «, dans g* définies par
al(x’ u) = g(x) 5 aZ(x’ u) =Tr(M° u) .

On a du=do; +dux,.

D’aprés 2.6, g, =K"x C(M) est une sous-algébre symplectique de (g, ). Plus
précisément (g,, dd,) est une algébre symplectique ou &, est la restriction de o, a g;.

Déterminons l'orthogonal gi de g, dans (g, w). Puisque w((x,u), (y,v))=
gu(y)—v(x))+Tr(Mo[u,v]) il est clair que le sous-espace g, de g défini par
g,=1{0} x {ve End(K"™);gov=0} est inclus dans g7. D’autre part dimg,=n(n—1)=



432 M. BORDEMANN, A. MEDINA AND A. OUADFEL

dimgi=n?+n—2n.

Ainsi g, =g7.

Par ailleurs g, est évidemment une sous-algébre de g. Donc g, est une sous-algébre
symplectique de (g, w), la forme symplectique sur g, étant w,=dd, ou d, désigne la
restriction de «, a g,.

Soit B*={x¥,x%,...,x¥ 1, g} une base de (K")*, B={xy, X;,..., X,—1,2z}=Bla
base duale de B*; évidemment {x,, x5, ..., x,_} est une base de Kerg. Soit (0, v) eg,,
la matrice de v relative a B s’écrit comme:

a, Ayt O1p—y Ain
Az, Az, 0 O34 azp,
Ap_1,1 Qp-1,2 ' Qu-1,n—1 Qu—1,n
0 0 0 0

et par suite il devient clair que I’application
g, — aff(Kerg)=Kerg x End(Ker(g)) v (v(2), v|kerg)
est un isomorphisme d’algébre de Lie. Par conséquent nous avons montré le fait suivant:

3.1. THEOREME. Siw=du ou a=(g, M) est une forme symplectique sur g=aff(K")
alors g se décompose comme g=g, ® g, ou g, =K"x C(M) et g,={ve End(K"); g-v=0}
sont des algébres symplectiques de (g, w). De plus g, est isomorphe a 'algébre aff(Ker g).

Remarquons que g, =Ker(dx,) et g,=Ker(dx,). Si S; est le sous-groupe de Lie
connexe de G d’algebre de Lie g;, i=1, 2, I'action R, de S; sur G=GA(K") définit un
feuilletage symplectique invariante & gauche sur G. En fait on a:

3.2. COROLLAIRE. Le groupe symplectique (GA(K"), dv) est muni de deux feuil-
letages symplectiques transverses invariants a gauche définis par les sous-algébres g, et
g, de g=aff(K") du théoréme.

Comme application de 3.1 nous pouvons montrer I'existence sur G=GA(K") d’'un
feuilletage lagrangien invariant a gauche. Pour faire ceci nous prouverons par récurrence
sur n que (g, da) avec g=aff(K") admet une sous-algébre lagrangienne contenue dans
le noyau de o.

Evidemment ce résultat est vrai si n=1. Supposons que aff(K"~') et donc
aff(Ker g) =g, ait une sous-algébre lagrangienne L, incluse dans Ker d,. Considérons
d’autre part la sous-algébre L, =Kerg x K id ou id désigne I'’endomorphisme identique
de K.

Il est clair que L, est une sous-algébre lagrangienne de (g,, w,) ou w,=d4d, et L,
est incluse dans Kerd;. De plus le sous-espace L=L, @ L, est une sous-algébre de
g=aff(K") car gov=0 pour veg,. Regardons si L est lagrangienne dans (g, @). On a
pour a=(x, Aid)+(0, v) et a’=(x’, A'id)+ (0, v") dans L:
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[a,a']=(Ax"+v(x")—A'x—0'(x), [v, v"])

et par suite w(a, a’)=dux(a, a’)=0. De plus Lc=Kera.

Désignons par K le sous-groupe de Lie connexe de GA(K")=G d’algebre de Lie
L. D’aprés le §1 nous savons que Ry définit sur G une feuilletage lagrangien invariant
a gauche et comme Ly est hamiltonnienne car Q=dv et v est invariant a gauche par G,
le théoréme 1.1 nous permet d’affirmer que K est fermé dans G. Mais alors le théoréme 1.4
implique le résultat suivant:

3.3. THEOREME. Si Q=dv est une forme symplectique invariante a gauche sur
G=GA(K") on a:

1. 1l existe un feuilletage lagrangien L de (G, Q) défini par I'action Ry ou K est un
sous-groupe fermé de G tel que le sous-fibré de TG associé a L est inclus dans le noyau de v.

2. Si n: G->G/K=Q est la submersion canonique [l'application ®: G—>T*Q,
P(o)(n, ,X,)=V(0)(X,) est un difféomorphisme de G sur un ouvert de T* Q qui ne rencontre
pas la section nulle. De plus ®*v,=v ou v, est la forme de Liouville de T*Q.

Il nous reste a prouver que @(G) ne rencontre pas la section nulle de 7*Q et que
® est injective. D’apres 1.4, *v,=v. D’autre part v est non nulle en tout point de G
tandis que v, s’annule sur la section nulle. Ceci montre la premiére affirmation.

Supposons maintenant que ®(¢) = @(o"). Ceci implique évidemment que n(¢) = n(c”’)
et donc ¢’ =0k avec ke K. Il faut montrer que k=e.

Puisque @(0) = ®(0k) nous avons,

¢(o-)(n*a‘Xa) = V(O’)(Xa) = di(crk)(n*, ak Ya'k) = V(O'k)( Yak)

chaque fois que I'on a
(*) n*,a(Xa) = 7t:’:,ak( Yo'k) .
Prenons X,=X"(0), Y= Y* (k) ou X, Ye T,(G).

La condition (*) s’écrit alors

(moLy)y X=(moL,oL), Y

et elle implique

(*x) V(X)=v,(Y).

Pour geG notons L,: Q—Q, [t]+[ot] et rappelons que moL,=L,om et
moR; '=m.
Alors (**) devient
(Eo- ° n)*,sX= (Tt ° La)*,k((Lk)*,s Y) = (L~a ° Tc)*,k((Lk)*,e Y)

ou ce qui est de méme
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(L) wref T X) = (L) gm0, (Lo, e V) = (L) (T2 L)y, Y)
= (L) ol (o R ' o L)y o YV} = (L) sno{ o  Ad(R) Y)}

ce qui entraine:

T X=m, (Ad(k)Y)
c’est-a-dire
3) X=Ad(k)Y+ Z ou Ze L(K), L(K) étant I’algébre de Lie de K.

Ainsi nous avons que (3) entraine

4 v(Ad(k)Y)=w(Y).

Montrons que (4) implique k=c¢.
Ecrivons k=(x, P)e GA(K") Y=(y,u)eaff(K").
On a Ad(k)Y=(Py— PuP~'x, PuP™') et donc (4) s’écrit

®) g((P—id)y— PuP™'x)+Tr M(PuP™* —u)=0

pour tout Y=(y, u)eaff(K").
En particulier pour #=0 on obtient g((P—id)(»))=0 c’est-a-dire go P=g.
Notons v=uP~!. Alors (5) devient,

g(P—id)y—vx)+Tr M[P—id, v]=0
pour tout (y, v) eaff(K"), ou ce qui est de méme
a)((x, P—ld), (y5 U)) =0

quel que soit (y,v)eaff(K") ce qui implique x=0 et P=id c’est-a-dire k=(x, P)=
(0, id)=e¢. Ceci achéve la preuve du théoréme.

Pour finir étudions un cas particulier simple et intéressant du théoréme 3.3.
Pour ceci prenons MeEnd(R") nilpotent d’ordre n; il existe alors xeR" tel que
{x, M(x), ..., M""!(x)} soit une base de R". Considérons a=(g, M) a orbite ouverte
pour la représentation co-adjointe de G=GA(R"). D’aprés 2.5, I’élément g € (R™)* doit
vérifier goM" 1(x)#0 et (go M*)(x)=0 si 0<k<n—2. Soit e,_,=M*(x) pour
0<k<n-—1; il est alors clair que a=(g, M) avec g=e¥ est a orbite ouverte. Soit le
groupe symplectique (G, dv) ou v,=a et Go=R"x GL . (R"). Prouvons que (G, v)
s’étale symplectiquement sur la variété (T*SO(n), dv,) au moyen d’une application ¢
vérifiant ®*v,=v. Pour le faire identifions d’abord G, a un groupe de matrices carrées
d’ordre n+1 a I'aide de la base (e;) de R" ci-dessus introduite. Soit B le sous-groupe
de Borel de GL .(R"), c’est-a-dire le groupe des matrices triangulaires a coefficients
positifs sur la diagonale, b son algébre de Lie. Ceci étant on a:

3.4. PROPOSITION. 1. L=G,xDb est un sous-fibré lagrangien de TG, dont les fibres
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sont incluses dans Kerv et dont la feuille du feuilletage L, associé a L, passant par
(x, U)e G, est (x, UB).

2. La variété quotient Q =G,/L et la projection canonique m: Go—Q s’identifient
respectivement a la variété sous-jacente au groupe euclidien E=R"x SO(n) et a
lapplication (x, kb)+> (x, k) ou (k, by kb est la décomposition d’Iwasawa de GL ,(R").

DEMONSTRATION. Il est clair que G, xb est un sous-fibré intégrable de TG, de
rang n(n+ 1)/2. Puisque Tr(N,N,)=0 pour des matrices triangulaires supérieures alors
chaque fibre de G, x b est incluse dans le noyau de v et par conséquent G, x b est un
sous-fibré intégrable lagrangien de (7G,, dv). Aussi il est évident que la feuille de &
passant par (x, U) est (x, UB). De plus Q= G0|9 est une variété différentiable.

D’autre part I’application d’Iwasawa SO(n) x B—»SO(n)B =~ GL .(R"), (k,b)—kb
étant un difféomorphisme, la projection GL , (R")—SO(n) =5 GL,(R")/B, (k,b)—k
est une submersion surjective et par suite: n: Go,—Q s’identifie a n: R"x GL . (R")—
(R"x GL.(R")/B = R"x SO(n) (x,kb)r>(x,k). Par ailleurs 3.3 implique que &:
G,—T*E, ®(o)(n,,,)=v(0)(X,) est un difffomorphisme symplectique non surjectif.
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