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I’espace des sous-groupes fermés de R x Z

THOMAS HAETTEL

The space of closed subgroups of a locally compact topological group is endowed
with a natural topology, called the Chabauty topology. We completely describe the
space of closed subgroups of the group R x Z (and of its dual C*), which is highly
nontrivial: for example, its fundamental group contains the fundamental group of the
Hawaiian earrings, hence is uncountable.

L’espace des sous-groupes fermés d’un groupe topologique localement compact est
muni d’une topologie naturelle, appelée topologie de Chabauty. Nous décrivons
completement I’espace des sous-groupes fermés du groupe R x Z (et de son dual
C™), lequel est hautement non trivial: par exemple, son groupe fondamental contient
le groupe fondamental des anneaux Hawaiens, et est donc non dénombrable.

22B99, 22D05; 20F65, 57M07

Si G est un groupe topologique localement compact, I’espace S(G) des sous-groupes
fermés de G est muni de la topologie de Chabauty [7]. Cette topologie fait de S(G) un
espace compact (voir par exemple de la Harpe [11] pour une excellente introduction).
L’objet de cet article est I’étude de cet espace pour le groupe topologique G = R x Z,
et nous montrerons que la topologie de S(R x Z) est singulierement compliquée, et
ce malgré la simplicité de R x Z. Cet espace étant canoniquement homéomorphe a
I’espace des sous-groupes fermés du groupe dual C* de R x Z, cet article explicite
aussi ’espace S(C>).

L’espace S(G) dans son ensemble est en général difficile a expliciter: le premier calcul
complet non banal est dii a I Pourezza et J Hubbard [14] en 1979, qui ont montré que
pour le groupe topologique G = R?, I’espace S(IR?) est homéomorphe a la sphere S*
de dimension 4. Bien plus récemment, M R Bridson, P de la Harpe et V Kleptsyn [3] ont
calculé cet espace pour le groupe de Heisenberg de dimension 3, et B Kloeckner [12]
a montré que I’espace des sous-groupes fermés de R” était stratifié et simplement
connexe.

Soit A C R? I’espace des “anneaux Hawaiens” (voir la Figure 1), réunion d’une infinité
dénombrable de cercles (Ax)reN\{o} e rencontrant deux a deux exactement en un point
et s’accumulant sur ce point. Pour tout entier k& € N\ {0}, considérons une copie Dy
du disque fermé et I = [0, 1]. Munissons la réunion disjointe [ LI leeN\{o} Dy dela
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topologie telle que les disques Dy s’accumulent sur le segment I le long des rayons
de ces disques (voir la Figure 5).

Recollons enfin le cercle Dy au bord de chacun des disques sur 1’espace A, de la
maniére suivante. Soit (I7)zeq/z une famille de segments disjoints du cercle 0Dy,
dont I’ordre cyclique est donné par celui de Q/Z. Alors définissons gx: 0Dy — A,
qui sur chaque segment [ effectue une fois le tour du cercle A dans le sens direct
a partir de 0, ou b € N\{0} désigne le dénominateur de ¢, et qui envoie le reste du
cercle 9Dy sur 0. Cela définit une application g: U keN\{0} 9Dy — A. Prolongeons
contindment 1’application g a I’extrémité 0 du segment / en définissant g(0) comme
le point singulier des anneaux Hawaiens A.

Théoreme L’espace S(RxZ) est homéomorphe 2 Ia réunion des disques (Dy,) keN\{0}
s’accumulant sur I, recollés sur I’espace A par I’application g .

Dans la Section 1, nous rappelons des propriétés élémentaires de la topologie de
Chabauty. Dans la Section 2, nous commengons par décrire les familles de sous-groupes
fermés de R x Z. Ensuite dans la Section 3, nous décrivons une compactification du
disque ouvert par des arguments de géométrie hyperbolique. Ceci nous permet de décrire
aisément le recollement de ces familles de sous-groupes fermés dans la Section 4. Enfin
dans la Section 5, nous donnons une description combinatoire du groupe fondamental
de I’espace des sous-groupes fermés de R x Z, et montrons en particulier qu’il est non
dénombrable.

Je tiens a remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour ses relectures attentives et ses
précieux conseils, ainsi que Pierre de la Harpe pour ses nombreuses remarques ayant
permis de considérablement améliorer la présentation de cet article. Je tiens également
a remercier Yves de Cornulier qui m’a fait de nombreux commentaires précieux et
expliqué plusieurs perspectives.

1 Préliminaires

1.1 Définitions

Soient X un espace topologique localement compact, et F(X) 1’ensemble des fermés
de X'. On munit F(X) de la topologie de Chabauty [7]: les ouverts sont les réunions
quelconques d’intersections finies de parties de la forme

Ok ={Se€S(G): SNK =2}
0, ={S€S(G):SNU # o}

ol K estun compactde X et U un ouvert de X .
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Soit G un groupe topologique localement compact. On note S(G) C F(G) I’ensemble
de ses sous-groupes fermés, muni de la topologie induite. Le résultat suivant est clas-
sique, on pourra se référer a Bourbaki [1, Chapitre VIII, Section 5], Canary, Epstein et
Green [5, Proposition 1.3.1.2, page 59] ou Courtois, Dal’Bo et Paulin [9, Proposition 1.7,
page 58] par exemple.

Proposition 1.1 L’espace topologique F(G) est compact. De plus, le sous-espace
S(G) est un fermé de F(G), donc est compact. a

Les propriétés qui suivent sont élémentaires.

Proposition 1.2 Soit f: G — H un morphisme de groupes topologiques localement
compacts, qui est une application ouverte. Alors I’application S*( f): S(H) — S(G)
définie par S — f~1(S) est continue.

Démonstration Soit K un compact de G, alors f(K) est un compact de H et
S*(H~H0og) = Or(k) est un ouvert de S(H). Soit U un ouvert de G, alors par
hypothese f(U) est un ouvert de H et S*(/)~1(0y) = O}(U) est un ouvert de
S(H). Ainsi I’application S*(f') est continue. ad

Proposition 1.3 Soit f: G — H un morphisme de groupes topologiques localement
compacts qui est un homéomorphisme sur son image, d’image fermée. Alors I’applica-
tion Sx(f): S(G) — S(H) définie par S + f(S) est un homéomorphisme sur son
image.

Démonstration Soit S un sous-groupe fermé de G. Alors, puisque f est un homéo-
morphisme sur son image, f(S) est un sous-groupe fermé de f(G). Or f(G) est
lui-méme un sous-groupe fermé de H , donc finalement f(.S) est un sous-groupe fermé
de H': ainsi, ’application S« (f') est bien définie.

Considérons I’application g = f~!| 7(G): J(G) — G: c’est un isomorphisme de
groupes topologiques localement compacts. Ainsi I’application $*(g): S(G) — S(H)
qui 2 S associe g7!(S) est un homéomorphisme sur son image S(f(G)), et cette
application coincide avec 1’application S« (f'). ad

Remarquons que I’hypotheése que f réalise un homéomorphisme sur son image est
nécessaire. En effet, considérons 1’identité i du groupe G = R muni de la topologie
discrete, a valeurs dans H = R muni de la topologie usuelle. L’identité i est un
morphisme de groupes topologiques, bijectif, dont I’image est bien un sous-groupe
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fermé de R, mais I’application S« (i) n’est méme pas définie: tout sous-groupe (méme
non fermé) de H est un sous-groupe fermé de G'.

Dans le cas ou le groupe topologique localement compact G est muni d’une distance
induisant sa topologie, on peut décrire la convergence des suites de sous-groupes fermés
de G pour la topologie de Chabauty (voir par exemple [5, Lemma 1.3.1.3, page 60] ou
[9, Proposition 1.8, page 60]).

Proposition 1.4 Une suite de sous-groupes fermés (Sy),eN converge vers un sous-
groupe fermé S dans S(G) si et seulement si S est ’ensemble des valeurs d’adhérence
des suites de (Sy)neN , ¢ est-a-dire:

(1) Pourtout x € S, il existe une suite (x,),cN convergeant vers x telle que, pour
tout n, nous ayons x, € Sy.

(2) Pour toute partie infinie P C N, pour toute suite (x,),ep convergeant vers x
telle que x, € Sy, pourtout n € P, nous avons x € §S'. a

Par ailleurs, on a un critere simple de métrisabilité de I’espace des sous-groupes fermés
(voir par exemple [9, Proposition 1.8, page 60]).

Proposition 1.5 Si de plus la distance de G est propre (ie les boules fermées sont
compactes), alors I’espace S(G) est métrisable, pour Ia distance de Hausdorff pointée
(voir [2, Definition 5.43, page 76]): si S, S’ sont des sous-groupes fermés de G, on
définit dya, (S, S") comme la borne inférieure des ¢ > 0 tels que

SN Be. 1) C V(S
S'NB(e. 1) C Ve(S),

ou V¢(S’) désigne le ¢ —voisinage ouvert de S’ dans G . ]

1.2 Exemples

Les exemples suivants de calculs d’espaces des sous-groupes fermés sont bien connus,
nous les rappelons pour fixer les notations.

Notons X7z le sous-espace topologique compact de R défini par

Xz = {0} U{1/n,n e N\{0}.

Proposition 1.6 L’application ¢z: X7 — S(Z) définie par 1/n +— nZ et 0 — {0}
est un homéomorphisme. m|
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Adoptons la convention suivante désormais: (1/0)Z = {0} et (1/00)Z = R. Cette
convention est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 1.7 L’application ¢r: Xr = [0, o0] = S(R) définie par @ — (1/a)Z
est un homéomorphisme. m|

1.3 Dualité

Si G est un groupe topologique localement compact abélien, notons G son dual de
Pontryagin, le groupe des caracteres de G, ¢’est-a-dire des morphismes continus de G
a valeurs dans S!. C’est un groupe topologique localement compact abélien. On a un
isomorphisme canonique entre G et son bidual G [13, Theorem 52, page 273].

Proposition 1.8 L’application de G X G dans S! définie par (g, x) — x(g) est
continue, et I’application

GG

g~ x@)}
est un isomorphisme de groupes topologiques. a
De plus, on a un homéomorphisme canonique entre 1’espace des sous-groupes fermés
de G et celuide G . On en trouvera une preuve dans un article d’Yves de Cornulier [8]
en préparation.
Proposition 1.9 [’application

pG: S(G) = 5(G)
Hw{xeG:VheH, x(h)=1}

est un homéomorphisme. a

2 Les sous-groupes fermés de R x Z

Considérons le groupe topologique abélien localement compact métrisable R x Z.
Notons i: R < R x Z le morphisme injectif x + (x,0) et 7: RxZ — Z la deuxieme
projection.

Nous noterons E(x) la partie entiere du réel x. Adoptons la convention que nous
écrirons chaque rationnel 8 = a/b avec a € Z et b € N\{0} premiers entre eux. Si
B € R, nous noterons S son image dans R/Z.
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Remarquons que le dual du groupe R X Z est isomorphe au groupe multiplicatif C*,
donc d’apres la Proposition 1.9, I’espace des sous-groupes fermés de R x Z et celui de
C* sont homéomorphes.

2.1 Description des sous-groupes fermés de R x Z

Nous allons maintenant décrire tous les sous-groupes fermés du groupe R x Z.

Soit H un sous-groupe fermé de R x Z. Alors H N (R x{0}) est un sous-groupe fermé
de Rx{0}: soit donc & I’unique élément de [0, oo] tel que HN(Rx{0}) = (1/a)Z x{0}.
De plus w(H) est un sous-groupe de Z: soit donc n 1’'unique élément de N tel que
n(H)=nZ.

Sin=0,alors H = Gé, oll nous notons

— 71
= Z(y,0).
Si n > 0, plusieurs cas sont a distinguer.

e Sia=0,alors 7~ (n)NH = {(y,n)}, pour un unique y € R. Alors H = G{,’n,
ol nous notons
G{,{n = Z(y,n).
e Si0<a<oo,alors 771 (n)N H = {((B+ p)/a,n), p € Z}, pour un unique
B eR/Z. Alors H = Gz ol nous notons

a,B.n>
Gl =L(5.0) + Z(5.n).
e Sia=o0,alors 771 (n)N H =R x {n}. Alors H = GV, ol nous notons
GY =R xnZ.

Proposition 2.1 L’ensemble S(R x Z) des sous-groupes fermés de R x Z est réunion
disjointe des familles

{Gé = Z(é,()) ta €]0, oo]}
{G)I,I,n =Z(y,n):yeR,ne N\{O}}
(Gl =Z(L,0)+ Z(E n) -« €]0,00[, B € R/Z,n € N\{0})
{GIY =R xnZ:neN\{0}}.
De plus, le paramétrage de chacune de ces familles est bijectif.
Démonstration Ceci découle de la définition et de 1’unicité des parameétres o, n, ,g

(sin>0etae]0,00[)ety (si m>0eta=0),pourun sous-groupe de R x Z fermé
H donné. O
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Considérons la partition de S(R x Z) en trois sous-espaces:

(D

2)

3)

Le sous-espace S’ des sous-groupes fermés de R x Z dont la projection sur Z
est {0}, sauf {0}. Ses éléments sont les sous-groupes G, pour a €]0, oc].

Le sous-espace S’ des sous-groupes fermés de R x Z qui sont cycliques infinis
et ont une projection sur Z différente de {0}, ainsi que le sous-groupe {0}. Ses
éléments sont les sous-groupes G{,{n, pour y € R et n € N\{0}, et {0}.

Le sous-espace S des sous-groupes fermés de R x Z isomorphes a Z2 ou a

R x Z. Ses élements sont les sous-groupes G’z ,, pour a €10, oo, BeR/Z

et n € N\{0}, ainsi que les sous-groupes GV, pour n € N\{0}. Notons S/ le
sous-espace correspondant a une valeur n € N\ {0} fixée, ¢’est-a-dire la réunion

des Gz pour o €]0,00[ et B € R/Z, et de GlV.

a,B.n’

Nous allons décrire la topologie de chacun de ces sous-espaces S’, S” et S, Puis
nous allons décrire comment ces espaces se recollent pour former 1’espace S(R x Z).

2.2 Le sous-espace S’

Proposition 2.2 L’application ¥': 10, 00] — S définie par o — Z(1/a,0) est un
homéomorphisme.

Démonstration Remarquons que I’application ¥ est la composée de 1’homéomorph-
isme ¢R: [0,00] - S(R) et de ’application Sx(i): S(R) - S(R x Z). Or le mor-
phisme i est un plongement d’image fermée de R x Z, donc d’apres la Proposition
1.3, I'application S (i) est un plongement, d’image S'. ]

Remarquons que 1’adhérence de S’ dans S est égale & S’ U {{0}}.

2.3 Le sous-espace S

Considérons 1’espace topologique des anneaux Hawaiens

A= | 4,

ou A, désigne le cercle dans la droite complexe C de centre 1/n et de rayon 1/n
(voir la Figure 1). Considérons la bijection y//: 4 — S définie par

LA+ #£0> Gl ouneN\{0}et e]-5 5,
0~ {0}.
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9)

FIGURE 1: L’espace des “anneaux Hawaiens” A

L application ¥/ admet pour inverse 1’application (y//)~1:S" — A définie par

Galxl,n = ,l,(l +e2tactanyy - onp e N\{0} et y €R,
{0} — 0.

Proposition 2.3 La bijection ¥ est un homéomorphisme.

Démonstration Comme 1’espace de départ est compact métrisable et que 1’espace
d’arrivée est métrisable, il suffit de montrer que 1’application ¥/ est séquentiellement
continue.

Montrons que, pour tout 7 € N\{0} et 8 € |—m/2, /2[, I'application ¥ est continue
en z = (1/n)(1 + ¢21%) . Soit (zx)ren une suite de A convergeant vers z. Alors,
a partir d’un certain rang, le point zj s’écrit (1/n)(1 + ¢2i%), ou de plus la suite
(Ox)ken converge vers 6. Montrons que la suite (¥ (zx))ren converge vers ¥//(z).
Le générateur (tan @, n) de ¥'/(z) est limite de la suite (tan 0y, n)gen d’élements de
(Y (zk))ken - Réciproquement, supposons qu’une suite (py tan 0y, pxn)xep d’éle-
ments de (¥ (zx))xep converge vers (x,m), ou P désigne une partie infinie de N
et ol py € Z pour tout k € P. Alors py = p est constant a partir d’un certain, donc
(x,m) = p(tan,n) € Y (z).

Montrons que ¥/ est continue en 0. Soit (zx = (1/ng)(1 + %)) cn une suite
de A convergeant vers 0. Si la suite (n)ren tend vers 400, il est clair que la suite
de sous-groupes (Y (zx))ren converge vers {0} = ¥/(0). Sinon, quitte A extraire,
on peut supposer que la suite (6% )ren tend vers /2, et dans ce cas il est également
clair que la suite de sous-groupes (V/(zx))xen converge vers {0} = ¥//(0). ad
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Remarquons que par compacité de I’espace des anneaux Hawaiens A, son image S
par ' est compacte.

2.4 Les sous-espaces S-!

Notons D I’écrasement {(«, B), @ €]0, 0], B € R/Z}/{{o0} x R/Z), muni de la topo-
logie quotient de la topologie usuelle sur |0, co] x R/Z: ’espace D est homéomorphe
a un disque ouvert (on notera indifféremment un point de ]0, oo] x R/Z et son image
dans D).

Proposition 2.4 Pour tout n € N\{0}, I'application yI': D — SI définie par

I

(@ f) {G“’/”"

G,11V sioe = 00

sio < 00,

est un homéomorphisme.

Démonstration L application ¥/ est bijective d’apres la Proposition 2.1. Les es-

paces D et SH étant localement compacts et métrisables, montrons que ¥/ es

séquentiellement continue et séquentiellement propre. On en déduira que I’ apphcatlon
I et continue, bijective et propre, donc un homéomorphisme.

Soit ¢ = (o, B) € D tel que o # 00. Soit (di)ken = (k. Br)ken une suite de D
convergeant vers d, ce qui signifie que la suite (% )xeN converge vers « et que la suite
(Bx)ken converge vers 8. Alors les deux générateurs (1/c,0) et (8/a, n) du groupe

Vl(d) sont les limites des suites (1/ay,0)ren €t (Bx/ok,n) de (W (di))ken
respectivement. Réciproquement, soit P une partie infinie de N et ((pr + qxBr) /%,
qxn)kep une suite de (Y2 (dy))rep convergeant vers (x,m). Alors g = g est
constant a partir d’un certain rang, et donc py = p également. En conclusion, 1’élément
(x,m) = ((p + ¢qB)/a, qn) appartient a2 ¥ (d). On a donc montré que la suite de
sous-groupes (Y (dy))xen convergeait vers ¥(d).

Soit d = (00, 0) le “centre” du disque D. Soit (d)ren = (. Br)ken une suite
de D convergeant vers d, ce qui signifie que la suite (otx )ren tend vers oo. Supposons
que oy # oo pour tout k € N. Choisissons des représentants S de By bornés. Soit
(x,qn) € ¥ (d), ot x € R et ¢ € Z. Alors la suite ((E(xag) + gBk)/, qn)gen
d’éléments de (Y2 (dy))ren converge vers (x,gn). Puisque ¥ (dy) C yi(c)
pour tout k € N, on en déduit que la suite de sous-groupes (V2/(dy))ren converge
vers Y1(d).

Ainsi I’application %1111 est continue.
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Soit (di)ken = (k. Br)ken une suite sortant de tout compact de D . Montrons par
1’absurde que la suite (¥ (dy))xen sort de tout compact de SI: supposons quitte
a extraire que cette suite converge vers un sous-groupe H € SM Alors par continuité de
Iapplication ¢pg ' 0S* (i), on en déduit que la suite (g = ¢pr o S* () (Y (di)))ken
converge Vers oo = ¢r_ L 0 S*(i)(H) €10, 00]. Or le sous-espace {& = aoo/2} du
disque D est un disque fermé donc est compact. Ceci est une contradiction avec le fait
que la suite (dg)xen sort de tout compact: ainsi la suite (¥ (dy))xen sort de tout
compact de S? | et I’application SI est donc propre. O

Remarquons que pour tout 7 € N\ {0} les sous-espaces S/ sont ouverts: en effet, ce
sont les images réciproques par 7x: S(R x Z) — S(Z) des ouverts {nZ}.

3 Une compactification du disque

Nous allons définir une compactification du disque ouvert D (défini dans la Section
2.4) en un disque fermé plus fine que la compactification usuelle: il s’agit d’éclater
chaque point rationnel du bord usuel de D en le remplacant par un petit arc de cercle.
Cette méthode est inspirée des travaux de Denjoy consistant a éclater le cercle le long
de I’orbite d’une rotation irrationnelle. On peut aussi y penser du point de vue des
éclatements en géométrie algébrique o, informellement, on remplace chaque point
rationnel du cercle par un demi-espace de demi-droites, au lieu de remplacer par une
droite projective.

Proposition 3.1 II existe un plongement p du disque ouvert D dans un disque
fermé D, d’image I'intérieur de D, et il existe une famille d’arcs de cercles deux a
deux disjoints (17)zeq,/z inclus dans 3D, dont I’ordre cyclique est donné par Q/Z, et
des homéomorphismes f3: [—00, oo] — I, tels que pour toutes suites réelles (0tp)peN
et (Bn)neN Vvérifiant:

(1) Ila suite (an)peN est strictement positive et converge vers 0,
(2) la suite (Bn)neN converge vers f € Q,

(3) lasuite ((Bn — B)/on)neN converge vers x € [—00, 00],
alors la suite (p(ctn, Br))neN converge vers fE(x) € IB eD.

Démonstration Considérons le modele du demi-plan de Poincaré pour le plan hyper-
bolique réel H?: son bord dH? est naturellement identifié 3 R U {oo}. Considérons le
réseau arithmétique I' = PSL(2, Z) dans le groupe des isométries préservant 1’orienta-
tion PSL(2, R) de H?, et appelons M la surface modulaire M = I'\H?.

Algebraic & Geometric Topology, Volume 10 (2010)



L’espace des sous-groupes fermés de R x 7. 1405

Considérons un voisinage de Margulis V' de la pointe de M (voir par exemple Buser et
Karcher [4]). Son image réciproque par le revétement ramifié H? — M est une réunion
invariante par I' d’horoboules ouvertes N, centrée en ¢ € Q U {oo} C 9H?2, pour tout
rationnel ¢ € Q U {oo}, d’adhérences deux a deux disjointes. Notons £ = M\ V', qui
est un orbifold a bord. Il admet comme domaine fondamental le quadrilatere Q, qui
est le domaine fondamental usuel de I' privé de ’horoboule N, (voir la Figure 2).
Appelons a, b, ¢ et d les quatre cotés de Q: a est un arc de la géodésique joignant
—1let1, b (resp. d) est un arc de géodésique joignant —1/2 (resp. 1/2) & oo et ¢ est
un arc d’horocycle centré en co.

Soient 7" et S les isométries du plan hyperbolique 7: z+—>z+ 1 et S: z+> —1/z: 1l
est bien connu (voir par exemple Serre [15]) que le réseau I' = PSL(2, Z) est engendré
par S et T.

Neo

L : -N M
—1/2 N, 1/2 O
(@) O (@) @ (@) O (@) ;

N_
~1 —1/2 0 1/2 I
< =7z >

FIGURE 2: Le domaine fondamental Q de I’orbifold £

Considérons un quadrilatere hyperbolique convexe compact Q’, dont les cotés a’, b, ¢’
et d’ sont géodésiques, tel que les angles entre @’ et b’ et entre d’ et a’ valent 7/3, et
tel que les angles entre b’ et ¢’ et entre ¢’ et d’ valent r/2: voir la Figure 3. Soit 7" la
translation hyperbolique d’axe la géodésique portant ¢’ qui envoie la géodésique portée
par le coté b’ sur la géodésique portée par le coté d’, et soit S’ la rotation d’angle
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autour du milieu du segment «’. Soit I'" C PSL(2, R) le sous-groupe engendré par S’
et 7.

» »
> < > <

1 J 1

FIGURE 3: Le domaine fondamental Q' de 1’orbifold E’

Considérons 1’orbifold hyperbolique a bord E’, obtenu comme quotient de la surface
hyperbolique a bord I''-Q’ par le groupe I'”. Il est clair qu’il existe un homéomorphisme
du quadrilatere Q sur le quadrilatere Q’, qui envoie respectivement les cotés a, b,
c et d surles cotés @', b’, ¢’ et d’. Cet homéomorphisme passe au quotient en un
isomorphisme entre les orbifolds topologiques a bord E et E’, qui définit donc un
isomorphisme des groupes fondamentaux orbifolds 6: I' ~ I"". Par construction de
I’homéomorphisme entre E et E’, 'isomorphisme 6 envoie 7" sur 7”7 et S sur S’. 11
existe ainsi un homéomorphisme 7 entre les revétements orbifolds universels Eet E
de E et E’ respectivement, qui est de plus 6 -équivariant.

Or E = H2\ UgeQuioo} Ng et E=T'-0=H? UgeQuioo} Ny > 0l N, est un demi-
espace ouvert de H? pour tout ¢ € Q U {oo} (voir la Figure 3). Quitte a réindexer les
demi-espaces (Nq,)quuOo, on peut supposer que I’homéomorphisme 7 envoie pour
tout ¢ € Q U {oo} I'horocycle 0N, sur la géodésique BNq/.

Nous allons prolonger I"’homéomorphisme 7 en un homéomorphisme de H? sur H?Z.

Fixons ¢ € QU{oo}. L’application 7 est déja définie sur I’horocercle dN, , prolongeons-
lade N4 sur N, q/: soit z € Ny, et soit 2z’ le point de la géodésique Ny situé sur la droite
euclidienne passant par g et z (lorsque ¢ = 0o, on considere la droite “verticale” passant
par f'): voir la Figure 4. Ainsi 7(z’) est un point de ’horocercle aNé: considérons le
rayon géodésique y issu de 7(z'), orthogonal a I N, et inclus dans N,. Définissons
1n(z) comme le point de y a distance dy2(z,z") de n(z’).

Nous avons donc défini un homéomorphisme 7 de H? sur H? qui, par construction,
est de plus (7, T')-équivariant: en effet T préserve la distance hyperbolique et les
droites euclidiennes, et 7’ préserve la distance hyperbolique et les géodésiques.
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FIGURE 4: Le prolongement de I’homéomorphisme n de N, sur Nq/

Le quotient de H? par le sous-groupe (7') engendré par I’isométrie parabolique
T s’identifie au disque épointé D\{oco}, par I’application z — (Im(z), Re(z)). Les
deux composantes connexes du bord a I’infini de la surface (7')\H? s’identifient
naturellement a {oo} et R/Z. Le disque D est alors naturellement homéomorphe a
(T)\(H? U {oo}): nous identifierons ces deux espaces.

De méme, le quotient de H? par le sous-groupe (7”) engendré par la translation hyper-
bolique 7" est homéomorphe & un anneau ouvert. Un domaine fondamental dans H?
pour ’action de 7" est donné par le domaine compris entre les deux géodésiques
portant les cotés b’ et d’. Notons I, = Vé N 0H? le bord du demi-espace Ny: cest
un arc du cercle dH?. Les deux composantes connexes du bord a I’infini de la surface
(T"Y\H? s’identifient alors  deux cercles, qui sont les quotients de deux arcs de cercle
ouverts / et J de 0H? par I’action de 7": ce sont les deux arcs de cercle délimités par
les extrémités de I’axe de translation de 7’. L’arc I est 'intérieur de I’arc fermé I/,
et I’arc J contient tous les [ é, pour ¢ € Q (voir la Figure 3).

Appelons D I’écrasement de 1’image de I dans I’anneau fermé (77)\(H2 U I U J):
I’espace D est homéomorphe 2 un disque fermé, dont I’intérieur s’identifie a I’image

e (T')\(H? U I'). Lhoméomorphisme (7, T’)-équivariant n: H? — H? passe au
quotient en un homéomorphisme p: (T)\H? — (T')\H?. Cet homéomorphisme
se prolonge naturellement & D en définissant p({oc}) comme I'image de / dans
I’écrasement D. On obtient ainsi un plongement p: D — D, d’image I’ intérieur de D.
Pour tout g € Q, notons I, I’arc de cercle image homéomorphe de 7, é dans D

Il reste a vérifier que le plongement p vérifie la propriété souhaitée: soient (&ty)neN
et (Bn)nen Vérifiant les trois conditions de I’énoncé de la proposition. Alors le point
Zn = Bn + iy € H? converge vers le point 4 ’infini B € Q, donc appartient a partir
d’un certain rang a I’horoboule Ng.
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Soit z;, le point de la géodésique dNg situé sur la droite euclidienne &, passant par f et
zn. Ainsi 1(z},) est un point de I’horocycle N Ié: considérons le rayon géodésique y,
issu de 7(z,,), orthogonal & IN /f/i et inclus dans N ﬁf Par définition, n(zy) est le point
de y, adistance dy2(zy, z;,) de n(z;).

Par la troisieme hypothese, la droite euclidienne §, converge vers la droite 8o, passant
par f, qui fait un angle orienté cotan x avec I’axe réel: soit z/ la limite de la suite
(z,)nen, c’est Iintersection de la droite 8o avec I’horocycle dNg. Alors le rayon
géodésique y, converge vers le rayon géodésique yoo passant par 1(zl,), orthogonal
a la géodésique dN /é et inclus dans N /5’3

Par ailleurs, la distance dyy2(z,, z),) tend vers oo par I’hypothese sur la suite (o¢y)neN
donc la suite (7(zy))nen converge vers I’extrémité a I’infini du rayon géodésique Yoo :
notons-la fg(x) € Ig, ou Ig désigne le bord a I'infini de N/;.

Cette construction fournit un homéomorphisme fg: [—00, 0] — Ig, et ce pour tout
rationnel B € Q. La construction étant (7, T”)-équivariante, on obtient au quotient des
homéomorphismes f7: [-00, 0o] — I3, pour tout ¢ € Q/Z.

Alors la suite (0((T') - zn))nen converge vers (T') - fg(x) = fE(x).

Enfin, I"homéomorphisme n~!: H? — H? induit au bord une surjection continue s de
H2 sur @, qui envoie chaque arc de cercle é sur le point ¢ € JH?. Lorsque 1’on
écrase chaque arc de cercle / (’1 en un point on obtient un cercle, et I’application s induit
un homéomorphisme de ce cercle sur le cercle dH?: par conséquent I’ordre cyclique
est préservé, donc les arcs de cercle ([, é)quUoo sont dans 1’ordre cyclique donné par
Q U oo. Puisque I’application 7" préserve encore cet ordre cyclique et stabilise 7/,
donc les arcs de cercle (I7)zeq,z sont dans I’ordre cyclique donné par Q/Z. O

4 Le recollement des sous-espaces de sous-groupes fermés

4.1 L’adhérence des disques S dans S(R x Z)
Pour tout n € N\{0}, définissons le lacet
gn: 0D — A
e {ﬁ(l + 2 aean®I @) iz e Iz (ou g = 4 € Q),

0 sinon.

Proposition 4.1 L’homéomorphisme y!': D — S prolongé a D par I"application
v!l o g, est une surjection continue de D sur I’adhérence SiI de S dans S(R x 7).
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Démonstration Soit (dy)ren = (. Bx)ken une suite de D convergeant dans D
vers fg(x) € Iz, ou g =a/b € Q et x € R. Montrons que la suite de sous-groupes
fermés (Y2 (dy))ken converge vers Y/l o g, (f7(x)).

On vérifie que ¥ o g, (f7(x)) = wH((l/(nb))(l + eziarc{a“(bx))) =Z-(bx,bn).De
plus, la suite (o )xen converge vers 0 et il existe des relevés (Bx)ken de (Bi)ken
convergeant vers ¢ et tels que la suite (8 —¢q)/0x)reN converge vers x.

Alors la suite ((hB —a)/og, bn)ren d’éléments de (Y1 (dy) = Sgli Br.n)keN con-
verge vers le générateur (bx, bn) du groupe ¥/ 0 g,( f7(x)). Par ailleurs, soient P une
partie infinie de N et des entiers s, 13 € Z tels que la suite ((sx + 1% Bx) /%, ) ke p
d’éléments de (¥ (dy))kep converge vers (y,m) € R x Z. Alors la suite #; est
constante égale a ¢ € Z a partir d’un certain rang, et la suite (s + 8z )recp converge
vers 0. Puisque la suite (B )rep converge vers ¢, la suite (s;)rep doit étre constante
a partir d’un certain rang, égale a s € Z tel que ¢ = —s/t. Ainsi il existe £ € Z tel que
t ={b et —s = {a. Ainsi, on en conclut que (y,m) = £(bx,bn) € Yy o g,(f7(x)).

n' (di))ken converge vers Y o g, (f7(x)).

Soit (dg)ken = (g, Bk)keN une suite de D convergeant dans D vers un point z € 3D
n’appartenant a aucun des intérieurs des Iz, pour ¢ € Q/Z. Montrons que la suite de
sous-groupes fermés (¥ (dy))xen converge vers ¥l o g,(z) = {0}.

On sait que la suite (ag)xen converge vers 0 et que la suite (Bg)xen 0’ admet aucune
valeur d’adhérence dans QQ/Z: quitte a extraire, on peut supposer qu’il existe des

relevés (Br)ren de (Bk)ken convergeant vers f € R\Q.

Soient P une partie infinie de N et des entiers sy, #; €Z tels que la suite ((sx+2% Br)/2k,
txn)kep d’éléments de (Y (dy))rep converge vers (y,m) € R x Z. Alors la suite
est constante égale a ¢ € Z a partir d’un certain rang, et la suite (sx + Br)kep
converge vers 0. Puisque la suite (8z)rep converge vers 8 # 0, la suite (sg)rep doit
étre constante a partir d’un certain rang. Puisque § est irrationnel, la seule possibilité
est 1 = s = 0. Ainsi, la suite de sous-groupes fermés (¥ (dy))xen converge vers

¥ o gu(z) = 10}. 0

Remarquons que la définition de g,(z) ne fait intervenir que le dénominateur 5 du
rationnel ¢ tel que z € I7. Ainsi le lacet g, effectue le tour du cercle 4, exactement 0
fois si n ne divise pas m, et ¢(m/n) si n divise m, ou ¢ désigne la fonction indicatrice
d’Euler. Par ailleurs, ces cercles sont parcourus dans 1’ordre de Q/Z.

Ainsi, la suite de sous-groupes fermés (i

4.2 L’accumulation des disques S sur S’

Pour tout n € N\{0}, soit D, une copie du disque fermé D, et notons D, C D, le
disque ouvert. Soit X la réunion des disques disjoints (Dy),eN\{o} S’accumulant sur
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leur rayon [0, oo]: formellement, munissons X = [0, oo]UL|pen\ o3 Dy, de la topologie
la moins fine induisant sur [0, co] la topologie usuelle, induisant sur |_|n€N\ o} Dy la
topologie réunion disjointe, et telle que les deux projections

P X — (L neN\{0jU{oc}} et prX — [0, o]
d € D, — % d € D, = ay(d)
def0,00] = 0 del0,00] — d
soient continues, ou o désigne 1’application
ap: Dy — [0, 00]
d=(a,f)eDpr>a
d €dD, 0.
Une base de voisinages d’un point o € [0, +00] dans X est donnée par les voisinages
pl_1 H)n pz_l(V), out U est un voisinage de « dans [0, +o00] et V' est un voisinage

de 0 dans {1/n,n € N\{0} U {oo}}, c’est-a-dire que ce sont des réunions d’anneaux
qui s’accumulent sur un intervalle.

De maniére plus visuelle, ’espace X est naturellement homéomorphe au sous-espace
de R3, réunion pour tout 7 € N\{0} U {+oo} des cones de sommet (1/n,0, 1) sur les
cercles (réduit & un point si n = +00) dans R? x {0} de centre (1/n,0,0) et de rayon
1/(n + 1)? (voir la Figure 5).

L’espace X est alors compact. Soit X 1’ouvert ]0, co] U Unenfoy Dn de X.
Définissons I’application
Yx: X >SMR X 7Z)
a €10, 00] — ¥l (a)
d € Dy ¥l (d).

Proposition 4.2 L’application {x est un plongement ouvert de X dans S(R x Z).

Démonstration L application ¥y est injective. Par ailleurs, pour tout n € N\{0},
I’application ¥ est un plongement, donc 1’application ¥y est un homéomorphisme
de I’ouvert Dy, sur ¥y (Dy). De plus, I’application ¥y est un homéomorphisme de

10, o] sur ¥rx (]0, oc]).

Montrons que I’application ¥y est continue sur ]0, 00]: soit (di)ren = (k. Bi)keN
une suite de UneN\{o} Dy, convergeant vers « € ]0, 0o]. Alors dy € Dy, , ou la suite
(nr)ren tend vers 400, et la suite (o )reny converge vers «. Il est alors clair que la
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suite de sous-groupes fermés (¥, (di))ken = (Z-(1/ag.,0) + Z - (B /ak . nk))keN

converge vers le sous-groupe fermé Z - (1/a, 0) = ¢/ (a).

Montrons que 1’application %?1 est continue sur ¥y (]0, oo]): soit (Hr = ¥x (dr))keN
une suite de WX(UneN\{o} D,) convergeant vers Yy () = (1/a)Z € ¥y (0, ).
Alors dj € 5,,,(, ou ny, € N\{0}. La projection w(Hy) = niZ du sous-groupe
fermé vy (dy) sur Z converge vers {0}, donc la suite (nj)ren tend vers +oo. Par
ailleurs, par continuité de I’application i*: S(R x Z) — S(R) (voir la Proposition
1.2), Iintersection (1/ax)Z = Hy N (R x{0}) = i*(Hy) converge vers (1/a)Z, donc
la suite (o )ren converge vers «. La suite (dy)ren converge donc vers o € ]0, 00]
dans X'.

On a donc montré que I’application {x réalisait un homéomorphisme sur son image
S(R x Z)\S". Puisque le sous-espace S’ est fermé, I'image de ¥y est ouverte. O

4.3 Le recollement final

La frontiere de X dans X est 0X = {0}U Un eN\{0} 9Dy, qui est une suite de cercles
disjoints s’accumulant sur un point. Considérons la surjection continue

g:0X - A
0—0
d € 3D, — gn(d).

Ceci permet de définir le recollement Xu ¢ ‘A, ainsi que I’application : Xu g A—
S(R x Z) par ¥|xy = ¥y et Y|4 = ¥ voir la Figure 5.

Théoreme 4.3 L’application Y est un homéomorphisme du recollement X U ¢ A sur
I’espace S(R X Z).

Démonstration D’apres les Propositions 4.2 et 2.3, 1’application 1 est une bijection,
continue sur I’ouvert X et en restriction a A.

Si z € A\{0}, alors il n’y a qu’un nombre fini d’entiers n € N\{0} tels que z € g,(d D),
donc I’application ¥ est continue en z. Si (X )reN est une suite dans X convergeant
vers 0 dans X U ¢ A, alors la projection de v (xg) sur {0} x Z converge vers {0}, et le
générateur 1/oy de ¥ (xz) N (R x{0}) tend vers I’infini, donc la suite de sous-groupes
fermés (¥ (xr))ren converge vers {0} = 1 (0).

Ainsi la bijection ¥ est continue de I’espace X U g A sur I'espace séparé S(R x Z).
Or les espaces X et A sont compacts donc normaux, donc d’aprés la proposition [10,
Proposition 3.4, page 145] le recollement X U ¢ A est normal, donc en particulier
séparé. De plus cet espace est image continue du compact X U A, donc est compact.
En conclusion, I’application i est un homéomorphisme. m|
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FIGURE 5: Le recollement X Ug A, homéomorphe a I’espace des sous-
groupes fermés de R x Z

5 Le groupe fondamental de I’espace S(R x Z)

Pour la description du groupe fondamental des anneaux Hawaiens, on se réferera
a Cannon et Conner [6] et de Smit [16]. Je tiens a remercier Yves de Cornulier
pour m’avoir indiqué ces articles et expliqué comment on pouvait décrire le groupe
fondamental de ’espace S(R x Z).

Choisissons 0 € A pour point base du groupe fondamental 771 (A). Pour tout n € N\ {0},
notons a, € w1 (A) la classe du lacet qui effectue une fois le tour du cercle 4, dans
le sens direct. Nous allons décrire les éléments de 7 (.A) par des mots infinis sur
I’alphabet {a,,n € N\{0}}.

Pour tout n € N\{0}, soit F;, le groupe libre sur I’alphabet fini {a1,...,a,}. Considé-
rons, pour tous 1 <z < m, le morphisme py ;. Fi — Fy trivial sur a,4q,...,am,m
et valant I’identité sur Fj,: ceci forme un systeme projectif. Soit I' le sous-groupe de
l(iLn F, constitué des mots infinis sur I’alphabet {a,,n € N\{0}}, tels que chaque lettre
apparait un nombre fini de fois.
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Pour tout n € N\{0}, soit A, =, _; 4m le bouquet des n premiers cercles de A.
La rétraction A — A, qui envoie tous les cercles A, sur {0}, pour m > n, définit un
morphisme de 771 (A) sur Fy,. Ceci permet de définit un morphisme n: 71 (A) — 1(£n Fy,
qui est un isomorphisme de 71 (A) sur I" (voir par exemple de Smit [16]).

On peut ainsi montrer de nombreuses propriétés sur le groupe des anneaux Hawaiens:
il est non dénombrable, tout sous-groupe de type fini est libre, mais il n’est pas libre
(voir par exemple [6, Theorem 2.5, page 234]).

Notons pour simplifier S = S(R x Z). Le plongement ¥//: A C S nous permet
d’identifier .4 a son image dans S. Pour tout entier m € N\{0}, ’image par 1’appli-
cation 1 de la classe d’homotopie du lacet g, est le mot infini n([gm]) = bm =
(bm,n)nen\(oy € ', olt 'on a noté

n
bmn = 1_[ Amn/pged(n,i)»

i=1

ou le produit est effectué dans I’ordre de i =1 a n.

Théoreme 5.1 Le morphisme naturel &: 71 (A) — m1(S) est surjectif et a pour noyau
le sous-groupe distingué N engendré par les ([gm])meN\ {0} -

Démonstration La surjectivité du morphisme £ est une conséquence immédiate du
fait que tout lacet dans S est homotope a un lacet dans A.

De plus, chaque lacet g, est homotope au lacet trivial dans S, donc le sous-groupe N
est inclus dans le noyau du morphisme &.

Considérons un lacet /: S! — A basé en 0, homotope au lacet trivial dans S. Montrons
que la classe [ f] de f dans mq(A) appartient a N . Puisque f est homotope au lacet
trivial, on peut prolonger f en une application continue F: D — S, ot D désigne le
disque fermé de rayon 1.

Notons C = {c,,n € N\{0}} I’ensemble des centres des disques D,. A homotopie
pres, on peut supposer que les points de F~!(C) sont isolés dans D. Par compacité
de D, on sait alors que F~!(C) est fini. Quitte & multiplier [ /] a droite par un nombre
fini de conjugués de g, on peut supposer que F~!(C) = &. Or S\C se rétracte par
déformation sur A, donc le lacet f est homotope au lacet trivial dans A.

On a donc montré que le noyau du morphisme & est exactement N . O

On a obtenu une description combinatoire du groupe fondamental de 1’espace des sous-
groupes fermés de R x Z: il est isomorphe au quotient du groupe I" par le sous-groupe
distingué M engendré par les (bm)meN\{o} -
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Théoreme 5.2 Le groupe 71(S) contient un sous-groupe isomorphe a 1(A). En
particulier, le groupe 11 (S) n’est pas dénombrable et n’est pas libre.

Démonstration Cela revient & montrer que le quotient I'/ M contient un sous-groupe
isomorphe a I'. Considérons le morphisme §: I' — I' défini par a, — ap, pour tout
n € N\{0}, ot p, désigne le n°™ nombre premier impair.

Le morphisme ¢ est injectif, montrons de plus que {(I") N M = {e}: soit x =
(Xn)nen\{o} € {(I') N M . Fixons un nombre premier impair p.

Le mot x appartient a M , donc pour tout entier m € N\{0}, on peut considérer y,, € Z
le nombre de conjugués des éléments b,# qui apparaissent dans 1’écriture de x (en
comptant —1 si c’est b;,,! qui apparait). Pour tout entier & € N\{0}, considérons le
nombre d’occurences de la lettre azikl . Puisque ka n’est pas premier, ce nombre doit
étre égal a 0. Par ailleurs pour tout k” € [[0, k]], dans chaque mot b,/ , la lettre a,x »
apparait avec multiplicité (p(Zk_k/), ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. On
en déduit, pour tout k € N\{0}, I’équation

k
>y K =o0.
k’=0

Ce qui donne 1’équation (Ey):

k—1
Z yzkaZk_k -1 + yzkp =0.
k’=0

On sait qu’il existe k¢ tel que pour k = ko nous avons y,x, = 0. Cela se ramene donc a
un systeme de ko équations linéaires (Ey )<k <k, €nles ko inconnues (y,« p)()gkgko_],
inversible car triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Ainsi on en déduit que y, =0,
ce qui implique que la lettre a, apparait avec multiplicité 0 dans I’écriture de x.

Ceci est vrai pour tout nombre premier impair 7, or x € {(I') donc le mot x ne s’écrit
qu’avec des lettres a telles que 7 soit un nombre premier impair. On en déduit que,
pour tout entier n € N\{0}, nous avons x, = e. Ainsi x = e.

Le morphisme injectif ¢ vérifie ¢(I') N M = {e}, donc il passe au quotient en un
morphisme injectif de I" dans I'/ M . |
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