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Einleitung. Ziel dieser Arbeit ist es, {iber einem diskreten Bewertungs-
ring R die k-Elemente von Exty(C, A) zu untersuchen, d.h. die Aquivalenz-

klassen von kurzen exakten Folgen 0—»A—(X—+B——+C———»0, bei denen die
Menge {VCB|V+Bia= B} ein minimales Element hat, ein sogenanntes
Komplement von Bi a in B. Es ist leicht zu sehen, daB, wenn C teilbar
ist, jedes Torsionselement in Ext}(C, A) ein «-Element ist. Fiir beliebiges
C ist das nicht mehr richtig, aber unter der Einschrinkung, daB A koatomar,
d. h. direkte Summe aus einem endlich erzeugten und einem beschrinkten
Modul ist, konnen wir die priizisen Bedingungen angeben :

Sarz A. Ist A koatomar, so sind fiir einen Modul C dquivalent :

(i) In Extk(C, A) ist jedes Torsionselement ein r-Element.

(i1) Die induzierte Abbildung n* : Ext%(C/Ra(C), A—Exty(C, A)

erhdlt k-Elemente.

(i) Falls p-Rang (T(C))<p-Rang (AT (A)), ist C koseparabel.

Die in (i) auftretende Verallgemeinerung der Teilbarkeit wurde von
Griffith in eingefithrt : Ein Modul C heil}t koseparabel, wenn es zu jedem
Untermodul U von C, mit C/U endlich erzeugt, ein U’ CU gibt, so da3 U’
direkter Summand in C ist und C/U immer noch endlich erzeugt. — Den
Extremfall, da Exty(C, A) nur aus x-Elementen besteht, kdnnen wir bei
vollstaindigem R sogar fiir jedes Paar (A, C) l6sen. Im unvollstindigen, uns
interessierenden Fall gilt :

Sarz B.  Ist R unvollstindig und A koatomar, so sind fiir einen Modul
C dquivalent :
(1) Extk(C, A) besteht nur aus k-Elementen.
(i) Falls p-Rang (T(C))<p-Rang (A|T(4)), ist ExtL(C/T(C), A)=0;
falls sogar p-Rang (T(C))<p-Rang (A/T(A))—1, muf zusitzlich
T(C) endlich erzeugt sein.
SchlieBlich hingt die Frage, wann es in Ext%(C, A) nur «-Elemente gibt,
eng mit dem Problem zusammen, wann ein Untermodul U von M geniigend



156 H. Zoschinger

viele Komplemente in M hat, d. h. zu jedem X mit X-+U=M gebe es ein
Komplement von U in M, das in X enthalten ist. Mit Hilfe von Satz B
erhalten wir im dritten Abschnitt das folgende Ergebnis:

Satz C. Ist MJU teilbar und ungleich Null, so sind dquivalent :

(i) U hat geniigend viele Komplemente in M.

(ii) U/D(U) und M/D(M) sind koatomar, und D(U) ist von der Form
KX (K/R)Y; falls R unvollstindig ist, muf3 zusdtzlich entweder
b=0 sein, oder b=1 und D(M)/D(U) torsionsvoll.

0. Bezeichnungen und Grundtatsachen. Stets ist R ein diskreter
Bewertungsring mit Quotientenkdrper K3 R und maximalem Ideal (p). Fiir
die Grundlagen iiber R-Moduln beziehen wir uns auf [4], iiber den R-Modul
Ext(C, A) und Kotorsionsmoduln auf [2], Kapitel IX. Es ist Ra(M)=Mp
und p-Rang (M)=dim (M/Ra (M)), H(M)= ﬂlMp”, D(M) der divisible Anteil
und T(M) der Torsionsuntermodul von M

Grundtatsachen iiber Komplemente finden sich in [7], tiber #-Elemente in
Ext (C, A) bei abelschen Gruppen in [8]. Ist V4+U=M, so heillt V schwaches
(starkes) Komplement von U in M, wenn VNU klein in M ist (wenn
VN U Kklein in V und direkter Summand in U ist). M heillt radikal-kom-
plementiert, wenn Ra (M) ein Komplement in M hat, und das ist nach ([7]
Abschnitt 3) dquivalent damit, daB “der” Basis-Untermodul von M koatomar
ist. In diesem Fall hat M in jeder Erweiterung MCN ein schwaches Kom-
plement, und ist zusitzlich entweder R vollstindig oder MCRa(N), so hat
M sogar ein Komplement in N. Weiter heillt M schwach-komplementiert,
wenn jeder Untermodul von M ein schwaches Komplement in M hat, und
es ist leicht zu sehen, dal das #quivalent damit ist, dal jeder Untermodul
von M radikal-komplementiert ist, d.h. M/T(M) von endlichem Rang,
D(T(M)) artinsch und T(M)/D(T(M)) beschrinkt ist.

B

Eine kurze exakte Folge E=O——+A—6—Y—>B~——>C——>O heiB3t ¢-exakt, wenn
Bi « ein schwaches Komplement in B hat. [E]€Exty(C, A) wird dann als
o-Element bezeichnet, und die Menge aller o¢-Elemente mit Ext:(C, A).
Besteht Extk(C, A) nur aus ¢-Elementen, so sagen wir auch, Exty(C, A) sei

o-voll. Natiirlich sollen die entsprechenden Vereinbarungen fiir x-Elemente
gelten.

1. Erhaltung und Reflexion von k-Elementen. Die Bedingung
T(Ext,(C, A)) CExt%(C, Ay. Fiir das Studium der o¢-und #-Elemente von
Extk(C, A) ist es vor allem wichtig, ihr Verhalten bei den induzierten Ab-
bildungen fy: Extk:(C, A—ExtL(C, A’) und g*: Exty(C, A)—Ext:(C, 4)
zu kennen. Die folgenden drei Lemmata werden im weiteren stindig bentitzt:
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Lemma 1.1.
I) Seien f: A—A wund C beliebig, fy: ExtL(C, A—Exty(C, A).
Dann gilt -
(a) fy erhdlt sowohl o- als auch k-Elemente.
(b) Ist f ein zerfallender Epimorphismus, so ist fyx sowohl auf den
o-Elementen als auch auf den r-Elementen surjektiv.
II) Seien g: C—C und A beliebig, g*: Exth(C, A)— Extk(C, A).
Dann gilt .
(a) g* erhdlt o-Elemente.
(b) Ist g ein Monomorphismus, so ist g* sowohl auf den g-Elementen
als auch auf den k-Elementen surjektiv.

Bewekis. I) Beide Punkte gelten sogar iiber beliebigen Ringen, denn in
(a) hat man das Diagramm

(94
0 A B .C 0
T
0 AL B C 0

mit V+Bi a=B, so daB3 f/(V)+Bi « =B und f/(V)NBi  =f" (VN Bia) ist;

war nun V ein (schwaches) Komplement von Bia in B, so ist (V) ein

(schwaches) Komplement von Bia' in B'. — Damit ist auch (b) klar, denn

aus fs=1, folgt fysy=1, und sy erhdlt nach eben ¢- und k-Elemente.
II) Bei (a) hat man das Diagramm

0 A »B' p C 0
q g
0 - A »B P C 0,

und aus V+Ke g=B folgt mit W=¢'~{(V), daB W+Ke §/ =B und WNKe g
=VNKepist. War nun VN Ke}p klein in B, so braucht zwar WNKe f
nicht klein in B’ zu sein, aber es ist immerhin koatomar, so da} doch Ke g

ein schwaches Komplement in B’ hat. — Bei (b) geht man wie in ([8]

Lemma 3.2) vor: Hat man E’:OM%A——»B'—E%C'—-»O mit W+4Ke g =58,
so betrachte man A,=WNKe g und
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ﬁ’ [ W v 1 g. 1 /4
Eo = O—'—"AO (- W—'—_’C —0 EXtR (C, Ao)‘__)EXtR (C ’ Ao)

f§ N " ’ f*J Jfo
y y ' ﬁ' 4 1 (O g* 1 ’
E=0—A—B—"5C——0 Exty(C, A) ——Ext,(C', A).

Weil ¢ surjektiv ist, gibt es ein x&Exty(C, Ay mit ¢*(x)=[E]: War nun
W ein Komplement von Ke g/ in B, d. h. A, klein in W, so ist notwendig
zE€ExtL(C, Ay)*; war aber W nur schwach, so ist immerhin A, koatomar,
also Exty(C, A,) o-voll, also x ein ¢-Element. Nach (Ia) ist dann fy(x) ein
k-bzw. ¢-Element von ExthL(C, A) mit ¢*(fx(x))=[F'].

BEMERKUNGEN. In (Ib) kann man auf das Zerfallen nicht verzichten.
Zum Beispiel ist fiir beliebiges A und halbeinfaches C die induzierte Abbildung
vy + Exth(C, A—Ext:(C, A/Ra(A)) ein Isomorphismus, der nur dann auf
den g-Elementen surjektiv ist, wenn Exty(C, A) ¢-voll ist (hier ist auBlerdem
o=k). — In (Ila) braucht ¢* nicht s-Elemente zu erhalten. Wir haben im
Anhang zu [9] gezeigt, daB fiir einen Modul A &4quivalent sind: (i) v*:
ExtL(K/R, A—Ext; (K, A) erhilt x-Elemente. (ii) Fiir jedes ¢g: C'—C
erhilt g* : ExtL(C, A)—ExtL(C’, A) k-Elemente. (iii) A ist die Summe seiner
Kotorsions-Untermoduln.

LemMa 1.2. Sei U ein Untermodul von M und v: M— MU die
kanonische Abbildung. Dann gilt:

(a) Ist U/TU) neat in M|T(U), so erhdlt v*: Extx(M/U, A—Ext}

(M, A) k-Elemente.
(b) Ist MJU endlich erzeugt und n=p-Rang (MJU), so sind dquivalent :
(i) v*: Exth(M/U, R")—ExtL(M, R*) erhdlt k-Elemente.
(i) Es gibt ein U CU, so daf8 U neat in M ist und MJU" immer
noch endlich erzeugt.

BeEwEeis. (a) Wegen der Zerlegung v=M—M/T(U)— M/U kbnnen
wir gleich annehmen, daB} entweder U neat in M oder U torsionsvoll ist.
Im 1. Fall ist v in der Sprechweise von [8] ein “koneat-Epimorphismus”,
so daB} der dortige Satz 2.3 (der fiir Moduln iiber beliebigen Dedekindringen
gilt) die Behauptung liefert. Im 2. Fall hat man

0 A B M0
0 A Bt Mu——0

sowie ein Komplement V von Ke 8in B. Mit W=y"4V) folgt W+Ke § =
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B sowie WNKepg cRa(W)+Key, worin WNKe g =VNKep koatomar
ist und Ke v =U torsionsvoll. Nach ([9] Hilfssatz 1. 3) hat daher WNKe g
ein Komplement in W, das dann auch ein Komplement von Ke 8/ in B’ ist.

(b) (i—i) Aus der Voraussetzung tiber M/U folgt, da3 es eine exakte

Folge O—»R"—HR”LM/U—J) gibt, und weil v* k-Elemente erhilt, hat
man im Faserprodukt

B P M
Y Y
R™ P MU

ein Komplement W von Ke § in B'. Der wesentliche Epimorphismus g|W:
W—M zeigt, dal} nicht nur WNKey direkter Summand in W ist, sondern
auch U =g (WNKev) neat in M, und klar ist M/U" als Faktor von W/Wn
Key endlich erzeugt. (ii—i) Statt R* kann man sogar jeden Modul A neh-
men, denn in der Faktorisierung

k
Extl (MU, A)—— Extl, (M, A)
A
/
Ny / p*

Extx (MU, A)

besteht Bi g* nach (a) nur aus x-Elementen. (Zusatz: Hat man U’ wie in
(i), so besitzt die Menge {U CYCU|Y neat in M} ein maximales Element
U’, und dann ist nicht nur U’ neat in M, sondern auch U/U” cRa (M/U"),
d.h. U/U" klein in M/U"))

LemMa 1.3. Sei U ein Untermodul von M und v: M— MU die

kanonische Abbildung. Dann gilt :

(a) Ist U radikal-komplementiert, so reflektiert v*: Extp(M/U, A—
Extp(M, A) o-Elemente, d. h. aus v*(x) € Extih(M, Ay folgt x&
ExtyL(M/U, A).

(b) Ist U radikal-komplementiert und zusdtzlich UC Ra (M), so re-
flektiert v* k-Elemente.

BeEweis. In beiden Fillen hat man dasselbe Diagramm wie im Beweis
von (1.2, a), in dem jetzt W ein (schwaches) Komplement von Ke §' in B
sel. Mit V=y (W) folgt V+Ke =B, aber auch VN Ke g radikal-komple-
mentiert, denn der Kokern der induzierten Abbildung WNKe f—V N Ke g
ist als Faktormodul von Key =U radikal-komplementiert. Im Fall (a) sind
wir schon fertig, denn jedes schwache Komplement von VN Kef in V ist
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auch ein schwaches Komplement ven Ke 8 in B; im Fall (b) liefert die
Zusatzbedingung an U, daB auch VN Ke gCRa(V) ist, und wieder folgt die
Behauptung.

FoLGerUNG 1. In jedem Exty(C, A) bilden die g-Elemente einen reinen
Untermodul.

FoLGERUNG 2. Ist T(C) teilbar, so gilt Exty(C, AN D(Ext%(C, A))=0.

FoLgeErUNG 3. Ist C teilbar und xp ein k-Element in Exty(C, A), so
ist auch x ein k-Element.

Beweis. Die beiden letzten Folgerungen ergeben sich unmittelbar aus
(b), so daB} nur noch die erste zu zeigen bleibt. Dal} Extz(C, A)° ein Unter-
modul ist, folgt aus (1.1), denn fiir [E,] und [E,] aus Extp(C, A) ist be-
kanntlich [E]+[E,)]=[V(E;X E;) 4]. Zur Reinheit sei nun zreExt:(C, A),
mit 70 :

Die Zerlegung C——r—->C liefert ExtL(C, A) i ExtL(C, A)
A AN /!
(/AN Ny /g*
Cr ExtL(Cr, A) ,

worin ¢* nach (a) o-Elemente reflektiert. Zu c*(x)EExty(Cr, A)° gibt es
nach (1.1, IIb) ein y€Ext;(C, A)° mit *(y)=c*(z), so da} insbesondere yr=
xr gilt wie gewiinscht.

Satz 1.4. Sei n=0. Dann sind fiir einen Modul C dquivalent :

(i) =*: Extih(C/Ra(C), R)—Exty(C, R") erhdlt r-Elemente.

(i) T(Extk(C, R"))CExty(C, R")".

(i) Jeder endlich erzeugte Untermodul C, von C, mit p-Rang (C)=<n,

hat geniigend viele Komplemente in C.

(iv) Falls p-Rang (T(C))<n, ist C koseparabel.

BEwEls. (ili—ii) Fiir beliebiges C zeigen wir zuerst: Ist x&T(Exty
(C, R™)), so gibt es einen Untermodul U von C, so dafl C/U endlich erzeugt

*
vom p-Rang<n ist und z&Bi (Exth(C/U, R~ —Ext}(C, RY). Zum Beweis
B

sei z reprisentiert durch 0— A— B—(C—0 (A= R"), und Torsionselement
bedeutet dann die Existenz eines Zwischenmoduls AC XC B, so dall A direk-
ter Summand in X ist und B/X beschrinkt. Zu A@X =X wihle man
in der Menge {X’CYCB|ANY=0} ein maximales Element Y’, und der
wesentliche Monomorphismus A—B/Y’ zeigt, dal B/Y’ torsionsfrei vom
p-Rang<n ist, also B/A@Y’ endlich erzeugt vom p-Rang <n. Damit leistet

U=8(Y") das Gewiinschte, denn [0—A-—B/Y’ f C/U-—0] wird durch v*
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auf x abgebildet. — Bleibt zu zeigen, dal x ein #-Element ist, wenn C die
Bedingung (iii) erfiillt: Ist C; ein Komplement von U in C, so ist auch C,
endlich erzeugt vom p-Rang <n, hat also nach Voraussetzung ein Komplement
U in C, mit U cU. Damit besteht Biv* nach (1.2, b) nur aus #-Elementen,
und wir sind fertig.

Klar ist (ii—i), weil Bi #* nur aus Torsionselementen besteht.

(i—iv) Weil Exty(C/D(C), R?")— Exty(C, R*) nach (1.3,b) x-Elemente
reflektiert, erhilt auch Exty(C/Ra(C), R")— Exty(C/D(C), R*) k-Elemente.
AuBerdem ist p-Rang (7' (C/D(C)))=p-Rang (T(C)), und C genau dann kose-
parabel, wenn es C/D(C) ist. Wir kénnen also von vorneherein C reduziert
annehmen, sowie p-Rang (T(C))<n. Zur Koseparabilitit von C geniigt es
nach ([9] Satz 2.1) zu zeigen, daB in C/T(C) jeder maximale Untermodul
X/T(C) ein starkes Komplement hat, und dazu sei jetzt C/T(C) ein Kom-
plement von X/T(C) in C/T(C): Klar ist C/T(C)=R, also C, endlich
erzeugt vom p-Rang<n, auBlerdem C,+X=C mit XDRa(C). Wihlt man
eine Zerlegung (C,+Ra (C))/Ra (C)YPU/Ra (C)=C/Ra (C), mit Ra (C)cUCX,
so ist U ein schwaches Komplement von C, in C, und C/U halbeinfach
vom p-Rang<n. Das Diagramm

Exty(C/Ra (C), R™) - Exty (C, R™)
AN /!
N\ /¥
Ext:(C/U, R")

zeigt nun, dal3 v* k-Elemente erhilt, es also nach dem Zusatz in (1.2, b)
ein U’ cU gibt mit U’ neat in C, U/U’ klein in C/U”. Damit ist U’
sogar ein Komplement von C,in C, so daBl mit X'=U"+ T(C) folgt Co/T(C)PD
X/|T(C)=C/T(C) wie verlangt.

(iv—iii) Das wurde in ([9] Folgerung 3.2 bzw. Folgerung 2. 3) gezeigt.

Fiir jeden koatomaren Modul A gilt, dall A/T(A)=R" ist fiir ein n>0,
und daB die induzierte Abbildung Ext%(C, A)—Exty(C, A/T(A)) k-Elemente

reflektiert. Damit 14Bt sich der Satz ein wenig verallgemeinern :

FoLGERUNG. Ist A koatomar, so sind fiir einen Modul C dquivalent :
(a) 7* : Exth(C/Ra (C), A—Exty(C, A) erhdlt x-Elemente. (b) T(Exty(C, 4)) -
CExtL(C, AF. (c) Falls p-Rang (T'(C))<p-Rang (A|T(A)), ist C koseparabel.

BEMERKUNG. Man kann auch einen direkten Beweis fiir (iv—1ii) geben :
In (2.4) werden wir sehen, daBl Extk(C, R*) im Fall p-Rang (T (C))>n sogar
k-voll ist, also gewil3 (ii) erfiillt ist. Die andere Moglichkeit, dal C koseparabel
ist, bedeutet aber T(Extk(C/T(C), R*))=0, und ohne viel Miihe 148t sich fiir
ein beliebiges Paar (A, C) zeigen : Ist p-Rang (T(C))< &, und Ext%(C/T(C), A)
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torsionsfrei, so ist jedes Torsionselement in Exth(C, A) ein x-Element.

2. Die Bedingung Extk(C, A=Ext,(C, A). Fiir den Fall, dal p-
Rang (A)<1 ist, konnen wir nicht nur sagen, wann Exty(C, A) k-voll ist,
sondern sogar eine vollstindige Kennzeichnung der #-Elemente von Extl
(C, A) angeben — und zwar ganz im Sinne von ([8] Theorem 5. 2) mit Hilfe
des Tiefenbegriffes: Zu x& M heile t¥(x) =inf {{&N| es gibt ein y& M\
Ra (M) mit x=yp*} die Tiefe von xin M. Wie in ([8] Satz 4. 3 bzw. Lemma
4.2) zeigt man, dal #”(x)=min (h*(x), £*(0)) ist, und dal} #*(0)<n #quivalent
damit ist, dal M einen direkten Summanden der Form R/(p°) enthdlt mit
1<e<n. Falls also T(M) teilbar sein sollte, stimmt die Tiefe von x mit
der Hohe von z in M iiberein.

LemMa 2.1. Sei p-Rang (A)<1 und C beliebig. Dann gilt :

(a) Exth(C, AF={xeExti(C, A)] =0 oder t**(x)< oo}.

(b) Ist T(C)=%0, so ist jedes Element von Extyh(C, A) Summe von zwei

k-Elementen.

(c) T(Exty(C, A)CExth(C, A& Falls T(C) teilbar, ist Exty(C/T(C), A)

torsionsfrei.

(d) Exty(C, A) s-voll>Falls T(C) teilbar, ist Exty(C/T(C), A)=0.

BEwEIls. (a) Sei z=[0—A a*B (C—0] ein von Null verschiedenes
k-Element. Wir zeigen sogar bei beliebigem A, dal} #(x)<<oco sein muB3:
Klar ist 7(C)#+0 und A nicht teilbar, also nach ([8] Satz 4.8) rExt(0)=
min (¢4(0), t°(0)). Wire nun ¢(x)=oco, so folgte, daB Bia rein in B und
T(A), T(C) beide teilbar wiren, also x&Exty(C, AN D(Exty(C, A)) =0
nach (1.3, Folgerung 2), also x=0, und das war gerade ausgeschlossen.
— Sei nun umgekehrt =0 und #(x)<oo: Weil die Multiplikation mit p*
t-Elemente erhilt, k6nnen wir sogar #(x)=0 annehmen, d.h. Bia nicht

neat in B. Wegen des p-Ranges folgt BiaCRa (B), also die Existenz eines
Komplementes.

(b) Sei T(C)=£0 und x=Exty(C, A) kein k-Element. Weil dann Ext},
(C, A) nicht teilbar sein kann, gibt es ein y&Exty(C, A) mit #(y)=0, also
auch #(x—y)=0 (denn x ist durch p teilbar). Also sind ¥ und z—¥ &-
Elemente, deren Summe x ergibt.
' (c) (=) Ist T(C) teilbar, so reflektiert v* : Ext,(C/T(C), A)—Ext%(C, A)
nach (1.3, b) x-Elemente, so da} aus Exty(C/T(C), AF*=0 die Behauptung
folgt. (&) Ist T(C) nicht teilbar, also #(x)<oo fiir alle 0+x&Exty(C, A),
so ist Exth(C, A) nach (a) sogar x-voll; ist aber T'(C) teilbar und T'(Extl
(C/T(C), A))=0, so ist D(Exty(C, A))= H(Ext%(C, A)) torsionsfrei, also sogar
h(z)< oo fiir alle 0+ xe= T (Ext,(C, A)), so dall wieder mit (a) die Behauptung
folgt.
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(d) Ebenso.

Die erste Folgerung kann als Rechtfertigung der Einfithrung der o
Elemente betrachtet werden, weil sie eine Erklirung fiir den von den &-
Elementen in Ext}(C, A) erzeugten Untermodul gibt : ‘

FoLGerUNG 1. Sei A beliebig und T(C)+0. Dann ist jedes a-Element
aus Exty(C, A) Summe von endlich vielen k-Elementen.

Bewers. Sei im 1. Schritt speziell A koatomar. Dann ist ExtL(C, A)
o-voll, und wir miissen zeigen, daB es von seinen k-Elementen erzeugt wird.
Man hat A=A, X -+ XAy X Apyy mit A; zyklisch (1<i<n) und A,.; be-

n+l n+l
schrinkt, sowie den kanonischen Isomorphismus ¢ : EX%(C, I1 Ai>——> [T Extk
i=1 i=1
n+l1
(C, A). Zu xEExt};,(C, nA,.> ist nun ¢ (2)=(m (%), -+, Tnery(x)), und nach
i=1
(b) mix(@)=vy;+2; mit y;, 2,EExth(C, A, fiir alle 1<i<n-+1, also

n+1 n+1

= ; R(TARE 1;1 tix(24)

worin nach (1.1, Ia) alle Summanden k-Elemente sind. Im 2. Schritt sei

jetzt A beliebig und E=0—A—B p C—0 g-exakt, V+Ke =B und A,=

VNKe g klein in B. Dann ist A, koatomar, und bildet man das Diagramm

Vv
E=0 a4 c v ¢ 0
fi n
E=0 LA 5Pt ¢ .0},

so folgt nach eben [E]=u+ -+ +u, mit u;EExth(C, Ay, also [E]=fy(u,)
+ o+ f(un) mit fy(u) EExtR(C, A

FoLGERUNG 2. Bilden in Exth(KX(K/R), A) die k-Elemente einen Un-
termodul, so ist A die Summe seiner Kotorsions-Untermoduln. In diesem
Fall gilt sogar Exty(C, A)=Exty(C, A" fiir alle C.

Beweis. Nach eben ist in Exth(KX(K/R), A) jedes o-Element Summe
von endlich vielen s-Elementen, also nach Voraussetzung bereits ein #-Ele-
ment. Das gilt dann wegen (1.3, b) auch in ExtL(K, A), d.h. es ist Ext}
(K, A=0. Aus Exty,(R*/R, A=0, wobei R* die Vervollstindigung von
R sei, folgt die Surjektivitdt der “Auswertungsabbildung” y : Homg(R*, A)—
A, also unsere Behauptung tiber A. Der Zusatz fiir alle C wurde im Anhang
zu [9] gezeigt.

Die dritte Folgerung liefert, unter sehr speziellen Umstinden, eine Um-
kehrung von (1.2, a):
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FoLGERUNG 3. Erhalte v*: Extly(M/U, A—Exty(M, A) k-Elemente, und
sei auferdem p-Rang (A)<1, Homgp(M, A)=0 und Extyx(M, A) nicht k-voll.
Dann ist U/T(U) neat in M/T(U). ‘

Beweis. Aus (d) wissen wir, dal T'(M) teilbar ist, so daB} in dem Dia-
gramm

Exty (M/U+T(M), A) Exty(MJT(M), A)
a* B*
ExtL (MU, A) ”* Exth (M, A)

auch p* r-Elemente erhlt (weil das fiir o* gilt nach (1.2, a), und weil g*
nach (1.3, b) #-Elemente reflektiert), und daB3 ExtRx(M/T(M), A)#0 ist. K&nn-
ten wir zeigen, daB (U+T(M))/T(M) neat in M/T(M) ist, so folgte sofort
U/T(U) neat in M/T(U), d.h. wir kénnen von vorneherein M torsionsfrei
annehmen. Aus den Voraussetzungen folgt weiter, da} A/D(A) keine Ko-
torsions-Untermoduln besitzt und vom p-Rang 1 ist, was wir also (mit einer
dhnlichen Reduktion wie eben) gleich von A selbst annehmen wollen. —
Angenommen, U ist nicht neat in M, also T(M/U)=*0, so folgte mit (b)
sogar v¥* =0, also Homg(U, A)=Exty,(M/U, A). Mit A besitzt nun auch
Homgz(U, A) keine Kotorsions-Untermoduln, es folgt Exth(M/U, A)=0, also
A teilbar, und das ist nicht wahr.

Es ist uns nicht klar, wie sich die Aussage (a) des Lemmas auf p-
Rang (A)>2 erweitern ldBt. Auf jeden Fall geniigt zur Beschreibung der
t-Elemente von Extk(C, A) nicht mehr die Tiefe, wie das folgende Beispiel
zeigt :

BEeisPiEL 2.2. Sei n>2. Genau dann ist xEExty(K/R, R ein k-
Element, wenn unter dem kanonischen Isomorphismus ¢: Extz(K/R, R")>
x —(zy, -+, 2a) EExtL(K/R, R)* die x; einen gemeinsamen Teiler haben, d. h.
x,=yr; gilt fiir ein yeExtR(K/R, R) und ry, -+, ER.

Bewels. Sei im 1. Schritt etwas allgemeiner A torsionsfrei und radikal-
komplementiert, C torsionsvoll und teilbar. Ist AC A eine injektive Hiille,
so gehdrt zum kanonischen Isomorphismus &: Homg(C, A] A)—Exth(C, A)
das Diagramm

E=0 » A B
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und wir behaupten, dall x=[E] genau dann ein k-Element ist, wenn f die
folgende Bedingung erfiillt : |

(k) Zu jedem ceC gibt es ein u=A und eine Folge ¢, ¢ -+ €C mit

JFlo)=v(w), flc)=v(u/p) fiir alle e>1.

Nach ([9] Hilfssatz 1. 3) hat ndmlich Bia genau dann ein Komplement
in B, wenn (Bia@T(B))/T(B) eines in B/T(B) hat, und das ist wegen
T(B)=Kef' #quivalent damit, daB A ein Komplement in Bif’ hat, also
DBif')+ A=Bif’ ist. Das bedeutet aber, daB3 es zu jedem c&C ein u&
D(Bif’) gibt mit f(c)=v(u), und uDBif")=H(Bif’) ist dquivalent mit
v(u/p?) EBi f fiir alle e>1, so dal wir genau die Bedingung (k) haben.

Sei nun im 2. Schritt A=R* und C=ZK/R. Dann bilde man das kom-

mutative Diagramm

0——A c A—2 S AJA— 0
= | = L=

R c Kt (KR

()]

0

0,

sowie Xf={f1, -+, fn}. Wir miissen zeigen, dal} f genau dann die Bedingung
(k) erfillt, wenn die f; einen gemeinsamen Teiler haben. Dazu sei gleich
fE0. Ist einerseits (k) erfiillt, und wihlt man zu einem c,& Ke f die Elemente
uc A, cy,c, - €C wie verlangt, so folgt flc,p?)=0 fiir alle e>1, so daB
die ¢, ein Erzeugendensystem von C bilden. Schreibt man ¢(u)=(uy, :-+, un)
c K, so folgt fi(c)=a; und fi(c)=u,/p® fiir alle 1<i<n, e>1. Offenbar
gibt es ein wu, mit u;=wu,7r; woraus folgt f;=fnr; fiir alle . — Ist and-
rerseits f;=¢gr; fir gewisse ry, ---,7,€R und ein g&Homz(C, K/R), so gibt
es wieder ein 7, mit 7;=r,s; also f;=fns; fiir alle . Um (k) nachzuweisen,
sei c€C: Es gibt ein pK mit f,(c)=p, und weil f,, ungleich Null, also
surjektiv ist, auch noch ¢y, ¢y -+ €C mit fy(c,)=p/p? fiir alle e>1. Definiert
man u€A durch ¢(u)=(ps;, -+, ps,), so folgt f(c)=v(w) und flc) =v(u/p?)
wie gewiinscht.

Das nichste Lemma stellt Hilfsmittel fiir den Beweis des Hauptresultates
(2.4) zusammen. Als Folgerung geben wir fiir den Spezialfall, dall R voll-
stindig ist, sogar alle Paare (A, C) an, fiir die Exty(C, A) &-voll ist.

LEmMMA 2.3. Seien A und C beliebig.

(a) Ist Extk(C, A=0, so ist entweder C torsionsfrei oder A teilbar.

(b) Ist Exty(C, A) k-voll, so ist entweder T(C) artinsch oder A radikal-

komplementiert.

(¢) Ist Extyh(C, A) k-voll und gibt es zwei exakte Folgen
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T

0— A, e*A R™—0, 0—>R™—C—C—0, so 1ist auch
ExtL(C,, Ay) k-voll.
Bewels. (a) Es geniigt wie in ([8] Satz 3. 1), daBl Ext%(C, A)*CRa (Ext}
(C, A)) ist: Falls T(C)30 ist, folgt nach (1.1, IIb) auch ExtR(R/(p), A)C
Ra (ExtL(R/(p), A)), also ExtL(R/(p), A)=0, also A teilbar wie behauptet.
(b) Ohne Bedingungen an C zeigen wir im I. Schritt: Ist A nicht
radikal-komplementiert, so gibt es einen Faktormodul X, der auch nicht
radikal-komplementiert ist, und fiir den p-Rang (X)=Q, ist. Zum Beweis
wihle man einen Basis-Untermodul A’ von A, aullerdem einen algebraisch

kompakten Modul M, dessen Basis-Untermodul M’ isomorph zu ]jR/(pi) ist.
i=1

Weil A’ nach Voraussetzung nicht koatomar ist, gibt es einen Homomor-
phismus ¢ : A— M mit ¢(A’)=M’, und dann ist leicht zu sehen, dal X=Bi ¢
das Gewiinschte leistet. Sei nun im 2. Schritt Exty(C, A) k-voll sowie p-Rang
(A) <dim (C[p]). Dann mull A radikal-komplementiert sein, denn es gibt
einen Monomorphismus ¢: A/Ra(A)—C und (natiirlich) einen Epimorphismus
f: A—Ra(A), und weil der induzierte Epimorphismus Ext%(C, A)—Ext}
(A/Ra(A), Ra(A)) o-Elemente erhilt, hat Ra (A) ein (schwaches) Komplement
in A wie behauptet. (Man kdnnte auch ([6] Theorem 1. 6) beniitzen, wonach

wegen der angegebenen Ungleichung eine Folge 0—>ALB——+C—>O exi-
stiert mit BiaCRa(B)). — Damit ist (b) bewiesen, denn ist Ext(C, A)
k-voll (es geniigt offenbar ¢-voll) und A nicht radikal-komplementiert, so
kann man nach dem ersten Schritt p-Rang (A)=®, annehmen, und dann
zeigt der zweite Schritt, da} dim (C[p])< & d.h. T(C) artinsch ist.

(c) Sei im 1. Schritt zusitzlich n wesentlich, d.h. Kez klein in C,.
Dann kann man zu jedem [E]€Exty(C,, A,) das folgende Diagramm bilden

0 A —— fHKen)——Ker 0
| N N
E =0 A1 B1 ﬁ Cl 0 ’

in dem die obere Zeile zerfillt, also f7'(Ke z)= A ist. Wegen B;/f7'(Ke )=
C hat man nach Voraussetzung ein Komplement V von g7 '(Kerz) in B,
das wegen der Kleinheit auch ein Komplement von Kep in B; ist. Im
2. Schritt, wenn n beliebig ist, wihle man ein UCKer, so dal U neat in
C, und Ke 7/U klein in C;/U ist (etwa U als Komplement von Ke zN Ra (C})
in Ke #). Dann induziert = einen wesentlichen Epimorphismus #: C/U—C
mit Ke #=R"* (n<m), so da3 nach dem ersten Schritt Exty(C/U, A, X R*™")
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k-voll ist, also auch Ext}(C,/U, A)). Nach (1.2, a) erhilt der Epimorphismus
vk Exth(C/U, A)—ExtL(C,, A, «-Elemente, und wir sind fertig.

FoLcerUNG. Ist A die Summe seiner Kotorsions-Untermoduln, so sind
dquivalent :

(1) Extk(C, A) ist k-voll.

(ii) Falls T(C) nicht artinsch ist, hat A in jeder Erweiterung ein

Komplement ;
falls T(C) artinsch, aber nicht endlich erzeugt ist, ist A kotorsion ;
falls T(C) endlich erzeugt ist, gilt ExtR(C/T(C), A)=0.

BeEwEeis. Nur fiir den Beweis sagen wir, ein Modul besitze die Eigen-
schaft (S), wenn er die Summe seiner Kotorsions-Untermoduln ist. (Uber
einem vollstindigen Ring hat offenbar jeder Modul diese Eigenschaft.) 1I.
Fall T(C) ist nicht artinsch. Nur (i—ii) ist zu zeigen, und weil A nach
(b) radikal-komplementiert ist, hat es in jeder Erweiterung ein schwaches
Komplement, ja sogar, wie wir in der zweiten Folgerung zu (2.1) bemerkt
haben, wegen (S) ein Komplement. 2. Fall T(C) ist artinsch, aber nicht
reduziert. Ist dann Exty(C, A) #-voll, so wegen (S) auch Ext%(K/R, A), also
auch Exth(K, A), d.h. Exty(K, A)=0. — Falls umgekehrt A kotorsion ist,
wihle man eine wesentliche Uberdeckung h: H—C mit H torsionsfrei
(d. h. eine torsionsfreie Hiille im Sinne von Abschnitt 2), und weil A*:
ExtL(C, A—ExtL(H, A) nach (1.3, b) s-Elemente reflektiert, aullerdem das
zweite Ext Null ist, folgt die Behauptung. 3. Fall T(C) ist endlich erzeugt.
Wieder ist (i—ii) klar wegen (S). — Umgekehrt gilt fiir jeden Modul A,
mit ExtL(C/T(C), A)=0 und T(C) endlich erzeugt, daB Ext%:(C, A) x-voll
ist, denn der Isomorphismus ¢*: Exth(C, A)—ExtL(T(C), A) reflektiert x-
Elemente, und das zweite Ext ist x-voll.

Satz 2.4. Sei n>0. Dann sind fiir einen Modul C dquivalent :

(1) Exth(C, R" ist k-voll.

(i1) Falls p-Rang (T(C))<n, ist Exth(C/T(C), R)=0;

falls sogar p-Rang (T(C))<n—1 und R wunvollstindig ist, muj/3
usdatzlich T(C) endlich erzeugt sein.

BEwEils. (i—ii) Sei p-Rang (T(C))<n. Wir miissen zeigen, dal C/T(C)
ein sogenannter W-Modul ist und konnen dazu nach (1.3, b) gleich T(C)
reduziert, d. h. endlich erzeugt annehmen. Zu m=p-Rang (T(C)) und C;=
R"xC/T(C) gibt es dann eine exakte Folge 0— R"—C—C—0, und
weil nach Voraussetzung m<n ist, kann man A;,=R*™=+0 bilden, so dal}
nach (2.3, ¢) auch Ext%(C,, A, -voll, d.h. Null ist, also erst recht Extj
(C/T(C), R)=0. Sei nun zusitzlich p-Rang (T(C))<n—1 und R unvollstidndig.
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Angenommen, 7(C) ist nicht endlich erzeugt, so gibt es eine Zerlegung
C=C®PC’" mit C=K/R, und zu C;=Kx(C" eine exakte Folge 0—R—
Ci—C—0, so daB3 wieder nach (2.3, c) auch Ext%(C,, R*!) k-voll ist.
Weil p-Rang (T(C)))=p-Rang (T(C))<n—1 ist, muBl nach eben C,/T(C) ein
W-Modul sein, insbesondere Ext%(K, R)=0, im Widerspruch zur Unvollstin-
digkeit von R.

(ii—i) Aus dem Beweis der letzten Folgerung wissen wir: Ist Ext}
(T'(C), A) g-voll und Exty(C/T(C), A)=0, so ist auch Ext,(C, A) g-voll. Damit
ist hier der Fall p-Rang (T(C))<n—1 erledigt, und bei p-Rang (T(C))=n—1
kann man gleich C torsionsvoll annehmen. Bleiben zwei Behauptungen zu
zelgen : .

(1) Ist C torsionsvoll und p-Rang (C)=n—1, so ist Exty(C, R*) &-voll.
Zum Beweis sei 0—AC B—C—0 exakt, mit A=R" Dann geniigt es
zu zeigen, dall (D(TB)®PA)/D(TB) ein Komplement in B/D(TB) hat, und
weil p-Rang (B/D(TB)/®PA)=n—1 ist, kénnen wir gleich D(TB)=0, d.h.

T'(B) endlich erzeugt annehmen. Betrachten wir die exakte Folge

ANRa(B)
Ra (A)

so sind x=dim (B[p]), y=dim (AN Ra(B)/Ra(A)) und 2=dim (C[p]) natiirli-
che Zahlen, mit y<n<z-+1. Falls nun n=2+1, d.h. C endlich erzeugt
ist, hat trivialerweise A ein Komplement in B; falls aber n<z+1, d.h.
p-Rang (T'(B))=x>n—vy ist, wihle man ein Komplement A; von AN Ra(B)
in A. Dann ist A;=R"7, hat also nach ([9] Folgerung 3. 2) ein Komplement
in B, sagen wir V, und weil A/A, klein in B/A, ist, ist V auch ein Kom-
plement von A in B wie gewiinscht.

(2) Ist p-Rang (T(C))>n, so ist Exth(C, R k-voll. Dies beweisen wir
durch Induktion iiber n. Fiir »=0 ist nichts zu zeigen, und bei n—n+1

betrachte man A C B mit A:@Ai, A;=R fiir alle 7, BIA=C: Nach Induk-
t=1

tionsvoraussetzung gibt es ein Komplement W/A, in B/A,;, und wir wiren
nach (2.1, d) fertig (denn jedes Komplement von A; in W ist auch ein
Komplement von A in B), wenn wir wiiiten, dall 7(W/A, nicht teilbar
ist. Das gilt aber wegen der folgenden allgemeineren Bemerkung: Ist
X+U=M und T(X) teilbar und U endlich erzeugt, so ist p-Rang (T'(M/U))<
p-Rang (U) — bei uns ist aber p-Rang (T (B/A))>p-Rang (A/A,).

Die Verallgemeinerung des Satzes von R" auf einen koatomaren Modul
A ist ebenso einfach wie am Schlul von (1.4) und liefert somit den in der
Einleitung angegebenen Satz B. Interessanter ist es, statt R® auch freie
Moduln von unendlichem Rang zuzulassen, denn dann verschwinden die kom-

0

B[p] —— Clp]

—0,
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plizierten Fallunterscheidungen im Punkt (ii): Ist ExtL(C, R®) k-voll und I
nicht endlich, so ist A;= ]jR/(p") Faktormodul von R, also auch Extk(C, A,)
i=1

£-voll, und daher T'(C) endlich erzeugt nach der Folgerung zu (2. 3). Mit der
“Austauschmethode” von (2. 3, ¢) sieht man nun, daB ExtyL(C/T (C), R?)=0

ist, und natiirlich sind diese beiden Bedingungen auch hinreichend, d.h.
man hat den

Zusatz. Ist A ein freier Modul von unendlichem Rang, so ist Exth
(C, A) genau dann k-voll, wenn T(C) endlich erzeugt ist und ExtyL(C/T (C),
A)=0.

3. Uber die Existenz von geniigend vielen Komplementen. Dieses
Problem hiingt eng mit der Frage des letzten "Abschnittes zusammen, wann
Exth(C, A) k-voll ist. Auch wenn ein Untermodul U von M direkter Sum-
mand ist, braucht er ja keineswegs geniigend viele Komplemente in M zu
haben — wie Punkt (b) des folgenden Lemmas zeigt :

LemMma 3.1. Sei U direkter Summand in M und C=M|U. Dann gilt :

(a) Genau dann hat U geniigend viele Komplemente in M, wenn fiir

jedes ACU gilt, daf3 das Bild des verbindenden Homomorphismus
4 Hompg(C, U/ A)—ExtyL(C, A) nur aus k-Elementen besteht.

(b) Ist U teilbar, so ist (a) weiter dquivalent damit, daf8 Ext:(C, A)

k-voll ist fiir alle AcCU.

(c) Ist U koatomar, so ist (a) weiter dquivalent damit, daff T (Exty

(C, U))CExtL(C, Uy gilt.

BeEwers. Bei (a), das sogar iiber beliebigen Ringen gilt, sei n: M—C

ein zerfallender Epimorphismus mit Ke z=U. Erfiillt nun U die Komple-

mentbedingung und ist [E]<Bid,=Ke (Ext%(C, A)—li*Ext}g(C, U)), so erhilt
man

«
E=0——A . B C——0
tN 5
L ox
0 U c M >C >0,

und zu Bie+U=M gibt es nach Voraussetzung ein Komplement V von

BieNU in Bie, so daB (V) ein Komplement von Bia in B ist, d.h. E

k-exakt. — Erfiillen umgekehrt alle 9, die angegebene Bedingung, so folgt
7| X

aus X+U=M, daB [0—XNU c X—>C—0] ein Element von Bi 3y ist,
also XN U ein Komplement in X hat wie verlangt.
(b) Ist U teilbar, so sind alle 9, surjektiv.
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(c¢) Erfillt U die Bedingung aus (a), so gilt T (Ext%(C, A)) CExt}(C, A)
fir alle ACU (dabei braucht U nicht koatomar zu sein): Ist ndmlich ze
Extk(C, A) mit zr=0, 30, so hat man die kommutativen Diagramme

A— 4 Exth(C, A)——— Ext%(C, A)
f N ) *l

[4
Ar c U ExtL(C, Ar) ——Exty,(C, U),

also fy(x)eKe e CExty(C, A7), und weil f ein Epimorphismus mit beschr-
dnktem Kern ist, reflektiert fy #-Elemente, so dal x=Exth(C, A" folgt.
— Sei nun umgekehrt T'(Exty(C, U))CExtL(C, U und U koatomar (diese

Situation wurde in Satz 1.4 samt Folgerung explizit beschrieben). Dann

gilt diese Formel auch fiir alle ACU, so daBB wir nach (a) fertig sind, wenn
wir gezeigt haben, daB jedes [E]EBi9d, ein Torsionselement ist. Das ist
aber klar: Im Diagramm

E=0 A B C 0

|

0——A < U—UA—>0

représentiert die untere Zeile ein Torsionselement (also auch E), denn es
gibt einen Zwischenmodul AC XCU, so daBB A direkter Summand in X ist
und X groB3 in U, also U/X beschrinkt ist.

Selbst wenn U nicht mehr direkter Summand in M ist, kann man aus
der Existenz von geniigend vielen Komplementen recht einschneidende Be-
dingungen fiir U bzw. M/U ableiten :

FOLGERUNG. Besitzt UC M geniigend viele schwache Komplemente in
M, so ist entweder U schwach-komplementiert, oder fiir C=M|U gilt, dafs
T(C) endlich erzeugt und C|/T(C) Ri-frei ist.

BeEwErs. Sei U nicht schwach-komplementiert. Dann gibt es einen
Untermodul U’ von U, der nicht radikal-komplementiert ist, und man kann
sogar annehmen, dal U’ direkte Summe von Zyklischen ist, aber nicht

koatomar. Von U’ gibt es einen Epimorphismus nach A=][]R/(p?), also
i=1

auch nach (K/R)*™, der sich zu einem Epimorphismus z: U—s(K/R)®
hochheben ldBt. Nun hat U/Ke z geniigend viele Komplemente in M/Ke z,
so dall nach (b) insbesondere Extk(C, A,) &-voll sein muB, was nach der
Folgerung zu (2. 3) bedeutet, daB T'(C) endlich erzeugt ist und Exty(C/T'(C),
Ay)=0. DaB dann C/T(C) Ry-freiist, wird z. B. in ([1] Lemma 3) oder ([5]
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Theorem 8. 4) bewiesen, aber wir wollen einen davon unabhingigen Beweis
geben: Ist XCC/T(C) von endlichem Rang (es geniigt endlicher p-Rang),
so wihle man einen Basis-Untermodul .S von X, und in der exakten Folge
Homg(S, A)—ExtL(X/S, A))—0 ist das erste Glied torsionsvoll, das zweite
torsionsfrei ; weil aber A, nicht kotorsion ist, mul} in X/S=K die Menge
I leer sein, d. h. S=X frei wie verlangt.

Unser Problem —welche Untermoduln von M geniigend viele Komple-
mente in M haben— ist also fiir den Fall, dal M torsionsvoll ist, vollstindig
gelost :  Genau dann hat U geniigend viele Komplemente in M, wenn ent-
weder D(U) artinsch und U/D(U) beschrinkt ist, oder M/U endlich erzeugt.

Bei beliebigem M konnen wir fiir die dichten Untermoduln (d. h. M/U
teilbar) die L6sung angeben, und das ist das Hauptergebnis dieses Abschnittes :

Sarz 3.2. Set UM und MJU teilbar. Dann sind dquivalent :

(i) U hat geniigend viele Komplemente in M.

(i) U/D(U) und M|D(M) sind koatomar, und D(U) ist von der Form
K*X(K/R); falls R wunvollstindig ist, gilt zusdtzlich: entweder
ist b=0, oder b=1 und D(M)/D(U) torsionsvoll.

BEweis. Wir fithren ihn in drei Schritten, wobei der zweite —n#mlich
der Spezialfall, dal U reduziert ist— die meiste Mithe macht. 1. Schritt
U ist zusitzlich teilbar. (i—ii) Nach der Folgerung ist U schwach-komple-
mentiert, d.h. U= K°X(K/R). Falls R vollstindig oder 6=0 ist, sind
bereits alle Bedingungen in (ii) erfiillt ; falls aber R unvollstindig und 60
ist, folgt fir C=M/U nach (3.1, b), daB Ext%(C, R) #-voll, nach (2.1, d)
also C torsionsvoll ist. Und weil Exty(C, R?) nach (2.4) nicht &-voll ist,
mull 4=1 sein wie behauptet. (ii—i) Nach Voraussetzung ist U von der
Form K’x(K/R). Falls R vollstindig oder 6=0 ist, hat U sogar in jeder
Erweiterung geniigend viele Komplemente, und wir sind fertig; falls aber
R unvollstindig und 5=+0 ist, mul nach Voraussetzung =1 und C=M/U
torsionsvoll sein, und damit gilt fiir jedes ACU, daBB p-Rang (A/T(4))<1,
also Exth(C, A/T(A)) nach (2.1, d) &-voll ist, also auch Ext%(C, A) (denn
der Kern von v: A— A/T(A) ist artinsch, so dal} v« £-Elemente reflektiert).
Wieder nach (3.1, b) hat deshalb U geniigend viele Komplemente in M.

2. Schritt U ist zusitzlich reduziert. (i—ii) Es geniigt zu zeigen, dal U
koatomar ist, denn aus D(M)+U=M folgt dann sofort, dall auch M/D(M)
koatomar ist. Nun hat auch U/D(M)N U geniigend viele Komplemente
in M/D(M)N U, ebenso D(M)NU in D(M), und kdnnten wir zeigen, dal3
UDM)NU und D(M)NU koatomar sind, so wire es auch U. Bleiben
die folgenden Spezialfélle zu betrachten: 1. Fall U ist zusdtzlich direkter
Summand in M. Dann ist jedes Komplement von U in M bereits ein direktes
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Komplement (nimlich gleich D(M)), also nach Voraussetzung M/U projektiv
beztiglich U, also K oder K/R projektiv beziiglich U, so dal} es keinen Epi-
morphismus von U nach K/R geben kann, d. h. U koatomar ist. 2. Fall M
ist zusitzlich teilbar. Aus der Folgerung weill man bereits, da} U schwach-
komplementiert, also 7(U) beschrinkt und U/T(U) von endlichem Rang ist.
Angenommen, U/T(U) ist nicht endlich erzeugt, so gibt es ein U;CU derart,
daB U/U, torsionsfrei, direkt unzerlegbar und vom Rang >2 ist (inshesondere
muBl R unvollstindig sein). Wihlt man U,C U,C U so, daf} U/U, torsionsfrei
vom Rang 2 ist, so kann X=U/U,, das ja geniigend viele Komplemente in
MU, hat, nach dem 1. Schritt nicht isomorph zu K2 sein, ist also direkt
unzerlegbar. Wir zeigen in den beiden nachfolgenden Hilfssitzen (3. 3) und
(3.4), daB X auch in seiner injektiven Hiille X geniigend viele Komplemente
hat, und daB es, wegen p-Rang(X)=1 und Rang(X)=2 einen Automor-
phismus 8: X—X gibt mit B(X)+X=X. Wihlt man nun ein Komplement
W von X in X mit Wcp(X), so folgt W=0 (weil W teilbar und B(X)
reduziert ist), also X=X, was nicht sein kann. (ii—i) Weil M/D(M) koatomar
ist, hat sogar jeder koatomare Untermodul A geniigend viele Komplemente in
M, denn aus X+ A=M folgt D(M)C X, so dal} es ein Komplement X'/D(M)
von (D(M)+A)/D(M) in M/D(M) gibt, mit D(M)C X' C X, und dann ist X’
ein Komplement von A in M. (Die Existenz eines X’ folgt auch aus ([9]
Folgerung 2. 3), weil M koseparabel ist.)

3. Schritt Sei nun U beliebig. (i—ii) Weil auch U/D(U) geniigend viele
Komplemente in M/D(U) hat, ist nach dem letzten Schritt U/D(U) koatomar,
ebenso M/D(M). Weil nun D(M)N U/D(U) klein in D(M)/D(U) ist, hat
auch D(U) geniigend viele Komplemente in D(M), und klar ist D(U)=D(M).
Nach dem ersten Schritt ist daher D(U) von der Form K°®X(K/R), und
auch die Zusatzbedingungen sind erfiillt, falls R unvollstindig ist. (ii—i) Sei
X+U=M. Weil M/X+D(U) als Faktor von U/D(U) reduziert ist, folgt
[ XN D(M)]+D(U)=D(M), und weil D(U) nach dem 1. Schritt gentigend
viele Komplemente in D(M) hat, gibt es ein X' CX, so daBl X' ein Kom-
plement von D(U) in D(M) ist. Wir behaupten, dal X' bereits ein Kom-
plement von U in M ist, und dazu geniigt die Bemerkung, daB D(M)/D(U)
ein Komplement von U/D(U) in M/D(U) ist.

Die beiden nachzutragenden Hilfssitze sind :

HivLrssatz 3.3. Besitze U geniigend viele Komplemente in M und sei
MJU teilbar. Dann hat U auch in jedem direkten Zwischenmodul M’
geniigend viele Komplemente.

Bewers. Sei UCM cCM mit MPM' =M, auBerdem M’ 0. Aus
X+U=M, also (XPM')+U=M, folgt wegen der geniigend vielen Kom-
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plemente D(X(®M')+U=M, also D(X)+U=M. Nach der Folgerung zu
(3.1) ist U schwach-komplementiert, so daB D(X)N U ein Komplement in
D(X) hat, das dann auch ein Komplement von U in M ist. (Auf die Bedig-
gung, dall M/U teilbar ist, kann man nicht verzichten: Ist R unvollstindig,
also R R*, und wihlt man eine zerfallende Erweiterung R*C M mit M/R* =~
R/(p), so hat zwar R geniigend viele Komplemente in M, aber kein Kom-
plement in R*.)

Hivrssatz 3.4. Sei X torsionsfrei von endlichem Rang, sozg)ie p:Rang
(X)Sl/Z-Rcfng(X). Dann gibt es einen Automorphismus f: X—X mit
B(X)+ X=X

Beweis. Fiir p-Rang (X)=0, d. h. X=X ist nichts zu zeigen. Sei also
p-Rang (X)=£k>1. Zu einem Basis-Untermodul .S von X, mit S:é‘viR,
wihle man einen freien Zwischenmodul SCFc X derart, daB .S dti?ekter
Summand in F und F groB3 in X ist, (i(—LBluiR>@S:F mit #;+0. Nach

Voraussetzung ist [>k, so daB man einen Homomorphismus a: F——F
definieren kann durch a(u;) =wu,—v, fiir alle 1<i<k, wihrend die restlichen
u; und alle v; auf sich selbst abgebildet werden sollen. Dann ist a injektiv
und laBt sich zu genau einem Automorphismus 8: X—X fortsetzen, und
wir behaupten, dal 8 das Gewiinschte leistet :

Ist n>1, so gibt es zu jedem 1<j<!I wegen S+ Xp"=X eine Gleichung

k
(Z ‘virij>—i—xjp":uj (TijER, ijX),
ic1

aus der durch Anwendung von B und Subtraktion x;p"—B(x;) p"=u;—a(u;)
entsteht. Fiir alle 1<¢<k ist also v,/p"=x;—p(x)EB(X)+ X, und damit
auch fiir alle 1<;j</ nach der vorhergehenden Gleichung u,;/p"cg(X)+ X.
(Die Rangvoraussetzungen sind sogar notwendig, d.h. ist X torsionsfrei von
endlichem Rang und Y+ X=X mit Y= X, so folgt p-Rang (X)<1/2+Rang(X).)

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. -—— Der folgende Spezialfall
zeigt, wie stark die Bedingungen in (ii) sein kdnnen :

FoLGERUNG. Ist M/U, teilbar und direkt unzerlegbar, und hat U,
geniigend viele Komplemente in M, so hat jeder Untermodul von M geniigend
viele Komplemente in M (d. h. M ist supplementiert).
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