127

Notre Dame Journal of Formal Logic
Volume XVII, Number 1, January 1976
NDJFAM

UBER KONGRUENZEN HOHERER OPERATIONEN

GUNTHER FREI-IMFELD

1* Im Anschluss an die Arbeit [1] stellt sich die natiirliche Frage, wann
die Kongruenz x* = a modulo m mit m und a als ganze, teilerfremde Zahlen
losbar ist. Diese Frage 148t sich mit Hilfe einfacher elementarzahlen-
theoretischer Hilfsmittel beantworten. Das Hauptresultat bildet der Satz 4.

2 Beginnen wir mit einem Resultat, das sich unmittelbar aus der Tatsache
ergibt, daB in 5° =a (mod m) die Basis b modulo m und der Exponent e
modulo y(m) [oder modulo einem Teiler von Y(m)] bestimmt ist, wobei
Y(m) die verallgemeinerte Eulersche Funktion darstellt, d.h. y(m) ist der
kleinste Exponent e, derart daB b° = 1 (mod m) fiir alle zu m teilerfremden b
gilt. Y(m) ist gleich der Eulerschen Funktion ¢(m), falls m Primitivwurzeln
zul#Bt, d.h. falls m gleich einer der Zahlen 1, 2, 4, p% 2p°® ist, wo p eine
ungerade Primzahl und a eine natiirliche Zahl bedeutet; sonst ist y/() ein
echter Teiler von ¢(m). Es seien nun durchwegs m, a und 7 beliebige ganze
Zahlen, wobei stets a und 7 als zu m teilerfremd angenommen seien. Die
Ordnung von 7 modulo m sei k. Natlirlich ist %z ein Teiler von y(m).
Ferner sei s = (Vﬁ und o = (r—ﬁ%’ wo (m, k) der g.g.T. von m und h
bedeute. Ist [m, 2] das k.g.V. von m und %, so hat man also [m, k] =
mh
(m, h)

=ms = oh.

Nun haben wir den
Satz 1 (i) Die simultanen Kongruenzen

x*=a (mod m)
x =7 (mod m)

sind genau dann losbar, wenn

a = r"""*(mod m) ist, mit 0 <u < s;

*Die Arbeit wurde gefordert durch NRC Grant Nr. A 7842.
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(ii) Die Losung ist dann eindeutig modulo [m, h] = ms.

Beweis: (i) Ista=7""" (mod m) mit 0 <u < s, dann folgt a = (r + mu)"*™

(mod m), also sind die Kongruenzen losbar. Ist umgekehrt x*= a (mod m)
und x = 7 (mod m) losbar fiir ein x = ¢, dann ist #= » + my fir ein ye Z,
wobei ¥ in die Form y =u + sz, mit ze Z und 0<u<s, gesetzt werden
kann. Somit ist

a=t'=(r + my) ) s primiyEIms o primuy zoho im0 ).
(ii) Sind # und %, zwei Losungen mit
ty =7 +m (u;, + 2,8) flir ein u, mit 0 < #, < s und ein z,¢ Z,
und
to =7 + m (uy + 2,5) fir ein u, mit 0 < u, < s und ein z,¢ Z,
dann folgt aus a = 7" = ™2 (mod m), daB mu, = mu, (mod #) und nach

Division mit (m, %), daB ou, = ou, (mod s) sein muB. Wegen (o, s) = 1 ergibt
sich daraus u, = u,, also ist £ = £, (mod ms).

Bewmevkung: Die 7™ (mod m) mit 0 <u < s sind alle inkongruent modulo
m, wie aus dem Beweis hervorgeht.

3 GemiRB dem chinesischen Restsatz kann die Losung der beiden simultanen
Kongruenzen modulo m in Satz 1 auf ein System von Lésungen von
paarweisen simultanen Kongruenzen modulo den Primpotenzteilern von m
zuriickgefithrt werden. Fiir die Losbarkeit dieser Kongruenzen werden wir
in Satz 4 befriedigende Kriterien finden. Zun#chst benttigen wir den
folgenden

Hilfssatz 2 Ist p eine Primzahl und v eine nicht duvch p teilbave ganze Zahl
der Ovdnung h modulo p, dann gilt

7?"" = 1 (mod p**) fur jedes y=0,1,2, . . ..
Beweis: mit vollstindiger Induktion nach y.

N,) 7t=1 (mod p) gemiB Voraussetzung.
N — N + 1) Gilt die Behauptung fiir alle 8 mit 0 <8 <y, also speziell »
1 (mod p¥*Y), dann ist #2™* = 1 + yp?*! fiir ein ye Z.

Somit ist 727" = (1 + yp?’*")? = 1 (mod p?*?).

p7h <

Weiter bendtigen wir den

Satz 3 Es sei p eine beliebige Primzahl und v und t zwei nicht duvch p
teilbare ganze Zahlen. Fewvner sei h die Ovdnung von v modulo p. Dann
folgt aus t = v (mod p) und t # v (mod p°h) daB t*# »™ (mod p°) ist.

Beweis: Den Beweis fiihren wir mit vollstindiger Induktion nach a.

No) a) Im Falle a =1 seien ¢ und v so beschaffen, daBl ¢ = 7 (mod p) aber
t# v (mod ph) gelte, wobei zunichst % > 2 vorausgesetzt sei. Dann gibt es
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ein ze¢ Z und ein f mit 1< f<h, so daB ¢ =7 +p (f +zh) ist, und man
hat

t=rt =y o) =l £ 77 (mod p)

wegen des Satzes von Fermat und weil f # 0 sein muf3, wegen ¢ # » (mod ph).
Ferner mufl gemiB Voraussetzung » # 1 (mod p) sein, weil sonst z = 1 wire.

b) Ist nun aber %z = 1, dann wird die Voraussetzung falsch, also ist die
Aussage des Satzes in diesem Falle ebenfalls richtig.

N — N + 1) Die Behauptung gelte jetzt fiir alle @ mit 1 < a <. Setzen wir
a=y+1 mit y>1, dann gilt die Voraussetzung /=% (mod p) und t#7»
(mod p”*'h). Wir unterscheiden zwei Fille:

a) Ist t # 7 (mod p’h) damn ist nach Induktionsvoraussetzung ¢’ # 7" (mod )
also auch ¢ # 7" (mod p¥*?).

b) Ist £ =% (mod p’h), dann gibt es ganze Zahlen c und z, so daB f =7 +
phe + p¥hz und ¢ # 0 (mod p) ist. Dann muB auch %c #0 (mod p) sein.
Wegen Hilfssatz 2 hat man jetzt

t'=(r + p"he)" (mod M),
Entwickelt man die rechte Seite, so hat man wegen » # 0 (mod p) und y = 1:
tr=o" + v p’he =" (1 + p'he) # 7" (mod p7 1Y),
weil Zc # 0 (mod p) ist.
4 Jetzt konnen wir das folgende Hauptresultat herleiten.

Satz 4 Es sei p eine beliebige Prvimzahl und a und v zwei nicht duvch p
teilbave ganze Zahlen. Fewvnev sei h die Ovdnung von v modulo p.

(i) Dann sind die simultanen Kongruenzen
¥*=a (mod p%), (@ = 1) und x = 7 (mod p)

genau dann losbar, wenn eine dev zwei folgenden dquivalenten Bedingungen
erfillt ist:

(1) aist P-1_ 1oy Potenzrest modulo o
(2) at® =1 (mod p%).
(ii) Die Losung ist dann eindeutig modulo p°h.

Beweis: (i) DaB die Bedingungen (1) und (2) gleichwertig sind, folgt aus
-1
-

dem verallgemeinerten Eulerschen Kriterium, wonach a genau dann
ter Potenzrest modulo p®ist, wenn a?= 1 (mod p%) ist, wobei

oY e
d_<p;hl, so(p“)) o
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ist. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt jetzt sofort, denn ist x =¢
eine Losung der beiden Kongruenzen, dann ist nach Hilfssatz 2

at® o= (e th = "™ = 1 (mod 9.

Dafl die Bedingungen auch hinreichend sind folgt so: Es sei £, = 7 + up mit
0<u<p®'h, Dann sind nach Satz 3 die £.* fir die p® ‘% verschiedenen
Werte von « alle inkongruent modulo p*. Nach dem Vorangehenden sind die
p-1
h

t,f" allesamt

<P(Pa) _ opa=-1 P -
P— l—p h solche 7

-te Potenzreste modulo p° Nun gibt es aber genau

1
-te, inkongruente Potenzreste modulo p% denn

)
>

p° besitzt eine Primitivzahl. Damit stellen die #* mit 0 <u< p® 'k alle
-1 :
h

>

-ten Potenzreste modulo p® je genau einmal dar.
Also sind die Bedingungen hinreichend, und gleichzeitig ist auch (ii)
bewiesen.

Wir wollen noch den Spezialfall, wo7 = g eine Primitivzahl modulo p ist,
besonders vermerken:

Satz 5 Ist a eine beliebige ganze Zahl, die nicht durch die Primzahl p
teilbar ist, und ist g eine Primitivzahl modulo p, dann sind die simultanen
Kongruenzen

x*=a (mod p%), (@ = 1) und x = g (mod p)
stets eindeutig modulo p°(p - 1) lsbar.
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