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LUKASIEWICZ TRIVALENTES
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1 Introduction Moisil [6], [7], et [8] a introduit et développé la théorie
des algébres de Lukasiewicz trivalentes. Ces algébres sont les modéles du
calcul propositionnel considéré par Rukasiewicz [3], ayant pour matrice
une chaine i trois éléments, et qui a été axiomatisé par Wasjberg [3],
p. 291. Dans [9], Moisil a montré que les algébres de Fukasiewicz
trivalentes sont, en particulier, des algébres de Heyting. Plus précisé-
ment, cet auteur a donné une formule qui exprime 1’implication intuitioniste
au moyen des opérations primitives de 1’algébre.* Par dualité, les algébres
de Lukasiewicz trivalentes sont aussi des algébres de Brouwer.

Etant donné un systéme (4, a, v,=>, +, 0, 1), ot (4, A, v,=>, 0, 1) est
une algébre de Heyting et (A4, a, v, ~, 0, 1) une algébre de Brouwer, on se
pose naturellement la question de savoir s’il est possible de caractériser
les algébres de Rkukasiewicz trivalentes parmi les algébres de Heyting-
Brouwer.

Nous attirons l’attention sur le fait que 'implication intuitioniste qu’on
peut définir sur la chaine & trois éléments a des propriétés spéciales.
Lukasiewicz (3], p. 286, a établi, par exemple, qu’elle vérifie 1’égalité

Qx=y) =y =0=9) =y =1
oll 1x = x =>0; en tenant compte des opérations = et =, on remarque que
V’égalité
(x=>y)v(y = 1rx) =1
ol lx=x=0et F'x =1+ x, est aussi satisfaite.

2 Définitions et Propriétés Nous allons préciser les notions que nous
utiliserons par la suite. D’aprés Monteiro [10], p. 151, on peut définir la
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notion d’algébre de Heyting généralisée ou algébre de Hilbert-Bernays de
la maniére suivante:

Définition 1 Une algebre de Hilbert-Bernays est un systéme (A, A, v,=>, 1)
ol 1 est un élément distingué de A; A, v et = sont trois opérations binaires
définies sur A, satisfaisant aux conditions suivantes, pour tout x, y, ze A:

Al x=x=1

A2 (x=>y)ry=19y

A3 xa(x=>9y)=xry

Ad x=>(yaz)=(x=2)a(x=>y)
A5 (xvy)=z=(x=>2)r(y=>2)

Cette notion a été introduite par Birkhoff [1], p. 45, sous le nom de
‘“‘Brouwerian lattice’’ et elle joue un réle fondamental dans 1’étude de la
logique positive de Hilbert et Bernays (voir & ce propos [13] et [14]). Il est
bien connu qu’une telle algébre est un treillis distributif ayant 1 comme
plus grand élément.

Définition 2 Une algebre de Heyling est un systéme (A4, a, v,=>,0, 1) ol
(A, A, v,=>, 1) est une algébre de Hilbert-Bernays et 0 est un é&lément
distingué de A satisfaisant 4 1’axiome

A0 O0ax =0 pour tout x e A.

D’une maniére analogue on peut donner la définition d’algébre de
Brouwer. Ainsi:

Définition 3 Une algebre de Brouwer est un systéme (A, A, v, =, 0, 1) ol 0
et 1 sont deux éléments distingués de A; A, v et - sont trois opérations
binaires définies sur A et satisfaisant aux conditions suivantes, pour tout
X, y, B€A:

BO xvl1=1

Bl x+x=0

B2 xv(ix-y)=x

B3 (x=y)vy=xvy

B4 (xvy)*z=(@w=2)vx=*2)
B5 x(yaz)=(x*y)v(x*2)

Définition 4 Une alg&bre de Heyting-Brouwer est un systéme (A, A, v,=>,
=, 0, 1) olt:

1. le systéme (A, A, v,=>, 0, 1) est une algébre de Heyting,

2. le systéme (4, a, v, =, 0, 1) est une algébre de Brouwer.

Rauszer [15] a &étudié ces structures sous le nom de ‘‘Semi-Boolean
algebras’’ et a montré qu’elles jouent par rapport & la ‘‘Heyting-Brouwer
logic’’ le méme réle que les algébres de Heyting en ce qui concerne la
logique intuitioniste.

Posons par définition:
Ix=x=0
Tx=1=+x%
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L’élément 1x est le plus grand y de l’algébre tel que x Ay = 0. Dualement
pour Tx.

Remarque 1 Dans [15], p. 222, on trouve une liste de propriétés qui sont
valables dans une algébre de Heyting-Brouwer. On voit par exemple que:

six<y,alors 1lysIxetTy<Tx

M1=0
10=1
=20
=1
xA1x=0
xvlix=1
1MM1x = 1x
Mrx=Tx

Txvy) = Txaly
Txay)=TxvTy
Ix<Tx
IMTx<x<T1x
IMx<x<1x

Parmi les alg@bres de Heyting-Brouwer nous allons considérer une
classe particuliére, constituée par celles qui vérifient 1’égalité que voici:

T (x=9y)v(y=1Tx)=1
Signalons que 1’égalité T peut s’écrire en outre sous la forme
T (x=y)v(Tx=1y)=1

car dans une algébre de Heyting on a 1’égalité a = 16 = b = Ta.

Une classe importante d’algébres de Hilbert-Bernays est constituée
par les algébres dites linéaires. Celles-ci ont été considérées par Moisil
[5] et jouent un rdle primordial dans 1’étude du calcul propositionnel LC
étudié par Dummet [2]. Elles sont des algébres de Hilbert-Bernays qui
satisfont & la condition

D (x=y)viy=x)=1

Lemme 1 Toute algébre de Heyting-Brouwer vévifiant la condition T
satisfait a I’¢galité D.

Démonstration: De 1Tx < x on déduit y = 1Ty <y =x et (x =y) v
(y =1Tx) < (x=79)v(y=>x), d’ol le lemme.

Remarque 2 Rappelons que dans une algébre de Hilbert-Bernays les
conditions

(x=yp)vy=x)=1

xvy = ((x=>9) =) r ((y = %) =>x)
x=>(yva)=(x=y)v(ix=2)
(xay)=z=(x=2)v(iy=2)

Q0 T W
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sont équivalentes deux A deux, c¢f. [11] et [12]. Une partie de ces résultats
a été établi par Ward [18].

Définition 5 Une algébre de Heyting-Brouwer est dite doublement de Stone
si les égalités

Txv1lx=1
TxaTTx=0

sont satisfaites.

Lemme 2 Toute algebre U de Heyting-Brouwer vérifiant la condition T est
une algebre doublement de Stone.

Deémonstration: D’aprés les hypothéses et le Lemme 1, on déduit que A
vérifie la condition D et il en résulte que Txv 11x =1 car, d’aprés la
Remarque 2, point d,

Txv1lx=(x =0 v(1x=0)=(xA1x)=0=0=>0=1

Il nous reste 4 montrer que, pour tout x, 1’égalité TxATTx =0 est
valable. En remplagant y par Tx dans la condition T, on obtient

1) (x=Tx)v(Tx=1Tx) =1

Observons que dans toute algébre de Hilbert-Bernays on a vy <
(xr=9y)=yet du fait quexvrix=1,onal=xvlix<(x=Tx)=Tx. On
déduit de 14 que ¥ =>Tx < l'x. L’inégalité opposée étant toujours valable,
on a bien I’égalité

(2) x=Tx=Tx

D’autre part dans toute algébre de Heyting ¥ = 1x = 1x, d’olt
3 Tx=1Tx=1Tx

De (1), en tenant compte de (2) et (3) on déduit
(4) TxviTx=1

Il en résulte MTx<1Tx et Txa TTx< ITxATx=0, ce qu’il fallait
démontrer.

Remarque 3 Dans une algébre de Heyting- Brouwer vérifiant la condition T
on a les égalités qui suivent:

Txv1lx=1
TxaTTx=0
Mxay) = Txv 1y
Txvy)=TxaTy
NMx=11x
IMTx=TTx

Dans une algébre de Heyting-Brouwer la condition T équivaut a
I’égalité
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T (x=y)vIilTxviy=1
car en général 1Txvily <y = 1Tx =Tx = 1y et si T est valable
y=>1Tx = N yalTx)=Tyvilx

Plusieurs présentations des algébres de Rukasiewicz trivalentes ont
été données. En tenant compte du premier systéme d’axiomes fourni par
Moisil [8], p. 84, nous pouvons définir, d’aprés Varlet [16], p. 404, la notion
d’algébre de Lukasiewicz trivalente de la maniére suivante:

Définition 6 Une algebre de Lukasiewicz trivalente est un systéme
(A, A, v, 1, T,0, 1) ol (4, A, v, 0, 1) est un treillis distributif ayant 0 et 1
comme plus petit et plus grand élément; 1 et I sont deux opérations
unaires définies sur A satisfaisant aux conditions suivantes:

V1 xa0x=0; 1(xay)=Ixviy; 10=1
V2 xvlx=1; T(xvy) =Txaly; T1=0
V3 1x=Tlyet Tx =Ty entrvainent x = y

Nous supposerons connues les régles de calcul valables dans les
algébres de Lukasiewicz trivalentes.

3 Relation entre les Algebres de Heyting-Brouwev et de Fukasiewicz
Trivalentes Le théoréme qui suit donne une réponse a la question posée au
début.

Théoréme 1 Pour qu’une algébre de Heyting-Brouwev soit une algebre de
Lukasiewicz trivalente il faut et il suffit qu’elle satisfasse a la condition T.

Démonstration: Soit U une algébre de Heyting-Brouwer vérifiant la
condition T. D’aprés les Remarques 1 et 3 les conditions V1 et V2 sont
satisfaites. Supposons alors que 1x = 1y et Tx = ['y. D’aprés la condition
T'on a:

==y v(flx=Ty)=(x=9y)v(Fy=1Tx) = (x=9y) v(x =1Ty)
Mais de 1fy<yontirex =1y <x=>y donc
1=(x=9y)vix=1Ty) =x=9y

et (1) x <y. En échangeant les rdles de x et y on déduit (2) y <x. De (1) et
(2) onax=y.

Montrons que la condition est aussi suffisante. Moisil [9] a montré que
toute algébre de Lukasiewicz trivalente est une algébre de Heyting. En
vertu de la dualité on peut aussi affirmer que toute algébre de Lukasiewicz
trivalente est une algébre de Brouwer, et par conséquent elle est une
algébre de Heyting-Brouwer. Il nous reste donc & montrer que 1’égalité T
est satisfaite. Varlet [17], p. 464, a montré que dans une algdbre de
Tukasiewicz trivalente I’implication intuitioniste peut s’exprimer au moyen
de l’égalité

x=9=0xvI11Pr(Txvy)
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Donc, en tenant compte du fait que dans une algébre de RLukasiewicz
ATx =TlTx on a:

x=9viyvITx=(TxvIIYAa(Txvy)viyvITx
=(Mxv1lyviypvITx)a(Txvyviyv ITx)
=(TxviviTx)a(lvyvly) =1

4 Axiomes Indépendants pour les Algebres de fukasiewicz Trvivalentes
Nous allons donner dans la suite, un ensemble d’axiomes indépendants pour
les algébres de Lukasiewicz trivalentes.

Théoréme 2 Soit U =(A4, A, v,=,*,0,1) un systeme satisfaisant aux
axiomes suivantes:

Ll x=x=1

L2 (x=y)ry=y

L3 xa(x=>9)=xaY

L4 x=(yrz)=(x=>2)r(x=>y)

L5 x-x=0

L6 xv(x=9)=x

L7 (x=9y)vy=2xvy

L8 (xvy)=z=(y=2)v(x~*2)

L9 x=yv(((x=x)-0)=0@=@0 ) =1

Alors U est equivalent a une algebre de Fukasiewicz trivalente et les
axiomes L1-19 sont independants.

Demonstration: Les axiomes L1-L14 caractérisent (voir [10], p. 159) les
systémes (4, »,=>, 1), olt (4, A, 1) est un inf-demi-treillis ayant 1 comme
plus grand élément et 1’opération = vérifie les conditions suivantes:

Hl siaanx<balorsx<a=>b
H2 ar(la=Db)<b

Des axiomes L5-18 on a un résultat dual. Les é&léments 0 et 1 étant
respectivement le plus petit et le plus grand élément du treillis (4, A, v) on
a bien AQ et BO. Du fait que (4, A, v,=>, 1) est un treillis satisfaisant aux
propriétés H1 et H2 on déduit (voir [4]) que la condition

A5 (xvy)=z=(x=2)a(y=>2)
est satisfaite. D’aprés la dualité 1’égalité
B x=(az)=(x=y)vix *2)

est aussi vérifiée. Ainsi les axiomes L1-L8 caractérisent les algébres de
Heyting-Brouwer. D’aprés le Théoréme 1 le systéme A équivaut donc &
une algébre de Rukasiewicz trivalente.

~

Reste 4 prouver que les axiomes L1-L9 sont indépendants. Pour ce
faire nous allons considérer les exemples suivants:

Indépendance de L1 Soit A={0,a, 1} la chaine i trois éléments. Définis-
sons les opérations a, v et = comme de coutume, tandis que ’opération =
subit la modification qu’indique le tableau suivant:
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=
0
a

O = | O
Q] = |
—_ |

1 0 1

Les axiomes L2-L9 sont vérifiés tandis que L1 ne l’est pas car
a=>a=a+l.

o~

Indépendance de L2 Soit A ={0, 1} la chaine i deux éléments avec les
opérations v et - habituelles, et les opérations => et A définies comme suit:

=10 1 A 0 1
0 1 1 00 O
1 1 1 1 1 1

Les axiomes L1 et L3-L9 sont satisfaits tandis que L2 ne 1’est pas car
(1=0)A0=1A0=1%0.

Indépendance de L3 Soit A ={0, 1} 1a chaine & deux éléments munie des
opérations habituelles de A, v et - et ’opération = définie au moyen du
tableau que voici:

=10 1
0 1 1
1 1 1

Tous les axiomes sont vérifiés i 1’exception de L3 puisque 14(1=>0) =
1al1=1et1A0=0.

Indépendance de L4 Soit A = {0, a, 1} la chaine i trois éléments avec les
opérations v,=>, et - habituelles et 1’opération a définie par:

A|0 a 1
0|0 O O
ala a a
110 a 1

Les axiomes L1-L3 et L5-L9 sont valables tandis que L4 ne ’est pas
cara=>@r0)=a=>a=1let@=0r(la=a)=0a1=0.

Indépendance de 1.5-18 11 suffit de considérer les chaines des quatre
exemples précédents, en laissant invariables les opérations primitives =
et a définies a partir du treillis et en changeant les opérations - et v selon
le cas, en tenant compte de la dualité.

Indépendance de L9 Soit A ={0,a, b, 1} la chaine i quatre éléments munie
des opérations a, v, =>, et - habituelles. Tous les axiomes sont vérifiés
sauf L9 puisque

G=a)v(b=>b)b)=@=(@ *a))=av(l=>0)=av0=a # 1.
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