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Introduction

Nous avons cherché, dans les mémoires précédents 1 ), des surfaces
premières d'une fonction entière f  de deux variables complexes en les
regardant comme des surfaces de Riemann abstraites d'une variable
complexe. En général, des surfaces de Riemann sont classifiées de
diverses façons suivant leurs propriétés analytiques ou leurs propriétés
topologiques. Nous disons ici une surface première de f  parabolique
o u  hy perbolique suivant qu'elle l'est comme une surface de Riemann
abstraite 2 ). Elle sera dite, outre cela, de ty pe (g, n ) si elle est de genre
g  et si e lle a n  composantes de frontière, où g  et n sont des nombres
entiers tels que l'on ait g .> 0 et n 1, pouvant être l'infini. Lorsque
g  e t  n  sont tous finis, elle sera dite simplement d e  t y p e  f in i .  Par-
ticulièrement, elle sera dite algébrique si elle est parabolique et de
type fini. Com m e on sait bien, il en est ainsi pour toute surface
première d'un polynôme.

1) T . Nishino, Nouvelles recherches sur les fonctions entières de plusieurs variables
complexes (I), J .  M ath. Kyoto Univ. 8 -1  (1 9 6 8 ) 4 9 -1 0 0 . (II) Fonctions entières
qui se réduisent à  celle d'une variable, J .  M ath. Kyoto Univ. 9-2 (1969) 221-274.
(III) Sur quelques propriétés topologiques des surfaces premières, J .  Math. Kyoto
U niv . 10-2 (1970) 245-271.

2) Voir, par exemple, L. V . Ahlfors and L . Sario , Riemann surfaces, Princeton, New
Jersey . (1960), p. 204.
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Au moyen de ces propriétés des surfaces premières, on classifiera
les fonctions entières comme ce qui suit. O n appellera c lasse  (E)
la classe formée de toutes les fonctions entières de deux variables
complexes. La classe formée de toutes les fonctions de la classe (E)
n'ayant aucune surface première hyperbolique sera appelée classe
(P )  et celle de toutes les fonctions de la classe (P) , telles que toute
leur surface première soit algébrique, sera appelée c lasse  (A ) . Alors,
on sait déjà que l'on a

Classe (A) C la s s e  (P) C las s e (E ) .

Les fonctions appartenant à  chacune de ces classe auront, je crois,
certaines propriétés propres à  la classe.

En ces termes ainsi définis, les résultats principaux s'énoncent com-
me ce qui suit:

T o u te  f o n c tio n  d e  la c lasse  ( P )  appartient à  la c lasse  (A )  s i
e lle  a su f f isam m en t beaucoup  de  su rf aces p rem ières algébriques.
Presque  tou tes  su rf aces p rem ières d 'une  f onc tion  de  la c lasse  (A )
sont de m êm e ty pe (g, n). D e plus, aucune f onction de la classe (A )
n 'adm et de surf ace prem ière irrégulière de ty pe (B).

Une fois que nous établissons ces énoncés, on peut facilement
voir qu'une fonction entière dont toute surface première soit donnée
par zéro d'un polynôme n'est qu'une composition d'un polynôme de
deux variables et d'une fonction entière d'une variable.

Dans la première partie, on étudiera un système holomorphe de
surfaces analytiques générales afin d'établir une rétraction analytique
autour d'une surface première et un transport d'un système holomorphe
donné par une fonction à  celui donné par une autre fonction en un
ensemble compact. On posera, dans la deuxième partie, le problème
principal et on établira quelques lemmes fondamentaux qui revèlent
une relation intime entre deux surfaces premières situées suffisamment
voisines deux à  deux. L'idée sur laquelle reposaient les mémoires II
et III sera généralisée dans la troisième partie. On formera, pour un
tube normal, un revêtement de type (g, n) et on déformera un domaine
algébrique contenant une partie de type (g, n ) en un domaine algébrique
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de type (g, n). Ce sont aussi les moyens fondamentaux pour étudier
les fonctions entières considérées. La quatrième partie sera consacrée

établir le théorème principal que l'on vient d'énoncér plus haut
premièrement. En même temp, on indiquera le deuxième énoncé.
Dans la dernière partie, on étudiera des fonctions de la classe (A)
et on obtiendra le troisième des résultats principaux. Quelques énoncés
obtenus dans le mémoire actuel ne sont pas, je crois, des résultats
finals.

I. Système holomorphe

1. Définition. Considérons, dans l'espace de deux variables com-
plexes x  e t  y ,  un domaine D  fini et univalent mais d'ailleurs quel-
conque. On se donne ici, pour chaque point p  d e  D , un voisinage
up  de p  contenu dans D  et une fonction f p  holomorphe et non constante
dans u p  de façon qu'elle satisfassent  à  la condition suivante: Pour
toute paire p  e t q  de points dans D  tels que l'on ait u p  n u ,  0, on
a l'égalité identique

a( f p , f q )  _ 0

a(x , y )  —

dans u p  n ug .
De cette donnée {(fp , up ) },  on pourra définir une famille de surfaces

analytiques générales dans D .  C'est-à-dire, à  chaque point p  d e  D
correspond un nombre fini au plus de germes de surfaces analytiques
représentées par les composantes irréductibles en p  de la surface
analytique donnée par l'équation f p (x, y)— a = 0 ,  où a  est la valeur de
f p  e n  p .  En prolongeant analytiquement chacun de ces germes si,
autant que possible dans D , on obtient une surface analytique générale
Sr, d a n s  D .  On appellera la totalité des surfaces analytiques ainsi
obtenues sy stèm e ho lom orphe  de  surf aces dé f in i par la donnée  {(fp ,
u p )}  dans D  ou, en peu de mots, sy stèm e holom orphe. s i,  sera appelé
g e rm e  e n  p  du sy stèm e holom orphe e t  Sp  sera appelée élém ent du
sy stèm e ho lom orphe  engendré  par sp  ou , sim p lem ent, élém ent du
sy stèm e holom orphe. La surface Sp  est déterminée uniquement par
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to u t p o in t p  sur elle-m êm e sauf une infinité dénom brable au plus de
points.

D eux données { (fp , u p ) }  e t  {(gp , vp )}  d a n s  u n  m ê m e  d o m a in e  D
com m e ce  qu i p récéde  dé fin issen t év idem m en t un  m êm e systèm e
holom orphe dans D  s 'i l  y  a  a u  m o in s  u n  p o in t  p  d e  D  pour lequel
on a l'égalité identique

a (fP ' gP ) — 00(x , y) —

dans up nv p ,  puisqu 'il su it de là  que l'on  a  l'égalité  identique com m e
ci-dessus en  tou t po in t de  D .  E lles seront d ites équivalentes l'une
l'autre.

Soit donné un  systèm e holom orphe défin i pa r une  donnée
{ (fp , up )}  dans un  dom aine  D .  Supposons ici que D  est un dom aine
d 'holom orphie . A lors, on peut tou jours attacher à S  une équation
dif f érentielle linéaire de la form e

(1) A (x, y)
au 

 + B (x , y ).--
u  

=0,Ox Dy

où ses coef f icients A (x , y ) et B (x , y ) sont des f onctions holom orphes
dans D , telle qu'elle adm ette, pour chaque point p de D , une solution
g1, holom orphe et non constante dans un v oisinage conv enable v p  d e
p  e t que  la donnée { (g p , v p )}  soit équivalente à  { ( f p , u p )}.

En effect, d'après la définition, le rapport des deux dérivées partiel-
le s  Dfp la x  e t  Ofp lO y  d a n s  up  définit certainem ent une fonction m éro-
m orphe dans tou t D .  E lle  se  représente , com m e on sait b ien , par le
rapport de deux fonctions holom orphes C(x, y )  e t  D (x , y ) d a n s  D , en
permettant que celles-ci ne soient pas relativement premières en local,
pu isque D  est un  dom aine  holom orphiquem ent convexe. D onc, en
posant A(x, D ( x ,  y )  e t  B(x, y)=- —  C(x, y), on a l'équation demandée
certainement.

Réciproquement, si une équation différentielle linéaire de la forme
(1) adm et, en  tou t po in t de  D , une solution locale holomorphe et non
constante les solutions locales définissent un système holomorphe dans
D .  Cette condition est toujours rem plie, com m e on sait bien, pourvu
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que, par exemple, deux coefficients A(x, y )  e t  B(x, y )  ne s'annulent
la  fo is  e n  a u c u n  p o in t  d e  D .  O n dira  que le  systèm e holom orphe
donné ainsi dans D  est défini par l'équation différentielle (1).

2 . R em arques. Une fonction holomorphe f  d a n s  u n  d o m a in e  D
définit naturellement un système holomorphe dans D  dont tout élément
Sp  e s t  fe rm é  d a n s  D , puisque, par défin ition , il est une com posante
irréduc tib le  passan t pa r p  de  la  su rface  ana ly tique  donnée  dans D
par l'équation f—a = 0 ,  o i t  a  e s t la  v a le u r  d e  f  e n  p .  11 e n  e s t d e
m ê m e  p o u r u n e  fo n c tio n  m é ro m o rp h e  p o u rv u  q u 'e lle  n 'a it  a u c u n
point d 'indéterm ination. M ais, le systèm e holom orphe défini par une
fonction méromorphe n'est pas nécessairement défini par une fonction
holomorphe. Par exemple, un système holomorphe donné par l'équation
différentielle linéaire

X
 O u  O u  =0(3x Oy

dans le  d icy lindre  D  d e  la  fo rm e  x l <  2 , y  <2. Ses coeffic ients ne
s'annulent à  la  fo is  e n  a u c u n  p o in t  d e  D .  O n peut voir facilem ent
qu 'e lle  adm et une so lu tion  ra tionnelle  x /(xy  —  1) dans D .  M ais, il
su it  d e  là  q u 'il n 'y  e n  a  a u c u n e  so lu tio n  h o lo m o rp h e  d a n s  to u t le
d ic y lin d re . Je  n e  sa it  p a s  s i u n  sy s tè m e  h o lo m o rp h e  d a n s  u n
dom aine d 'holom orphie D  p e u t ê tre  d é f in i p a r  u n e  se u le  fo n c tio n
h o lo m o rp h e  o u  b ien  p a r u n e  seu le  fo n c tio n  m éro m o rp h e  q u an d  S
consiste seulement en des surfaces analytiques au sens usuel dans D.

U n élém ent d 'un  systèm e holom orphe dans un  dom aine  D  n'est
pas nécessairement fermé. Par exemple, considérons l'équation différen-
tielle linéaire

X 
3  Ou

oaX
—(x 2 y—xy+1)

0 u   
=0ay

d a n s  to u t l 'e sp a c e  d e  x  e t Y. Ses coefficients ne s'annulent à  la fois
en aucun point dans l'espace. O n peut voir facilem ent qu 'e lle  adm et
une solution holomorphe (x y -  dans tout l'espace  à  l'exception de
la  droite  analytique x  =  O . Il su it de là  que tout é lém ent du systèm e
holomorphe sauf la droite x = 0 s'accumule  à  to u t p o in t d e  la  d ro ite
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x =O.
Soit Sp  un élém ent d 'un systèm e holom orphe quelconque dans un

dom aine D .  A lors, la  ferm eture  Sp  d e  Sp  d a n s  D  est un ensem ble
pseudoconcave d a n s  D .  D onc, on peut considérer l'ensem ble dérivé
Sp'  d e  Sp

3 ) . Dans l'exemple ci-dessus, ,' e s t  o u  b ie n  v id e  o u  b ie n
une surface analytique dans D .  M ais, en  généra l, S'p  n 'e s t  p a s  néce-
sairement ainsi. P lus que cela , il peut se  fa ire  que, pour presque tout
élément S , , coïncide avec tout le  dom aine D .  Un tel phénomène
se présente chez l'équation différentielle linéaire suivante.

x(x 2  — 1)-t —  {C (x 2 —1) + flx(x — 1) + yx(x +1)}  aoy"  =0,

où a, fi e t y  sont des nom bres com plexes dont toutes les combinations
linéaires à  coefficientes entiers forment un ensemble partout dense dans
le  p lan  des nom bres com plexes. L 'équa tion -c i adm et une  so lu tion
analytique multiforme eYx2(x + 1)fi(x — 1) 7 dans tout l'espace sauf sur les
droites analytiques x =0, x =1 e t  x = — 1. D onc, on peut voir facile-
m ent que le  systèm e holom orphe dans tout l'espace, défin i par cette
équation, a ledit caractère.

3. Systèmes holomorphes transversaux. S o it  S  un système holo-
m orphe  dans un  dom aine  D .  I l  s e r a  d i t  non singulier s i l 'o n  p e u t
c h o is ir  u n e  d o n n é e  {(fp , u p ) }  q u i le  d é f in it , d e  m a n iè re  q u e , p o u r
ch aq u e  p o in t p  d e  D , deux dérivées partielles Ofp lO x  e t  afp / a y  ne
s'annulent à  la  fo is  en  aucun  po in t dans up . S'il en est ainsi, aucun
germ e du systèm e holom orphe n'a de point singulier. Soient, ensuite,
S ,  e t  S 2  deux systèm es holom orphes non singuliers. Ils seront dits
transv ersaux  l'un it l'autre si l'on  peu t cho isir des données {(fp , u p )}
e t  { (g  vp ) }  qui les définissent respectivem ent, de m anière que, pour
chaque point p  d e  D , le déterminant fonctionnel

a( f p , g p )
0(x, y)

3) T. Nishino, Sur les ensembles pseudoconcaves, J .  Math. Kyoto U niv . 1-2 (1962)
p. 235-245.
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n e  s 'a n n u le  e n  a u c u n  p o in t  d e  up nv p . S 'i l  e n  e s t  a in s i ,  la  p a ir e
( f p , g p )  peut être regardée com m e un systèm e de coordonnées locales
e n  c h a q u e  p o in t p  d e  D.

On aura ici le

Théorèm e 1. S o it D  un  dom aine  d'holomorphie dans l'espace de
x  e t  y  e t  so it  S  un sy stèm e holom orphe déf ini par une seule fonction
holomorphe f  dans D .  A lors, on peut trouv er un autre sy stèm e holo-
m o rp h e  a*  d an s  D  t e l  q u e  S  e t  S *  so ien t tran sv ersau x  l'u n  à
l'au tre  pourv u  que  deux  dériv ées partie lles  Oflax  e t  af lOy  ne s'an-
nu len t à la f o is  en  aucun  po in t de  D.

En effet, grâce  à  O k a 4 ), on peut trouver deux  fonctions X(x, y)
e t  Y(x, y) holom orphes dans D  qui satisfont à  l'équation fonctionnelle
de la forme

af/ax•X(x, y)+ af/ay- Y(x, y)=1,

puisque, d'après l'hypothèse, il est facile de trouver une solution locale
en  ch aq u e  p o in t d e  D  e t  q u e  D  est u n  d o m a in e  holomorphiquement
c o n v e x e . C o n s id é ro n s  ic i u n  sy s tè m e  h o lo m o rp h e  S *  défin i par
l'équation différentielle linéaire

X(x, +Y (x, y)
au 

 =0Ox Oy

dans D .  Ceci est possible certainement puisque deux fonctions X(x, y)
e t  Y(x, y) ne s'annulent  à  la  fo is  en  aucun  po in t de  D .  Alors, il est
a isé  d e  v o ir , p a r  u n  c a lc u l s im p le , q u e  e t  S *  sont transversaux
l'un à  l'au tre .

4. Rétraction et transport. D a n s  to u te  la  se c tio n  a c tu e lle , o n
suppose que D  est u n  d o m a in e  d'holomorphie dans l'e space  de  x  et
y. C onsidé rons, d 'abo rd , un  sy stèm e  ho lom orphe  S  défini par une
seule fonction holomorphe f  dans D .  T out é lém en t de  S  sera main-

4) K. Oka, Sur les fonctions analytiques de plusieurs yaribales, Iwanami shoten.
Tokyo Japan 1961, p. 227.
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tenant appelé  surface  prem ière  de  f . S o it  So une  su rface  p rem ière
quelconque de f . Une application analytique C o d 'un  vo isinage  con-
venable V d e  So , contenu dans D , sur S ,  sera appelée rétraction analy -
tique  au tour de  S ,  si elle satisfait aux conditions suivantes:

1. Pour toute surface prem ière S  d e  f ,  la restriction de C o à S n V,
s'il existe, fait correspondre à  S n  V  une partie  convenable de S ,
d'une façon biunivoque.

2. La restriction de C o S o est l'application identique de S o  sur e lle
même.
Il est évident que la  surface prem ière So d e  f  doit ê tre  non  sin-

gulière s'il y  a  une rétraction analytique autour de  S .
On aura, de plus, le

Lemme 1. Pour toute  surf ace prem ière S ,  de  f ,  on peut f orm er
une rétraction analy tique C o  au to u r d e  S ,  pourv u que deux  dériv ées
partielles Of/ex e t  Of/ay ne s'annulent à  la f o is  en  aucun  po in t de  D.

E n  effect, formons un système holomorphe G*, transversal  à G,
dans D . Soit {(gp , vp) }  une donnée de G* telle que, pour chaque point
p  d e  D , deux dérivées partielles egp /Ox e t  Ogp /ay  ne s'annulent à  la
fois en  aucun point de  v i,. P renons un  po in t que lconque  q  d e  S ,  et
posons

z=f— a et w=g q —b,

o ù  a  e t  b  sont les valeurs de f  e t  d e  gq e n  q  respectivement. Alors,
d'après l'hypothèse, ils font correspondre  à  un voisinage convenable

q  d e  q  u n  dicylindre (y,, y2)  d e  la  f o r m e  lz < n ,  e t  1w1 <12,  dans
l'espace de z  e t  w d'une façon analytique et biunivoque, oit n i  e t  q,
sont des nom bres positifs convenables. D ésignons par Oq l'application
analytique ainsi définie et par  i t  la  p ro je c tio n  d e  (y i ,  y ,)  su r  y2 p a r
laquelle à  (z, w ) correspond (0, w). A lo rs , la  com position  de  tro is
applications 0q-  n• 0,1 est une application analytique de Sq d a n s  bq n S ,
qui satisfait localem ent aux conditions dem andées. D ésignons-la par
Cq . M aintenant, so it V  un  vo isinage  de  So  d o n n é  p a r  la  so m m e  d e
tous les voisinages Si  com m e ci-dessus pour tous les po in ts q  d e  So
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et soit C o une application analytique de V dans So  définie par L  =Ca

dans (5 q t  II est alors aisé de voir qu'elle est bien déterminée et satis-
fait aux conditions demandées complètement. Le lemme a été donc
démontré.

Considérons, ensuite, deux systèmes holomorphes S  e t  S 2 définis
par des fonctions holomorphes f ,  et f 2 respectivement dans un même
domaine D .  On désigne par S .  et Ta des surfaces analytiques dans D
données par les équations f,— a = 0  et h— a = 0  respectivement, où a
est une valeur complexe quelconque. Soit E  un ensemble relativement
compact dans D .  Une application analytique et biunivoque Z  d e E
sur un autre ensemble E ' relativement compact dans D  sera appelée
trans p o rt  d e  c 1 à  2  e n  E  si, pour toute valeur complexe a ,  l'
image par Z  de En Sa coïncide justement avec E' n T. S o i t  S , un
système holomorphe défini par une fonction holomorphe f ,  dans D.
On suppose ici que deux dérivées partielles  3 f 1 /ax e t  Ofday ne s'an-
nulent à  la fois en aucun point de D.

Alors, on aura le

Lemme 2 .  A  tout ensem ble E  relativ em ent com pact dans D  cor-
respondent un v oisinage V d e  E  contenu dans D  et un nom bre positif
g com m e ce qui su it. Pour toute f onction holom orphe f 2 d an s  D  telle
q u e  l 'o n  ait  I f, —f2 l< g  d an s  V , o n  p e u t tro u v e r u n  tran sp o rt d e  S
a  S 2  e n  E , o ù  S 2  est le  sy stèm e holom orphe déf ini par f 2  d a n s  D.

En effet, formons aussi un système holomorphe S *, transversal
S  dans D .  Soit {(g p , vi,)} une donnée de S* telle que, pour chaque

point p  de D , deux dérivées partielles Ogp /ax e t egp /ay ne s'annulent
la fois en aucun point de vp . Comme ce qui précède, prenons, pour

chaque point q  d e E , un voisinage .5„ d e q  e t u n  dicylindre ( Y i ,  y 2 )
de la forme I z I <q , et 1w1 < 2 dans l'espace de z et w qui correspondent
analytiquement et biunivoquement par l'application 4) g  donnée par

z =f,— a et w b ,

où a  e t b  sont les valeurs de f i e t  g ,  en q  respectivement. On dé-
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signe  pa r ( y ,  y )  l e  dicylindre d e  la  fo rm e  I zi <ri i /2 et lm/ <172 /2, et
désigne par l ' im a g e  in v e r s e  d e  (y',, y'2 )  p a r  4) q • En ce m om ent, on
peut toujours trouver un nombre positif E g ,  de m anière que, pour toute
fonction holomorphe f  d an s (y i , y2 )  te lle  q u e  l'o n  a it If  —  zl <e q  d a n s
(y„ y 2 ), l'application donnée par

z ' =f (z , w) et w' =w

so it b iun ivoque  dans (r ,, r2 ). C eci signifie évidem m ent que, si une
fonction holomorphe f 2 d a n s  D  satisfait à  l'inégalité  f 1 —f2I <Bq

 d a n s
.(5q ,  on peut trouver un transport local Zq d e  S , à . S 2  en (5 n E.

D 'après le  théorèm e de  Borel - L ebesgue, o n  p eu t p ren d re  u n  n o -
m bre fin i au  p lus de te ls voisinages ( 5 q de m anière  que la  som m e de

q'  recouvre entièrem ent E . Désignons-les, de nouveaux, par e t  Si

( j= 1 , n )  e t  p a r  ei  ( j =1 , n )  le s  nom bres que  l'on  dé te rm ine
com m e ci-dessus pour (5:i . S o it e  le  p lu s  p e tit  n o m b re  d e s  c i  ( j =

n )  e t  s o i t  V  la  som m e des Si  ( j =1 , n ) .  Maintenant, prenons
une fonction holomorphe f 2 d a n s  D  satisfaisant à  l'inégalité  I f 1

 —f2 1 <e
d a n s  V  m ais d 'a illeu rs  que lconque . D ésignons pa r Z2 le  sy s tè m e
holomorphe défini par f 2 e t  p a r  Zi  ( j =1 , n )  le  transport local de
Z ,  à. S 2  en 5 ';  E  donné  com m e c i-dessus. P osons Z =Z;  d a n s

nE (j=1, n). Il e s t  a lo rs  a isé  d e  v o ir  q u e  l 'a p p lic a tio n  Z  est
b ie n  d é te rm in é e  d a n s  to u t E  et satisfait  à  la  condition dem andée
com plètem ent. D onc, le lem m e a été dém ontré.

II. Tube normal non singulier.

5. Généralité. Soit f (x , y) une fonction entière de deux variables
complexes x  e t y . T ou te  su rface  p rem ière  S  de f  peut être regardée
com m e une surface de R iem ann d 'une variable com plexe de la façon
habituelle. C om m e une surface de R iem ann abstraite, elle est néces-
sairem ent ouverte, m ais il n 'y a aucune autre restriction. U ne surface
première S  de f  sera  d ite  parabolique o u  hyperbolique suivant qu'elle
l'est com m e une surface de R iem ann. O utre cela, S  sera  d ite  de type
(g, n )  s i e lle  e s t d e  g en re  g  e t  s i  e l le  a  n  composantes de frontière,
o it  g  e t  n  son t des nom bres en tie rs  te ls  que  l'on  a it g  0  et n 1,
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pouvant être l'infini. Lorsque g  e t  n  sont tous finis, S  sera dite de
ty p e  f in i. En particulier, si S est parabolique et de type fini, elle sera
dite simplement algébrique.

On appelera, dans la suite, classe (E ) la classe formée de toutes
les fonctions entières de deux variables complexes. La classe formée
de toutes les fonctions de la classe (E ) n'ayant aucune surface première
hyperbolique sera appelée classe (P )  et celle de toutes les fonctions de
la classe (P ), telle que toute leur surface première soit algébrique, sera
appelée c lasse  (A ). Une fonction de la classe (E ), ayant au moins une
surface première hyperbolique, est, je crois, très compliquée. Donc,
nous nous bornons, dan le mémoire actuel,  à  étudier des fonctions de
la classe (P).

Considérons, par exemple, un polynôme quelconque P(x', y ')  de
x ' et y', un automorphisme analytique donné par

x' =0(x, y) et y' = W(x, y)

dans tout l'espace de x  et y et une fonction entière quelconque F(z)
d'une variable complexe z. Posons

(2) f(x , y )=F [P (0 (x , y ), W(x, y))].

Alors, par définition, f  appartient à  la classe ( A ) .  Je traitera, plus tard,
le problème si l'inverse est aussi vrai ou non.

Nous allons ici définir un ordre entre les types des surfaces pre-
mières S  de f. On définit (g, n)S(g', n ')  si et seu lem ent si l'on  a
g . g '  e t g + n g i -E n '.  Une surface première de type (g, n ) sera dite
quelque fois d e  ty p e  (g ', n ') au  p lu s ,  s i  l 'o n  a  (g, n ).< (g ', n '). Une
fonction entière f  sera dite de ty pe (g , n ) si toute sa surface première
est de type (g, n ) au plus et s'il y a au moins une surface première
justement de type (g, n). Lorsque g  e t  n  sont tous fini, f  sera dite
simplement d e  ty p e  f in i. Toute fonction de la forme (2) est toujours de
type fini. De plus, lorsqu'elle est de type (g, n ), toutes ses surfaces
premières sont aussi de type (g, n ) sauf un nombre fini d'elles. Le
but du mémoire actuel est de trouver une condition pour qu'une fonction
de la classe (P ) appartienne à  la classe (A ) et de voir le fait que toute
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fonction de la classe (A ) est de type fini et que, lorsqu'elle est de type
(g, n ) , presque toute sa surface première est de type  (g, n).

6. Surfaces de Riemann paraboliques. Nous allons rappeler, dans
la  section actuelle , la  théorie  c lassique sur les fonctions analytiques
d 'une variable  com plexe. Soit R  une surface de R iem ann ouverte et
parabolique. Prenons un point quelconque P  d e  R  et fixons-le dans la
suite. S o i e n t  w  une coordonnée locale  en  P  e t  W  un voisinage de
coordonnée locale  pour w .  S o it  Wo u n  c e r c le  d e  la  f o r m e  114, 1 <
où j  e s t u n  n o m b re  p o sitif  p lu s  p e tit q u e  l'u n ité . D én o to n s OW, sa
circonférence 1w1=ri e t  R o l a  p a r t ie  d e  R  donnée par l'exception de
Wo d a n s  R.

Alors, comme on sait bien, on a l'énoncé que
L o rs q u 'o n  d o n n e  u n e  fo n c tio n  ré e lle  e t c o n tin u e  0 ( p )  s u r  OW0 ,

o n  p e u t to u jo u rs  fo rm e r u n e  fo n c tio n  h(p ), con tinue  su r R o e t h a rm o -

nique à  l ' in té r ie u r  d e  R o , q u i  c o ïn c id e  a v e c  i l /  s u r  OW0 . E lle  e s t

d é te rm in é e  u n iq u e m e n t q u a n d  o n  y  im p o s e  la  c o n d itio n  q u e  h (p ) est

b o rn é e  s u r to u t R .  D a n s  c e  c a s , e lle  a tte in t s u r OW, sa  p lus  g rande

valeur.

Il s u it  d e  la  q u e , p o u r  to u t  n o m b re  e n t ie r  p o s it if  y , o n  p e u t
trouver d'une façon unique deux fonctions réelles h ( p )  e t  k v ( p ) ,  uni-
valentes sur tout R , bornées dans R o , e t harm oniques sur tou t R  sauf
au  po in t P ,  dans le voisinage duquel W, elles pouvent s'écrire

h(w) = Re(l/wv)+ u(w)

et

icv(w)= Im( 1 /wv) + v(w)

respectivem ent, où u(w ) e t  v(w) sont des fonctions continues, donc
nécessairement harmoniques, et s'annulent en P .  Elles seront appelées
fonctions harmoniques devenant infinies en P  seulement comme Re(l/w)
e t Im(l/wv) respectivement.

M ain tenant, on  supposera  que R  e s t  d e  g e n re  f in i g. Alors,
R  correspond une surface de R iem ann com pacte et de genre g ,  que
l'on désigne par k , telle que l'on puisse regarder R  comme une partie
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d e  k  obtenue par l'exception d'un ensem ble ferm é e  de capacité log-
a rithm ique  nu lle . E lle  est dé te rm inée  un iquem en t  à  l'équivalence
analytique près. En ce m om ent,  h ( p )  et k ( p )  peuvent se prolonger
harm oniquem ent en tout point de e. Traçons 2g cycles fondamentaux
C. e t  Di  ( j  = 1 , ..., g )  su r  k  de la  façon habituelle . O n peut supposer
évidemment qu'ils se trouvent dans 120 . Soit r ( p )  une fonction analytique
ayant h (p )  com m e sa partie réelle et soit -r (p )  celle qui a  k (p )  comme
sa  pa rtie  im ag ina ire . E lle s  se  m e tten t dans W sous la  m êm e form e

w  v + U(w),

o ù  U (w ) est une  fonc tion  ho lom orphe  en  P .  Suivant les cycles C .
e t  Di  (j = 1 , ..., g ) ,  t v

1 ( p )  posséde des périodes /T l ;  e t  i.d vt i ,  i  étant
l'un ité  im aginaire , qu i sont tou tes purem ent im aginaires e t .r ( p )  des
périodes cv

2
;  e t  cq.,./ qu i son t tou tes rée lles. N 'adm ettan t pas d 'au tres

périodes, elle sont toutes deux des intégrales de deuxième espece su r k.
Posons ici

o- v ( p )=  (p ) — (v =1, 2, ...).

E lles son t év idem m ent in tégra les de  p rem ière  espèce  sur k .  Leurs
périodes correspondant à. C i  e t  à  Di  (j =1 , ..., g )  sont, par définition,
de la forme

= c v
2

;  — i• c et f i •=d 2 .—i•cli •v, y,

Cela posé, on aura l'énoncé que
Po u r q u e  le s  p re m iè re s  g  in té g rale s  d e  p re m iè re  e sp è c e  o ( p )

(v=1, ..., g) soient linéairem ent indépendantes, il f aut e t il su f f it que
P  ne soit pas point de W eierstrass de k.

E n  effect, s ' i l  y  a  g  nombres complexes a , ag , n 'é tan t pas
tous nuls, tels que l'on ait

a c o -
i (p )+ + ag -o-

g (p) =constante,

la fonction donnée par

w= eii(ti + 1  D+ •••  ag(q



230 Toshio Nishino

est uniform e sur tout k  puisque toutes ses périodes correspondant
C . e t  Di  ( j=1 ,  ..., g )  sont nulles et elle n'a son pôle qu'en P , avec

un ordre g  au plus. Ceci signifie que P  est un point de Weierstrass
de k .  Inversement, s'il y a une fonction ig  uniforme et méromorphe
sur k  ayant en P  son seul pôle d'ordre g  au plus, tandis que c i ,  ...,
o-g  sont linéairement indépendantes, on pourra écrire so sous la forme

ço =a 0 + a 1 0- 1 + •••+ a o - g -Fb i (T i+ T I )+ • • • + b ,(q + T ) ,

o ù  a y  (v =0, 1, ..., g )  e t  b, (v =1, ..., g )  sont des nombres complexes
convenables. Ceci signifie que le rang de la matrice

( Œ J  Œ vj

f l v j ,  Pv j

est plus petit que 2 g .  Ce qui est une contradiction avec l'hypothèse
que a v (p) (v =1, ..., g )  sont linéairement indépendantes. Donc, l'énoncé
a été démontré.

I l  su it d e  là  que  s i P  n'est pas point de Weierstrass de k , on
peut former une fonction uniforme et méromorphe sur R , qui a en
P  son seul pôle d'ordre g + 1, de la forme

g g+
ço =a 0  + E  av W,— y

1 ) +  E b v (t,i +TD,
v=1 v=1

où a ,  (v =0, 1, ..., g )  e t  by  (v =1, ..., g +1 ) sont des nombres complexes
convenables. D 'après le théorème de Riemann -R och, cette fonction
est unique à  la multiplication et l'addition d'une constante près.

7 .  Relation entre deux surfaces de Riemann.  Nous considérons,
dans la section actuelle, deux surfaces de Riemann ouvertes et para-
boliques R 1 e t  R2 . Supposons que R' (1=1, 2 )  contiennent respecti-
vement des parties connexes et relativement compactes 4 1 (/ =1, 2)
satisfaisant aux conditions suivantes:
1. Il y a une application analytique et biunivoque C de s u r  2•

2. 4 1 (1= 1 , 2 ) sont limitées par n  courbes simples fermées de Jordan
yi (1=1, 2; i = 1 , n )  respectivement.
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Alors, peut ê tre  regardée  com m e un  hom éom orphism e de  A ' sur
A2 . O n suppose  donc  que  l'im age  de  y l  par e s t  y ?  (i =1, n).

Prenons un point quelconque P ,  dans 4 1 et une coordonnée locale
w, e n  P ,  s u r  R1 ,  et fixons-les dans tou te  la  su ite . O n suppose  que
le  vo isinage  W1 d e  c o o rd o n n é e  p o u r  wl  s e  t ro u v e  à  l 'in té r ie u r  d e
4 1 . P o so n s  P2 = C(Pi), W 2  = ( 147 1 ) et w2 =w, '. A l o r s ,  w2 e s t
aussi une coordonnée locale en P 2  ay an t W2  com m e son voisinage de
coordonnée locale sur R2 . Ensuite , soient Wl2  (1=1, 2; ) =1, 2) deux
cercles concentriques de la  form e lw,1<riA, o ù  th, (A = 1 ,2 ) sont des
n o m b re s  p o s itifs , d é te rm in é s  p lu s  ta rd , te ls  q u e  l'o n  a it  th <n2 <1.
D énotons 014nA (1 = 1 , 2; ) =1, 2 ) les circonférences 1w11 = na .  Posons,
de plus, Rt, =R I — W1 e t A b  = — W,1 (1=1, 2).

O n fo rm era  ic i une  fonc tion  U (p ) continue dans A 4 et harmoni-
que dans zI4, te lle  que  l'on  a it U (p )=0  su r OW1 e t  U (p )= 1  sur toutes
le s  y l  (i =1, ..., n). D 'ap rè s  le  p ro b lèm e  d e  D irichlet, e lle  est b ien
déterm inée d'une façon unique. Soit E  un ensemble compact contenant
5W1 mais d'ailleurs quelconque à  l'in té rieur com ple t de  44 et posons

e= Max U(p).
pEs

C om m e on  sa it b ien , le  nom bre  s  ne dépend essentiellement que de
la  grandeur de  la  frontière  de  1 . D e  p lu s , o n  p e u t  d ire  q u 'il  y  a
une relation très intime entre IV e t  R2 s i le  n o m b re  s est suffisamment
petit.

M aintenant, donnons des fonctions continues réelles quelconques
lit ,  e t  t/t2 s u r  awi e t  s u r  OWi respectivement et formons les fonctions
harmoniques et bornées v 1 (p ) e t  v2 (p ) sur R6 et sur Ra de manière que
l'o n  a it  o  ,  e t  1, 2  =0 2  su r  W I  e t  s u r  OWi respectivement. Comme
on l'a dit dans la section précédente, elles sont aussi déterm inées uni-
quem ent puisque, par hypothèse, R '  e t  R2 sont toutes paraboliques.

Cela posé, on aura le

Lemme 3 .  S i l'on a les inégalités

i 01(0 <M, 1 1/1 2(C(P))I < N  et I 'i 'i (P ) - 02((p))1<a
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sur OW1, on a toujours l'inégalité

Iv1(P) — v2 (C(P))1<a+E(M+N)
sur E.

E n e ffec t, la  fonc tion  v * (p )= v 1 (P )— v 2 (C (P ) )  e st con tinue  dans
et harm onique dans l'in térieur de A  6. D e  p lu s , o n  a  le s  in é g a lité s
y *(p)l<a sur 3 W 1 e t  Iv*(p)1<M +N  su r  to u te s  le s  y i  (i =1, n).

Donc, on a l'inégalité

I v*(p) < a + (A4 + N). u(p)

dans tou t z14. Il s'ensuit immédiatement que l'on a l'inégalité demand-
ée. Le lemme a été donc démontré certainement.

Soient ht(p) et k ( p )  (/ =1, 2) les fonctions harmoniques devenant
infinies en P I seulem ent com m e Re(1 /wy) e t com m e Im(l/wy) sur tout
R i  respec tivem en t, où  y  est un  nom bre  en tie r positif  que lconque .

Alors, on aura le

Théorème 2. On a toujours les inégalités

IN(P) — q(C(P))1<e*K, ik,1,(P) - 1 q(aP))1<E*K

s u r E , où  K  est un  nom bre  positif  ne  dépendan t que  des ray ons n i

et 7 2  seulem ent.

E n  effect 5 ), com m e on  sa it b ien , la  fonction  h ( p ) ,  par exemple,
est form ée par le  procédé alterné que voici. Posons, d 'abord , u3(p)=--
Re(l/wvi ). Cette fonction prend certaines valeurs sur O n  O n  f o r m e

alors une fonction harmonique vi(p) dans R4 prenant les mêmes valeurs
que sur 3 W .  O n  fo rm e  ensu ite  une  fonc tion  ha rm on ique  u 1 (p)
d a n s  11/1 prenant les m êm es valeurs que vl — s u r  OWI . On forme
désormais une fonction harmonique v1(p) d an s R 4 prenant les mêmes
valeurs que  u 1 sur W I e t  la  fo n c t io n  u l(p )  d a n s  W I prenant les
m êm es valeurs que  v l  s u r  0147 1  et l'on continue ainsi indéfinim ent.

5) Voir, à  titre d 'ind ication , P icard, Traité d 'analyse, Tom e II pp. 518-523.
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Nous avons donc deux suites de fonctions harmoniques

ul, ul, et vl,

En ce moment, si l'on choisit les nombres t h  e t 712 de manière que
l'on ait l'inégalité

on peut facilement voir que deux séries

td+u1+u1+••• et vl+v1+6+•••

tendent uniformément vers la fonction N (p ) dans 1,17 1  et dans RI, re-
spectivement.

Or, formons les fonctions u (p ) (m  =0, 1, 2, ...) dans 1 9  et v (p )
(m =1, 2, 3, ...) dans R 6 de la même manière que pour les fonctions
4,(p ) et v ( p )  respectivement. Alors, d'après le lemme 3 , on a l'iné-
galité

v,i,g(P))1<4cm'nô- l in (m =1, 2, ...)

sur E .  Il suit de là que l'on a l'inégalité

11 (P) — lq,(C(P))I < 4 e/ni( 1 no) 2

sur E .  Il en est de même pour k ( p )  e t  k,i(p). Donc le théorème
a été certainement démontré.

Maintenant, supposons en outre que R ' (1=1, 2) sont toutes de
genre fini g .  Soient R i  (1=1, 2) les surfaces de Riemann, compactes
et de genre g ,  qui contiennent .12' respectivement. Supposons, de plus,
que l'on peut décrire leurs 2g  cycles fondamentaux C1

.; e t  /Yi  (/ =1, 2;
j =1, ..., g )  à  l'intérieur de t g .  Alors, on peut supposer que C?, et
D3 (j=1, ..., g )  coïncident avec les images de C ) e t  D J par C . Ici,
on prend E  de façon que E  contienne tous les cycles C j et DJ (j =1,
..., g ) .  Formons, comme ce qui précède, les intégrales de deuxième
espèce TP(p ) et t ( p )  (1 = 1 , 2 ;)  sur k ' ayant h ( p )  et k (p )  comme
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partie réelle et partie imaginaire respectivement,  y  é ta n t  u n  n o m b re
en tire  que lconque . D éno tons ic ,  i d e t  c J ,  c / J  (1=1, 2 ; j= 1 ,..., g)
les périodes de TP et de correspondant à  Ci  e t  à  e i  respectivement.

Alors, on aura le

Corollaire 1. On a les inégalités

IcP,14 — cP,̀ , j I <8. K'

(j1=1, 2 ;  j= 1 , ..., g)

où K ' est un nom bre positif  ne dépendant que des C j et D ;  (j =1, ..., g)
et K .

D'après le théorème 2, ceci sera facilement démontré.
Ensuite, supponsons que P ,  n'est pas point de W eierstrass de R 1-

et posons

(7 (p).= TNp)— '0, 1 (p)( 1 = 1 , 2; v = 1 , ..., g)

et

/3 =d,j— i•c/; (1=1, 2 ; v = 1 , ..., g).

A lors, d 'ap rès l'énoncé  dans la  sec tion  p récéden te , le s  p rem ières g
intégrales de premières espèce crt(p) (v =1, . . . , g) sont linéairement in-
dépendantes. Par suite, le déterminant

cc!

/3 P.;
n'est pas nul. Donc, d'après le corollaire 1, on a facilement le

Corollaire 2 .  Si e  e s t  su f f isam m e n t p e tit , P 2  n 'est pas encore
po in t de  W eierstrass de  R2.

Enfin, formons une fonction uniforme et méromorphe de la forme

g 9+1
so —  at, +  E a vt( 1 , E b t ( t ,21 ± , p )— v=1 v=1
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sur chaque R I  (1=1, 2), o ù  a t (v =0, 1, ..., g )  e t  Lit (v =1, ..., g +1)
sont des nombres complexes convenables. Elles sont déterminées
uniquement quand on y impose les conditions que, par exemple, on a

scAg) =0 et soi(gli ) =1

où  g  et g  f  sont deux points convenables dans E  et =C(q) (p =0.1).
On aura alors le

Corollaire 3. On a l'inégalité

1 (P) 2 (C(P)) I < a*K"

dans E , o ù  K "  est un  nom bre positif  ne  dépendant que des  q ,  qi,
K  e t K'.

Ceci sera aussi facilement démontré.

8 . Tube normal non singulier. Soit f(x , y) une fonction entière
de deux variables complexes x  et y. O n traitera, dans la suite, une
surface première de f  comme une surface de Riemann. Considérons
comme d'habitude un tube normal E r  autour d'une surface première
So d e  f ,  avec une valeur a ,  et d'ordre un. Mais, dans le cas actuel,
on prend, comme L, une surface analytique non singulière passant par
un point régulier P o d e  So transversalement, que l'on déterminera plus
tard, au lieu d'une droite analytique. l '  est aussi une partie de L
donnée par l'inégalité !f — ao < p ,  où p  est un nombre positif suffisam-
ment petit pour satisfaire aux conditions indiquées dans le mémoire
16 ), et 2,', est un ensemble de tous les points qui se trouvent sur quel-
qu'une des surfaces premières passant par  F .  F *  signifie le cercle I z —

a o < P  su r le  p lan  d e  z. Ici, supposons que toute surface première
Sz d e  f  dans E - est non singulière, parabolique et de même genre
fin i g .  On désigne par STz une surface de Riemann compact et de
genre g ,  qui contient S .  E n  g én é ra l, Qr signifiera, dans toute la
suite, une hypersphère de la forme I x12 +13,12 < r2 .

Formons, d'abord, un système holomorphe e *  transversal
celui défini par f  dans E r . Ceci est possible certainement puisque

6 )  loc. cit., p. 71.
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E -  est un dom aine d'holomorphie et que, par hypothèse, deux dérivées
partielles af /ax  e t  af lay  ne s'annulent à  la  fo is en  aucun  po in t de  X ,.
A u m oyen de e * ,  on peut trouver une rétraction analytique C o au tour
d e  So dé fin ie  dans un  vo isinage  V o d e  S o . O n  su p p o se  ic i q u e  L
coïncide avec CE, I(P0). C eci est possible certainem ent en dim inuant,
si nécessaire, p  suffisamment.

Eécrivons, ensuite, 2 g  cycles fondamentaux cy e t  Dy ( j =1, ..., g)
d e  So, d a n s  So ,  n e  p a ssa n t p a s  p a r  P o , m a is d 'a illeu rs de  la  façon
habituelle et décrivons une hypersphère Qr °  tellement que tous les cycles
cy  e t  Dy ( j  =1, ..., g )  soient contenus dans la com posante connexe
Sroo d e  So n Qr °  contenant P o . M aintenant, considérons un tube norm al

a u to u r  d e  la  m ê m e  So te l q u e , p o u r to u te  su rface  p rem iè re  Sz

dans I r o ,  Co (Sz n V0)  contienne Sroo• C eci est toujours possib le  pourvu
que  le  nom bre  positif  po , avec lequel ro  e s t  d o n n é  p a r  if —ao l<p o

su r  L , soit pris suffisam m ent petit. A lors, pour chaque S z  d a n s  / r o ,
o n  p e u t p re n d re  2 g  cycles fondamentaux c5 e t  D5 ( j=l ,  . . . ,  g )  de
m anière que l'on ait c0 (c5)=cy e t C0(D5) =Dy.

Prenons, enfin, une coordonnée locale wo e n  P o s u r  So e t un  voisi-
nage  W ° de coordonnée locale pour wo ,  supposé assez petit pour que
W° ne  con tienne  aucun  po in t de  cy  n i  d e  D ?  (j= 1 , ..., g ). Posons
w(x, y) = wo .Co e t  W = C-

0
1 ( Wo) n X r o . A lo rs  w(x, y )  e s t  u n e  fo n c tio n

ho lom orphe  dans W . D e  p lus, on  peu t fa ire  co rrespondre  à  W  le
dicylindre W* d e  la  fo rm e  I wl <1 e t  lz—a o l<p o d a n s  l 'e s p a c e  d e  w
e t z  par la transformation

z =f (x , y) et w = w(x, y)

d'une façon analytique et biunivoque. Par suite, en posant P z =S z  n F o

e t  Wz = W n S z ,  la  restric tion  wz  d e  w(x, y) à  Sz est une coordonnée
locale en P z  a y a n t  Wz comme son voisinage de coordonnée locale sur
S . O n désigne, pour chaque Sz dans I r o , p a r  W 5 le cercle wz i <
(0 < < 1), par W5 la circonférence i w z 1 = n et par Ez l a partie de

C7)1 (S r0°) n Sz obtenue par l'exception de W .
Form ons, sur chaque surface prem ière S z  d e  f  a v e c  la  v a le u r  z

dans E r 0  et pour chaque nombre entier positif y, les fonctions harmoni-
q u e s  h y (p , z )  e t  icv (p, z ) ,  su r  g z , devenant infinies seulem ent en Pz
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comme Re(l/w,v) et comme Im (l/w ) respectivement et posons

I-1,(x, y )=M P, z ) et K v (x, y)=Ic v (p, z)

sur chaque Sz  d a n s  E r ..
Alors, on aura d'abord le

Théorème 3. L es f onc tions 1 -1 ,(x , y ) e t K y (x , y ) sont continues
dans tout E 0  sau f  su r T 0, en lequel elles dev iennent inf inies com m e

Re (  e t
 .0 )v )

et lm ((4 , ( x l, y ) ) , )

respectivement.

E n  effect, considérons une surface première quelconque Sz , d e  f
avec une valeur z 1 d a n s  E r o ,  et décrivons une hypersphère Qr ( r 0 <r).
S oit Srz , la  com posante connexe de Sz , n Qr contenant  P  s o i t  yrz ,
la  f ro n tiè re  d e  Srz ,. O n  su p p o se  ic i q u e  yrz , consiste en un nom bre
fin i d e  co u rb es  s im p le s  fe rm ées. C ec i e s t p o ssib le  en  v a rian t r, si
nécessaire, en peu. Formons, ensuite, une fonction  U 1 (p )  harmonique
dans S —  Wzo te lle  q u e  l 'o n  a it  Urz 1 (p )= 0  su r  av.,' e t  Urz 1 (p )=1  sur
yrz 1 ,  et posons

E r =  Max U  i (p).
peEz

A lors, d 'après l'hypothèse, on peut dire que, pour tout nom bre positif

E 0 )  o n  p eu t av o ir  u n  n o m b re  p o sitif  r*  t e l  q u e  l 'o n  a i t  er <c o  p o u r
r*  < r.  D 'autre part, avec le systèm e holom orphe S * ,  on peut form er
une rétraction analytique C i a u to u r  d e  Sz , définie dans un voisinage
V , d e  S z i . Par suite , on peut prendre un tube norm al E r ,  autour de
Sz ,  de m anière que, pour toute surface prem ière S z  d a n s  2'1 1 ,  ( 1 (S z n
V1 )  contienne Sr, ,. A lors, en désignant par 1//z  l'application inverse de
la restriction de  L  à  sz n V1 ,  on a, d 'après le  théorèm e 2, les inégalités

111,(13, z1) - 1 1 ,(/i.(P), z)1<e o
.K

et

z1) — kOz(P), z)l<80-1(
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sur E z ,  pour toute S z  dans E n , o ù  K  ne dépend que de Sz ,  seulement.
Ceci signifie évidem m ent que 1-1,(x, y )  e t  K v(x , y )  sont continues en
tout point de  S 1  P z ,. Donc le lemme a été démontré.

C onsidé rons le s  fonc tions dans W * défin ies par les in tégra les

et

7 1 ( w ,  z ) = 1 I
0h

v
( 1'

'  
z)

w 1

011,(w z) ' } (dw i +i•dw 2 )
w 2

z )—  

t

f Olcv (w, z) 
w 2

+i •  
a lc , (w

'
z )

(dw i +i•dw 2 )a w

où 
w =w1+ e t  i =  V - 1 .  O n voit facilem ent qu'elles sont toutes

les deux de la forme

1  + F(w, z),

où F ( w , z )  est une  fonc tion  con tinue  par rapport  à  deux  variab les
complexes w e t  z  e t, p o u r  to u t z  fixé dans le  cercle Ft`: iz  ao l < po ,
holomorphe par rapport
pour toutes les deux.

Les restrictions des
peuvent être prolongées
squ'elles sont intégrales

w . O n  s u p p o s e  ic i q u e  l 'o n  a  F(0, z) - - 0

fonctions T !  et T  à  c h a q u e  Sz d a n s  E 1 0

analy tiquem ent sans restric tion  sur Sz pui-
d e  d e u x iè m e  e sp è c e  su r  Sz  a y a n t  hv(p, z)

e t  Icv(p, z ) comme leux partie réelle et partie imaginaire respectivement.
P ar su ite , apprès avoir effectué le prolongement d'autant que possible,
on aura des fonctions définies sur un certain dom aine S

 multivalent
étalé  au-dessus de I  r o  san s po in t c ritique  in té rieu r. O n  le s  désigne
p a r  le s  m ê m e s  le t tre s  T ( p ,  z )  e t  T ,( p , z ) .  Évidemment, elles sont
aussi continues par rapport  à  p  e t z dans S r o . Désignons par i.c yli (z),
i.c/ ( z )  e t  a ; (z ) , d ( z )  (j =1, ..., g) les périodes de T !  et de  T  c o -
rrespondant à  C 5 et à  D5 (j =1, ..., g )  respectivement. Elles sont bien
déterm inées dans T t' d 'une  façon  univalen te . D e p lus en  ra isonnant
comme ce qui précède, on a le

Corollaire 1. L es f onctions i.c! i (z), i.c1 (z), c (z ) et d ( z )  sont
toutes continues dans r„;.
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Posons, ensuite,

2av i (z )= c , i (z)— i.c! i (z) et v j(z )—  id (z )

(j=1, ..., g)

Alors, Œ 1 (z ) e t  f ( z )  ( j  = 1 ,  ..., g) sont aussi continues dans rt .  Donc,
lorsqu'on prend P o te llem ent qu 'il ne soit pas point de W eierstrass de

So, on a l'inégalité

avi(z), c ( z )  =  0

)6 ( z ) ,  / (z)

d a n s  le  c e rc le  T t, e n  d im in u a n t, s i n é c e ssa ire , le  ra y o n  P o  d e  11
suffisam m ent. Il suit de là que l'on a le

Corollaire 2. S i P o n 'e s t p as  p o in t d e  W e ie rs trass  d e  So , aucun
point P z d e  T o  n e  l'e s t  e n c o re  d e  Sz pourv u  que  p o soit suf f isam m ent
petit.

En fin, prenons deux points différents  q  e t  cd, su r  So ,  de marnière
q u 'il y  a  u n e  fo n c tio n  u n ifo rm e  e t  méromorphe so, su r  So ,  ayant en
P , son seul pôle d'ordre g + 1 , te lle  que l'on  ait ço0 (q 6 )= 0  et 9o0 (q6)=1,
posons Lo = C-

0
1 (4 )  n I r . ( .2 =1, 2) e t  qtzi n Sz (p =1, 2) et considérons

une fonction de la forme

6D(P, z )=ao(z )+ av(z)-(T i(P , z)— T iv(P, z))

9+1
+ bv (z )• (T ,i(p , z )+ z)).

v=1

où les coefficients a ( z )  (v =0, 1, ..., g )  et b (z ) (v = 1 , .. . ,  g + 1 )  sont des
fonctions continues dans f  satisfaisant aux équations linéaires hom o-
gènes simultanées

g 9+1
E Œ (z )• a (z )+  E av ; (z)•b v (z )= 0
v=i v=1

g 9+1
E fl (z)•a v (z )+  E fi (z)•b„(z)—() ci =1, ..., g).
v=1 v=1
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Ceci est possible certainement sous les mêmes hypothèse que dans ce qui
précède. D e plus, elle est déterm inée uniquem ent quand on y im pose
les conditions que l'on a

z)=0 et g9(q , z) =1,

en diminuant, si nécessaire, le rayon p o d e  P c;  plus suffisamment. Cela
p o sé , o n  p e u t fa c ile m e n t v o ir  q u e  la  fo n c tio n  yo(p, z) est uniforme
d a n s  E r o  e t con tinue  pa r rappo rt  à  x  e t  y  d a n s  E r °  s a u f  s u r  Fo.
I l suit de là, que l'on a

Corollaire 3. S ous le s  configulations com m e ce qui précède, pre-
nons, pour chaque surf ace prem ière Sz  d a n s  f r o , une  f onc tion  un i-
f o rm e  e t méromorphe ç(p) su r Sz  ay an t  e n  P z  son  seu l pô le  d 'ordre
g +1 , telle que l'on ait  ç ( q )= 0  e t  ç9z ( q ) = l ,  et posons

s0(x, Y) = so.(P)

sur S .  A lo rs , la f o n c tio n  0(x, y ) est bien déterm inée et continue dans
tout E r  sau f  su r l' o .

D ans le  cas où f  soit un polynôme, la fonction so(x, y) est, comme
on sait bien, m érom orphe dans  X -  p a r  r a p p o r t  a u x  x  e t  y .  N o u s
verrons p lus ta rd  le  fa it qu 'il en  est a insi pour le  cas où  f  soit fonc-
tion entière quelconque.

III. Revêtement d'un tube normal

9. Revêtement de type (g, n) d'une surface entière. S o it  S  une
su rfa c e  e n tiè re  d a n s  l'e sp a c e  d e  x  e t y . O n  su p p o se  q u 'e lle  e s t ir -
ré d u c tib le  e t  n o n  s in g u liè re . O n  p re n d , d 'a b o rd , u n  p o in t  P ,  de
S  e t le  f ixe  dans la  su ite  com m e l'o rig ine  de  S .  On prend, ensuite,
deux hypersphères Qr 1  (d1=0, 1), o ù  rA (r o < r i )  sont des nom bres po-
sitifs convenables et, de plus, r, peut être  l'infini. D énotons SA  (À .=
0, 1) les composantes connexes de S n Qr  contenant P, respectivement.
M ain tenant, on  suppose  que S° est de  type  (g, n). Il est évidemment
fini, D é s ig n o n s  p a r  yi ( i= 1 , n )  les courbes ferm ées qui lim itent
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S° dans S1 . On suppose qu'elles sont toutes simples. Cela posé, nous
allons former un revêtement de  5 1 qui est aussi de type (g, n).

Considérons l'ensemble d e  to u te s  le s  p a ire s  (p , 1 ) d 'un  po in t
quelconque p  d e  S '  et d 'une courbe quelconque 1 jo ignant P o à  p
su r  S1 . Définissons dans g  une relation d'équivalence comme ce qui
suit. D e u x  p a ire s  (p, 1) e t  (p ', I ') seront dites équivalentes si et seule-
m e n t s i l 'o n  a  p = p ' et la courbe ferm ée donnée par le produit
peut être ram enée à. une courbe située dans S°, continûment dans S '
sans fa ire  varier les ex trém ités. C ette  re la tion  sa tisfa it év idem m ent
aux conditions d 'équivalence. Par suite, on a l'ensem ble S ° de toutes
les c lasses par rapport à . ce tte  re la tion  d 'équivalence  dans e ,  e t un
revêtem ent de S '  e n  introduissant g °  u n e  to p o lo g ie  d e  la  fa ç o n
h a b itu e lle . O n  le  d é s ig n e ra  p a r  ,g1 ; lo rsque r , e s t  l ' in f in i ,  o n  le
désignera  sim plem ent par g . Il est a lors a isé  de  voir que  g ' contien t
une partie équivalente  à  S°, qu i consis te  en  tou tes  le s  c la sses  qu i
contiennent une paire (p, 1) te lle  q u e  l 'o n  a it  p E S° e t  /c S°. On la
désigne  par la  m êm e le ttre  S° e t au ss i p a r  le s  m êm es le ttre s  yi (i =
1, n) les courbes sim ples ferm ées qui lim itent S° d an s g ' d 'au tan t
qu 'il n 'y  ait aucune am biguïté . D 'après la  définition, g ' coïncide avec
S1 s i e t seu lem en t s i S ' est de  type  (g, n).

Nous allons ici indiquer le fait que
g '  est de type (g, n).

E n  e f fe t , lo r s q u 'o n  a  g  = 0  e t  n =1, ceci est certainem ent vrai
p u isq u e , d a n s  c e  c a s , g l  est, par définition, le revêtem ent universel
de 51 • S u p p o so n s  d o n c  q u e  l 'o n  a  g  =0 et n 2  o u  b ie n  g  1. On
p e u t p a r ta g e r  g ' e n  d e u x  p a r t ie s  p a r  c h a q u e  c o u rb e  yi (i=l, ..., n );
l'une contient S° et l'autre ne la  contient pas. C ar, sinon par exem ple
p o u r Ti . ,  on pourrait trouver une autre courbe sim ple ferm ée /° dans
g l qui rencontre yi .  une et une seule fois. D 'autre part, par définition,
on peut ram ener /° continûment à. une courbe dans S ° . Ceci est l'ab-
surde puisque le nom bre d 'intersection de /° et y , 0  n e  se ra it  p a s  n u l.
Soient d i (i =1, n )  les parties de  g l  séparées par y , qui ne contien-
nent pas S °. Alors, on peut dire que chacune d'elles est homéomorphe
a un dom aine annulaire de la form e a < lu l<b  s u r  le  p la n  d e  u. Car,
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elle  ne peut être  jam ais sim plem ent connexe puisque chaque courbe
y , (i=1, n )  ne  peu t ê tre  con trac tile  su r S '.  D e plus, toute courbe
sim ple ferm ée décrite dans J i peut être aussi ram enée continûm ent
une  cou rbe  dans S °. C eci signifie  que le  groupe fondam ental de d i

est en g en d ré  p a r  la  seu le  c la sse  d'homotopie d e  y i . Donc l'énoncé
a été certainement démontré.

O n  appelera S '  revêtem ent de type (g, n )  d e  S '  par rapport a S .

Considérons, ensuite, les composantes connexes SA (p =1, 2) d e  S n 12r ,`
contenant P o ,  o ù  r ,  e t  r ,  sont des nom bres positifs tels que l'on ait
r 0 < r i <r 2 ,  et considérons leur revêtem ents g '  e t  g 2 d e  t y p e  (g, n)
par rapport à  S° respectivement.

Alors, on a l'énoncé que
O n  p eu t reg ard er n atu re llem en t S '  c o m m e  u n e  p art ie  d e  S 2 •

E n effet, toute  paire  (p , I )  représentant un point de g ' représente
aussi un  point de  g2 pu isque  p  e t  1 se trouvent sur  5 2 . Lorsque deux
paires (p , I) e t (p ', 1 ') représentent un même point de g2 , elles représen-
tent évidem m ent aussi un  m êm e point de g '. Inversem ent, supposont,
pour réduire à  l'absurde, que deux paires (p , I)  e t  (p ', I ')  qui représen-
ten t deux  po in ts d iffé ren ts de  g ' représen ten t un  m êm e po in t de  g 2 •

A lors, d 'après la  défin ition , il y  a  une  courbe  ferm ée /0  décrite  dans
S ° te lle  q u e  le  p ro d u it  /- 1 •/'•/, soit contractile dans 1S2 . Ceci est
l'a b su rd e  p u isq u e , c o m m e  o n  l'a  v u  d a n s  la  se c tio n  1 du mémoire
1117 ), tou te  courbe  fe rm ée  décrite  dans S ' qui n 'est pas con trac tile
d a n s  51 n e  p e u t ê tre  ja m a is  c o n tra c tile  d a n s  S2 . D onc l'énoncé a
été certainement démontré.

C om m e on peut le  voir facilem ent, g '  ne peut être  jam ais para-
bo lique  pourvu  que  r ,  s o it  f in i. D 'a u tre  p a r t , s i  S  est parabolique
e t  d e  ty p e  (0, 2), g  est tou jou rs parabo lique  que l que  so it de  type
d e  S °. M ais, hors le  cas de type (0, 2), on aura le

Théorème 4. dev ient parabolique si et seulem ent si S  est para-
bolique et de  ty pe (g , n). S 'il e n  e s t  ain s i, 3 coïncide avec S .

7) loc. cit., p. 246.
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En effet, considérons le revêtement universel  d e  S .  Il e s t ,  e n
m êm e tem ps, aussi celui de :SI . Faisons correspondre  à S  conforme-
m ent e t biunivoquement au sens de R iem ann un cercle  unité  E  sur le
plan d 'une variable com plexe t. Désignons la transformation par

=A(p).
M aintenant, on coupe S  le  lo n g  d 'u n e  co u rb e  d e  Jo rd an  q u i ren d  S
simplement connexe. Alors, on peut partager E  en  une infin ité  dénon-
brable au  p lus de  parties 6, (i =1, 2, ...), chacune desquelles correspond
par biunivoquement à  la surface S  coupée comme ci-dessus. Comme
on  sa it b ien , le s  a ire s  non  euc lid iennes de  ces Si son t tou tes éga les
l'une à  l'au tre  e t e lles sont fin ies si e t seu lem ent si S  est de type fini
e t parabo lique . D 'au tre  part, considérons un  partage  pare il dj  ( j =1,
2, ...) de  E  par rapport à . P o u r  c e c i, o n  p e u t p re n d re  -d i  de manière

être une réunion de quelquesunes des (51,  puisque e s t  u n  r e v ê te m e n t
d e  S .  D e  p lu s ,  s i  g  ne coïncide pas avec S ,  ladite réunion doit être
en nom bre infin i. D onc, l'a ire  de d i  ne peut être jam ais finie d 'autant
q u e  l 'o n  a it  3' = S .  Donc e s t p a ra b o liq u e  se u le m e n t s i l 'o n  a  g  = S .
Le théorème a été démontré certainement.

10. ReyUement de type (g, n) d'un tube normal.  Il s 'ag it m ain-
ten an t d u  rev ê tem en t d e  ty p e  (g , n )  d 'u n  tu b e  n o rm a l. S o it  f  une
fonction entière de x  e t  y ,  e t  s o i t  So une surface prem ière  de f  avec
une valeur a , .  O n suppose  que  S ,  est d 'ordre un et non singulière.
Soit P o un  po in t que lconque  de  So qui sera fixé dans la  suite  com m e
l'origine de S .  D é c riv o n s , d 'a b o rd , u n e  hypersphère Qr °  et dénotons
sg la  com posante connexe de So n 12" contenant P 0 . O n  suppose  ic i
q u e  S8 est de type  ( g ,  n )  e t que  n  courbes fermées y? (i =1, . n )  qui
lim iten t sg d a n s  So so n t to u te s  s im p le s . E n su ite , e n  p re n a n t u n e
hypersphère 12, '  (ro  < r ')  et en désignant par Sb la composante connexe
d e  So n contenant P o , on peut form er une rétraction analytique Co
autour de  Sb  défin ie  dans un  voisinage V  de  S b , e t on  peu t p rendre
u n  tu b e  n o rm a l I r  a u to u r  d e  S ,  tellem ent que, pour toute surface
première Sz d e  f  dans E , ,  o n  a i t  Co (Sz n v)D S8. On peut supposer
q u e  I "  est la  p a rtie  d e  la  su rface  an a ly tiq u e  L (Po) donnée par
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l'inégalité I f—a o l< p . 1 - *  signifie le cercle s u r  l e  p l a n  d e  z.
Posons I  (

F
) =C -61 (S8) n Z r  et, pour chaque surface prem ière Sz  d a n s  E r ,

S (
z
) =  (S8) n Sz ,  Pz =C6 (P o ) n Sz  e t  77 =C6 1 (y?) n sz (i =1, n ) .  Alors,

S° e s t  é v id e m m e n t d e  ty p e  (g, n )  e t  lim ité e  p a r  n  courbes simples
fermées yzi (i =1, n )  dans S .

E nsu ite , déc rivons une  au tre  hypersphère  Q r  ( r  <r)  t e l  q u e  Q r

contienne 4 .  Pour chaque surface prem ière  Sz  d e  f  d a n s  T F ,  soit
S ;  la  com posante connexe de Sz ne2" contenant Pz  e t  s o it  E r ,  la  r é -
union  de  tou tes ces parties 5 ;  p o u r  z E /"*. E n  ce  m o m en t, il n 'y  a
qu 'un  nom bre  fin i au  p lus de  S ; qui ont au m oins un point singulier
su r  Szr. Désignons-les, à  nouveau, par Sri  ( j  = 1, m )  et désignons par
Dr le dom aine obtenu  à  p a r t i  d e  Err  par l'exception de toutes ces sur-
faces exceptionnelles S ';  (j = 1, ..., m). Posons Dro  = Dr n Tr=T n D"
e t  r: =T* — {U ai },  o ù  ai  ( j  =I, ..., m ) sont les valeurs de  f  en S .

M aintenant, form ons, pour chaque S ;  dans D ',  le  re v ê te m e n t grz
d e  ty p e  (g, n ) par rapport à  S (

z
) c o m m e  o n  l 'a  fa it  d a n s  la  se c tio n

précéden te . T ou t po in t de  g ; est rep résen té  par la  pa ire  (pz , lz) d'un
point p z  d e  S'z'  e t d 'une  cou rbe  /z  joignant Pz à  p z  s u r  S',". Soit d*
l'ensem bre de tous les points qui appartiennent  à  que lqu 'une  de  ces
revêtements grz . A lo rs , e n  fo rm a n t, p o u r  c h a q u e  S ;  d a n s  D ',  une
rétraction analytique a u t o u r  d e  S ", o n  p e u t  d é f in ir  d a n s  d '*  une
topologie comme on l'a fait dans la section 2  du mémoire 1118 ). D'où,
o n  a  u n  d o m a in e  multivalent sans poin t critique  in térieur é ta lé  au-
dessus de D ',  dans lequel g; est une surface analytique non singulière
d e  ty p e  (g, n). O n l'appe lle ra  rev êtem ent de ty pe (g, n )  d e  Dr p a r
rap p o rt a D r° , e t le  désignera  par  C o m m e  o n  l ' a  v u  d a n s  l a
section précédente, grz contient S .  P a r  s u i t e ,  B r  contient aussi une
partie équivalente à. Dro  c o n s is tn a n t en  tou tes ces S12. On le désignera
aussi par la  m êm e le ttre  D .  Donc, Br con tien t Fr e t  Pz ( z e n ')  etc.
naturellement. D e  p lu s ,  s i  l 'o n  a  rc, <r 1 < r 2 , rz2 contient grz l. Par
su ite , lo rsqu 'on  form e B r i  e t  D r2  com m e ce  qu i p récède , on  peu t
regarder naturellement D ri com m e une partie de Dr2 sauf au-dessus des
surfaces exceptionnelles pour D"2.

81 loc. cit., p. 249.
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D 'ap rès le  m êm e ra isonnem en t que  ce lu i fa it dans la  sec tion  2
du mémoire 111 9 ), on a l'énoncé que

L e rev êtem ent D r de  ty pe  (g , n ) de  D r par rapport à  Dro  e s t  u n e
variété de S tein.

D'où, grâce à  O k a " ) ,  on peut form er, sur B r , une fonction pluri-
sousharm onique 0 ( p )  c o n tin u e  te lle  q u e , p o u r  to u t n o m b re  ré e l a ,
la  partie  donnée par l'inégalité  0 < a  dans s e  t r o u v e  à  l'intérieur
c o m p le t d e  D r .  D ésignons par srz la  co m p o san te  irréd u c tib le  d e  la
partie de grz , d o n n é e  p a r  0 < a ,  contenant P z ,  s i e lle  ex is te  e t p a r  13rOE

la  réunion de toutes ces partie srz-. Cela posé, on peut dire que
Pour tout :SI

 zr dans 13r, si .
OE est de ty pe (g, n) pourv u que a surpasse

un nom bre positif  conv enable a z q u i d é p e n d  d e  z .
E n effe t, com m e on  sa it b ien , tou te  fonction  ho lom orphe  g  sur
peut s'approcher uniform ém ent d 'une fonction holom orphe sur g z

a l'intérieur complet de srz - puisque 13;.' est holomorphiquement convexe
par rapport à  D r e t que  srz-  e st non  singu liè re . C ec i s ign ifie  que  srz-
e s t d e  ty p e  (g , n) si srz -  c o n tie n t  S 2 , puisque ,S1  zr e s t  d e  ty p e  (g, n).
Donc, l'énoncé a été démontré.

1 1 .  Passage au dom aine algébrique. O n concervera, dans la  se-
ction actuelle, les configulations et notations données dans la section
précédente. Décrivons dans F *  m  cercles fermés di  ( j  = 1, m )  d e  l a
forme lz — <  g i  n e  c o n te n a n t  p a s  a ,  o ù  si  (j =1 , m )  sont des
nombres positifs suffisamment petits pour que l'on ait di , n di , = 0 pour
toute paire  d 1  d i ,  ( j ,  j 2 ), et décrivons en outre un cercle F ' de la
form e lz—a 0 i< p ' o ù  p ' est un  nom bre  positif, p lus petit que  p  mais
suffisamment voisin de p , pour que l'on ait F '  d i  (j =1, m ) .  Posons
F;.= F' — (u d i )  et désignons par E r  la  p a rtie  d e  D r form ée de tous les
p o in ts  d e  S ;  a v e c  u n e  v a le u r  z  d a n s  P r ,  e t  p a r  E r  la partie de /3r
qu i se  trouve  justem ent au-dessus de  E r .  O n  p o s e  Di, =D  n E r et
E; =D; n E r .  O n pourra  a lo rs p rendre  a  de  m anière  que , pour tou t z
dans F;, srz -  so it de  type  (g, n) et contienne S .  C eci est toujours pos-
sible certainement.

9) loc. cit., p. 251.
10) loc. cit., p. 204 . On suppose de plus que posséde la propriété (P 1 )  au sens d'Oka.
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N ous a llons ic i app liquer le  lem m e 2. P renons une  hypersphère
Qr " (r < r" )  te lle  q u e  la  c o m p o sa n te  c o n n e x e  21  d e  (E r  — u S i ) n Qr "

contenant E r n 'a it  a u c u n  p o in t e n  le q u e l Of/ax e t  Of/ay s'annulent
la fois. A lors, on peut form er un systèm e holom orphe G * transversal

celui ,  défini par la fonction entière f. D onc, d 'après le lem m e 2,
on  peu t trouver un  po lynôm e G(x, y )  d e  x  et y suffisamment voisin
de  f  d a n s  Qr" p o u r q u e  l'o n  p u isse  a v o ir  u n  tra n sp o rt Z  d e  S i

S 2  e n  E r ,  o ù  S ,  est le  systèm e ho lom orphe  défin i par G  dans I .
C'est-à-dire, Z  est une transform ation analytique et b iunivoque de Er

sur un autre dom aine  4 . E n désignan t par Tz une surface prem ière
d e  G  avec une valeur z , la  restric tion  de  Z à une surface prem ière
S ;  d a n s  Er fait correspondre  à  S ; une surface prem ière Trz  d a n s  zi•
d 'une  façon  b iun ivoque , où  T; = Tz n zlr. O n peu t ic i suppose r que
l'im age  de  Ero p a r  Z , que l'on désigne par A r° , e s t co n ten u e  d an s  V.
Cela posé, on peut prendre la partie F(G ) sur L  donnée par 1G— aa (< p
et on peut considérer comme d'habitude le tube normal Z r (G) autour de

To par rapport  à  G , o ù  To est la surface prem ière de G  avec la valeur

a , .  Ar e st év idem m ent une  partie  de  E T ( G ) .
Considérons, ensuite, l'équation algébrique de trois variables com-

plexes x , y  e t  z  de la forme

z—G(x, y)=0

On suppose ici que la fonction donnée par la solution de cette équation
par rapport à  y  n 'a  pas de  pô le  dans tou te  portion  fin ie  de  l'espace
d e  x  e t  z. Ceci est toujours possible, en variant, si nécessaire, G  un

peu. A lors, on a naturellem ent une projection  i t  d e  to u t l'e sp ace  d e  x

e t  y  sur le  dom aine d'holomorphie d e  la  so lu tio n . S o it R ° l'image de

r ( G )  p a r  7r. Il est un dom aine multivalent étalé au-dessus du domaine
produit (T*, C), o ù  C  signifie  tou t le  p lan  de  x. E t so it  R  la partie

d e  R ° étalée justement au-dessus du domaine produit (f",., C ) .  De plus,

posons R r = n(A r )  e t  R;=n(ziro ). Par définition, on a évidemment R','„ c
R r c R .  O n désigne par R (z ') la  section de R  par la droite analytique

d e  la  fo rm e  z = z ' dans (F'r , C). Il est l'im age d'une surface prem ière
Tz ,  d e  G  avec la valeur z ' dans Er (G)  par la projection 1r. Considérons,
ensuite , la  pro jection  de  la  surface  critique  de  R  d a n s  (F * , C ). Dé-
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signons-la par E .  O n suppose que E ne contient aucune droite analy-
tique de la  form e z = c .  Ceci est toujours possible en variant, si néces-
saire, G  u n  p e u . A lo rs , E est une réunion finie de parties de courbes
algébriques, chacune représentée par une fonction algébrique

x = (z).

D o n c , il n 'y  a  q u 'u n  n o m b re  f in i d e  p o in ts  d a n s  l ;  en lesquels au
m o ins une  des fonc tions 4 z )  a  u n  p ô le ,  u n  p o in t  c r i t iq u e  o u  u n
point équivoque" )  ou encore quelques-unes d'elles ont un point équivo-
que . D ésignons tous ces po in ts par b, (v =1, ...,1). O n peut ic i sup-
poser que  les by  son t tous d istincts de  a 0 , en  varian t si nécessa ire  G
un peu.

Considérons, mainetenant, une représenta tion  conform e au  sens
d e  R ie m a n n  d e  la  p a r tie  F,9 d e  1"; obtenue par l'exception de tous
le s  p o in ts  b , (v =1, / )  s u r  le  c e rc le  u n ité  E  d a n s  le  p la n  d 'u n e
variable complexe t. Désignons par

z =A(t)

la  fonc tion  défin issan t ce tte  rep résen ta tion . O n  peu t supposer a 0 =
A (0). A lo rs , o n  au ra  u n  d o m a in e  multivalent étalé  au-dessus du do-
maine produit (E, C) comme l'image inverse de R  par la représentation
A. O n  le  d é s ig n e  p a r  0  e t la  tra n sfo rm a tio n , in d u ite  p a r  A , d e  0
d a n s  R  p a r  la  m ê m e  le t tre  A. L a projection de la  surface critique
de 2 3 dans (E, C) se compose d'un nombre fini de courbes analytiques,
disjointes l'une de l'autre, chacune représentée par une fonction holo-
morphe et uniforme dans E:

x = ( t )  ( i  =1, ...,

o ù  1( t )  e s t  u n e  c e r ta in e  b ra n c h e  d e  (A(t)). D é sig n o n s  p a r  23, l'
image inverse de R" p a r  A  et par 2 30  c e lle  d e  R ro  p a r  A.

C eci é tan t, nous a llons fo rm er un  revê tem ent 0  d e  ty p e  (g, n)
d e  0  par rapport à  230 . Suivant le m ode de form ation indiqué dans

1 1 )  On dit qu'une fonction analytique multiforme e  sur le p lan de z  a un point
équivoque en z ,  si l'on  a e1(z0)=e2(z0), où  61 e t  e , sont deux branches diffé-
rents de E en z0.
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la  s e c t io n  2 , fo rm o n s , d 'a b o rd , p o u r  c h a q u e  se c tio n  0 (0  (t' E)
d e  0  p a r  la  d ro ite  a n a ly tiq u e  t = t ',  un  revê tem ent g ( t )  d e  ty p e
(g, n) d e  0 (0  par rapport  à  section 0 0 (0  d e  0 0  p a r  t = t ',  et définis-
sons une topologie de la façon habituelle dans l'ensem ble de tous les
points appartenant à  quelqu 'une  des -eV ). O n  peu t le  fa ire  fac ilem en t
e t  o n  a u ra  le  re v ê te m e n t v o u lu  i. E n  c e  m o m e n t, o n  v o it  q u e  la
projection de la  surface critique de ..0-• d a n s  (E, C ) coïncide avec celle
d e  0 , puisque, par définition,  e s t  n o n  r a m i f i é  a u - d e s s u s  d e  0.
M aintenant, considérons dans 0 r la  com position  de  tro is transform a-
tions tp= z - i-z - i.) ,.  Elle est une transformation analytique de Or  dans
Er . D e plus, elle induit naturellem ent, com m e on peut le voir facile-
ment, une transformation analytique d'une partie convenable  u i,  d e  g
d a n s  E r .  O n désigne  ce tte  transfo rm ation -c i pa r la  m êm e le ttre  tfr,
ce qui ne donne naissance  à  aucune  am bigu ïté . D éno tons 52 l'image
inverse de Erc, p a r  (k. La section (2(t) de  S2 par t = t' est l'image inverse
de sr.; par tk, o ù  z , =2(t , ).

C ela posé, nous allons déform er g selon l'idée fondam entale que
l'on  a  exposée  dans le  m ém oire  IP 2 )• S o it E ° le cercle Ill <n°,
ri° est un  nom bre  rée l positif  p lus pe tit que  l'un ité , m ais d 'a illeu rs

quelconque, et soient 0 °, g °  e t  Q° le s  p a r tie  d e  0 , d e  g  e t  d e  S2
situées justem ent au-dessus du dom aine produit (V, C ) respectivement.
Ici, pour dim inuer la difficulté qui aura lieu  à  cause  de  la  fo rm e de
il°  dans le  raisonnem ent ci-dessous, on fait correspondre  à i l °  u n

dom aine  p rodu it de  la  fo rm e (E°, 9-S(0)), o ù  g (0 )  signifie la section

d e  g  p a r  t =0, d'une façon homéomorphe et sans changer la coordon-
n é e  t. C eci est tou jou rs possib le  pu isque , com m e on  a  vu  dans la
section 5 du m ém oire  II"), il en  est de  m êm e certa inem ent pour 0°.
L e  d o m a in e  se ra  d é sig n é  p a r i'5° pou r s im p lifie r  l'é c ritu re . S o it 4)
l'homémorphisme d e  —0 °  s u r  t ° e t  s o i t  Sl° l'im a g e  d e  Q° p a r  4).
Posons, de plus, =  i(0) ( i = l, ..., y). I l  s 'a g i t  d e  la  r e f o n te  d e  t °.

Soient l  (i =1, les demi-droites linéaires issues des points
représentées par un paramètre réel s  sous la forme

12) lo c .  c i t . ,  pp. 236-248.
13) lo c .  c i t . ,  p. 240.
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x =s( 0  — Yco )+ xo

o ù  xo  est un point choisi de m anière qu 'aucune paire /i e t  li2 (i i i 2 )
n e  s e  supperposent p a s  l 'u n e  su r  l 'a u tre , e t  so ie n t L i ( i=1 , p )  les
ensem bles de points de la  form e E° x li . C oupons les feuillets de t °
le  long  de  ces L i ( i =1, p). Alors, t ° se sépare en une infinité dé-
nom brab le  au  p lus de  feu ille ts un iva len ts st sim plem ent connexes.
Désignons les par 1);  ( j  =1, 2, ...). Soient coi  ( j  =1, 2, ...) les parties de
S2° située sur Zi . Évidemment, co;  son t v ide , sauf un  nom bre  fin i au
p lu s de  co;  p u isq u e  0 ° est relativement compact dans .±5. Lorsque co i

est non vide, il consiste respectivement en plusieurs composantes con-
nexes coj h  (h  =1, 2, ...). Pour chaque j ,  on classifiera toutes les compo-
santes connexes wi h ,  co m m e ce  q u i su it. D eu x  co m p o san te s  coi !, et
coi h '  appartiennent à  m êm e c lasse  si e t seu lem ent si l'on  peut jo indre
u n  p o in t p  dans co i ' ,  e t  u n  a u tr e  q  dans coi h '  par une courbe linéaire
qu i se  trouve  dans P ° et que l'on  peut ram ener à  une courbe située
s u r  Z i ,  continûm ent dans le  dom aine t °, sans varier les extrém ités
p  e t  q. Il est a lors a isé  de voir qu 'il n 'y  a  qu 'un nom bre fin i au  p lus
de  c lasse  d iffé ren tes su r chaque  feu ille t 1);  ( j  =1, 2, ...). D o n c , m;

étant le nom bre des classes sur Z i , la  som m e de  tous les nom bres m;

est aussi finie puisque m;  sont nuls sauf un nom bre fini d 'eux. Posons
m —Etrif . M aintenant, on  prépare  m exemplaires Z;, (k =1, m )  de
(CO, C)—  U L i e t  o n  d é c r i t ,  s u r  c h a q u e  e x e m p la ir e  Z ;„  toutes les
composantes appartenant à  une et une seule classe sur quelqu'un des Z .I .
Ensuite, on met ces exemplaires e n  c o n t ig u ï t é  d e u x  à  deux  le  long
des certaines coupures, de manière  à  obtenir un  dom aine qui contient

à  son intérieur com m e avant. D 'après le m êm e raisonnem ent que
dans le m ém oire 111 4 ), ceci est certainem ent possible. On désigne par
-15° le  dom aine ainsi obtenu et désigne la  partie  ij ° qui est réapparue
sur Z o par la m êm e lettre P°.

On verra ici le fait que
T oute section de 55° p a r t = t ' (t' E°) est de  ty pe  (g , n )  et para-

bolique.
P our l'e ffe t, nous a llons, d 'abo rd , d ire  que  tou te  courbe  sim ple

1 4 )  lo c .  c i t . ,  pp. 243-245.
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fermée W. d éc rite  su r 15° peut être ramenée continûment à  une courbe
ferm ée située  dans S2°. Prenons un point quelconque p o  s u r et
faisons tourner un point p  le long de  e  d e  p o p o  dans un  certa in
sens. Supposons que p o  se trouve sur le feuillet 1);, i e t le  p o in t p passe
par les feuillets 1);„ e t  Vk  o ù  succesivement.
Soient L q (q=1,..., I) les jointures de 1);, a  e t  1);‘ ,  par lesquelles p  passe

aussi succesivement. Sans restre indre  la  généra lité , on  peut tou jours
supposer que chaque Lk g (q =1, ..., I)  coupe D° effectivement en défor-
m an t W, si nécessaire, continûment et convenablement. Désignons par
co'q (q =1, ..., I)  les com posantes de D ° que se trouvent sur 31);,g  e t  s u r

re spec tivem en t e t qu i son t contigues e n  Lk g  l 'u n e  à  l 'a u tre .
Prenons, pour chaque q , un point d a n s  o r, e t  u n  a u t r e  p , dans
coq ,  qu i peuven t se  lie r  pa r une  d ro ite  linéa ire  c„ d a n s  D °  su r
e t d é c r iv o n s  u n e  c o u rb e  lin é a ire  d ,  d a n s  D ° ,  p a r t a n t  d e  p'q  e t
terminant à  lo g + ,  (p i + , = p i ) ,  q u i d é fin it c e  q u e  o r , e t coq + , appartien-

nent à  m êm e classe  sur le  feuille t orig inaire  de t ° .  En ce m om ent,
com m e on  peu t le  vo ir fac ilem ent, on  peu t aussi ram ener d, à  u n e
courbe située dans Zi g +  sans varier les extrém ités p'q  e t  pq , , ,  continû-
ment dans le nouveau domaine Z ° . Form ons ici la courbe ferm ée W*
d o n n é e  p a r  le  p ro d u it  c1 .d1 .c2 .d2 c i .di . A lo rs , il e s t  é v id e n t q u e
deux courbes fermées e t  W* so n t homotopes d a n s  t °  puisque tout
feuillet 1),', est sim plem ent connexe. D onc, la  courbe peut ê tre
ramenée à  une  courbe  située  dans D °, continûm ent dans Z°.

I l su it  d e  là  q u e  to u te  s e c t io n  1:5°(r) d e  15° p a r  t = t' (t ' E E°)
est de  type  (g, n ) au  p lu s  e t d e  g en re  g  puisque par hypothèse /P (t ')

est de type (g, n). Soient, ensuite, 2, (i =1, n ) les composantes con-
n e x e s  d e  la  f ro n tiè re  d e  S.2° d a n s  Z ° . A lors, on  peut d ire , d 'après

l'énoncé ci-dessus, que chaque 2 i s é p a r e  Z °  en  deux  pa rtie s ; l'une
c o n tie n t D °  e t l 'a u tre , q u e  l 'o n  d é s ig n e  p a r  B i , ne le  contient pas.

M aintenant, on  va voir que tout B i ne  peu t ê tre  bornée . P our l'e ffe t,
rappelons encore  une fo is ce  que la  fonction  donnée par la  so lu tion

de l'équation g(x, y) —z =0 par rapport à  y  n 'a  pas de  pô le  à  distance
fini. E n  te n a n t c o m p te  d e  c e  fa it , il e s t  a isé  d e  v o ir  q u e  c h a q u e  2 i

ne peut entourer aucune partie  bornée sur le  dom aine orig inaire  i5°.
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Considérons, sur chaque feuillet Z i  ( j =1, 2, ...) d e  t ° ,  les parties
lim itées par les parties de 2 i ,  s'il existe, qui ne contiennent aucun
point de Q °. D'après la forme de la coupure L i ,  il est impossible que
toutes ces parties soient bornées. Donc, il en est de même pour 1%.
Ceci signifie que B i n'est pas bornée certainement. D 'après ce que
l'on a vu jusqu' ici, l'énoncé en question a é té  démontré complètement.

Enfin, par l'intermédiaire de l'homéomorphisme  4 , faisons, pour
le domaine /3°, ce que nous avons fait jusqu'ici pour 15° tout parai-
lélement. Alors, on obtiendra un domaine multivalent q u i s' étalé
au-dessus de 

(c o ,
 C )  et contient f r ,  dont la section dequel p ar t = r

est pour tout t '  dans E° parabolique et de type (g, n). On le désigne
par 0°.

On dira passage au dom aine algébrique par rapport it E ç ce que
l'on forme à  partir de 13r contenant Ecc,  le domaine 0 °  contenant Q°
comme ce qui précède. La transformation analytique de 0°, contenu
dans 0°, sur P ;  sera désignée aussi par la même lettre tfr.

IV . Fonctions de la classe (P).

12. Type d'une surface première. S o it f (x , y) une fonction
entière de deux variables complexes x et y. On suppose que f  apparti-
ent à  la classe ( P ) ,  c'est-à-dire, il n'y a aucune surface première hyper-
bolique de f .  Nous voulons chercher, dans la partie actuelle, une
condition pour que la fonction f  appartienne à  la  c lasse (A ), c'est-à-
dire que toute surface première de f  soit de type fini. Avant d'aller

ce sujet, on verra ici quelques propriétés élémentaires concernant le
type d'une surface première de f.

Soit So une surface première de f  e t  soit p o un point régulier
quelconque de So . En prenant deux nombres positifs r ,  e t r2 ( r 1 <r 2 ),
décrivons les hypersphères (i =1, 2) et dénotons S i ,  la composante
irréductible de So n Q ri  contenant p o . S o i t  (g i , ni)  le type de  S .

Alors, on peut dire que l'
O n a tou jours les inégalités g , =.5g 2  e t  g  i +n, 2 +n 2 .
D'après le lemme 1 du mémoire III"). On peut facilement le

1 5 ) loc. cit., p. 246.
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démontrer.

En suite, soit Si ( i 2, ...) une suite infinie de surfaces premières
quelconques de f  tendant vers une surface entière T. T  consiste alors
en un certaine nombre de surfaces premières de f ,  conjuguées deux

deux. On les désigne par Sb (v =1, ..., 1), 1 pouvant être l'infini.
On aura alors le

Théorème 5 .  Si toutes les S i (i=1, 2, ...) sont de type (g, n), chaque
Sb' (y=1, ..., 1) est de type (g, n) au plus.

En effet, (g v , n )  étant le type de S ,  supposons, pour réduir
l'absurd, que l'on a, par exemple, (g 1 , n ,)> (g , n ). Prenons, sur chaque
Si ( i =1, 2 , ...) , un point pi de m anière que la su ite des po ints pi

tende vers un point p o d e  S ,  qui est un point régulier de T .  On
peut alors décrire une hypersphère Q r telle que, (g ", n") étant le type
de la composante irréductible s  d e  S V  Qr contenant po , on ait ou
bien g " > g  ou bien g "+ n "> g + n ,  que Qr contienne tous les points
pi ( i  =1, 2, ...) et que la frontière de s  consiste en n "  courbes linéaires
simples et fermées qui ne passent par aucun point singulier de T.
Soient qi  ( j= 1 ,  m ) ,  les points de T  qui se trouvent sur s. On
peut décrire, pour chaque q1 , une hypershpère fermée yi  autour de
qi  intérieurs à  Qr  et assez petite pour que toute composante irréductible
de s n yi  soit simplement connexe et qui ne contienne aucun des points
pi (i= 0 , 1, 2, ...), et que les yi  soient disjointes l'une de l'autre. Posons

= Qr
 -  u y;  e t s° =s n d. Il est évident que s° est connexe. Désignons,

pour chaque i, par si la composante irréductible de S i n Q r contenant
pi e t  p a r  s ?  celle de s i n z1 contenant aussi pi . Alors, il est aisé de
vo ir que l'on  peut regarder s ?  comme un revêtement topologique
au-dessus de s° à  un nombre fini de feuillets, dès que i surpasse un
certaine nombre entier io . (g ? , n ? ) étant le type de S?, on aura d'abord
pour i >  i0  g ?  g "  e t  g ? + n ? g "  + n "  + m . Il en  résu lte  q u e  l'o n
a g  g "  e t  g +n g "  + n " . Ceci est, d'après l'énoncé ci-dessus, en
contradiction avec l'hypothèse. Le théorème a été donc démontré.
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13. Problème auxiliaire. Considérons, à  nouveau, dans l'espace
d e  x  et y  une fonction  en tière  f ( x ,  y ) .  S o it So une surface prem ière
d e  f  d 'o rd re  u n  e t a v e c  u n e  v a le u r  a „ .  e t  so it  E r  u n  tu b e  n o rm a l
autour de  So sous les significations habituelles des notations. F *  signi-
f ie  le  c e rc le  lz—ao l< p  s u r  le  p la n  d e  z. M aintenant, en désignant
par e  l'ensemble de tous les points z ' dans T * tels que la surface prem-
ière S z ,  de f  avec la valeur z ' dans 2' r  soit non singulière, parabolique
e t  d e  ty p e  (g , n ), supposons que ao  appartient à  e  e t q u e , p o u r u n
nom bre  positif  a  que lque  pe tit qu 'il so it, la  capac ité  logarithm ique
d e  e n  F : n 'est pas nu lle , où  F :  e s t u n  c e rc le  d e  la  fo rm e  z — (1,1 < a.
D ans ces circonstances, nous nous proposons le problèm e auxiliaire
suivant:

T ouv er un  tube  norm al I r o au to u r d e  S , te l  q u e  to u te  s u rf ac e
p re m iè re  d e  f  d an s  f r o  e s t n o n  s in g u liè re , p arab o liq u e  e t d e  ty p e
(g, n).

14. Tube normal spécial. P re n o n s , d 'a b o rd , u n  p o in t  P o , q u i
n 'est pas de  po in t de  W eierstrass de  So ,  sur S c,. S o i t  wo u n e  co o r-
donnée locale en P o s u r  S o  e t  s o i t  Wo la  pa rtie  donnée  pa r Iw o  < 17
s u r  S0 , o ù  n  e s t u n  n o m b re  p o s itif  p lu s  p e tit  q u e  l 'u n ité . A lo rs ,
il ex is te  p a r  h y p o th èse  u n e  e t u n e  seu le  fo n c tio n  méromorphe v 0 (p)
s u r  S o  t e l le  q u i  a i t  e n  P ,  son  seu l pô le  d 'o rd re  g  +1  et qu i pu isse
s'écrire au voisinage de P o de  la  fo rm e

1 a l a g  
V o ( w o ) = g +i + g +••• + + 0 (w 0 )wo wo wo

o ù  0(w0)  est une  fonc tion  ho lom orphe  en  P o e n  l e q u e l  o n  a  0(0)
=0. O n  d ir a , d a n s  la  s u ite , q u e  te lle  fo n c t io n  v 0 (p )  satis f ait  au x
conditions (K ) par rapport a w 0 .

C onsidérons, ensuite , la  surface  de  R iem ann R o d o n n é e  p a r  l'
im age de So de  la  fonction

w = çoo(P)

étalée au-dessus de la sphère de R iem ann d 'une variable com plexe w.
D 'a p rè s  l 'h y p o th è se , il n 'y  a  q u e  n  p o in ts , q u e  l'o n  d é s ig n e  p a r  Pi
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(i =1, n ) ,  qui ne correspondent aucun point de So . Soient ai ( i
=1, n )  les coordonnées de p i ,  et décrivons, pour chaque i, trois
cercles concentriques y't (y = 1 , 2 , 3 )  su r  le  p lan  d e  w  de la forme
w —œi l < 6 ,„  o ù  si, ( g  = 1 , 2 , 3 ) sont des nombres positifs tels que l'

o n  a it  61 <6 2 <6 3  e t  62 —61 =6 3 - 6 2 = 6 * .  O n suppose ici que, y'it
=1, 2, 3; i  =1 , . . . ,  n )  étant les composantes connexes, contenant p i ,
des parties de R o qui se trouvent justement au-dessus de  y  respec-
tivement, toutes les v't n'ont aucun point critique que au-dessus de
a ,  au plus et les y? n'ont aucun point commun deux à. deux. Ceci
est toujours établi pourvu que l'on prend 63 suffisamment petit. Alors,
les y',̀  sont tout simplement connexes. On désigne par 1".), (i =1, n)

les parties de So auxquelles correspondent à  y? —y' p a r  çD, respective-
ment.

Décrivons, dans l'espace de z  e t  y , u n e  hypersphère Qr0 suffis-
amment grande pour que la composante connexe S 8  d e  So n Qr0 con-
tenant P o contienne toutes les parties ID, (1=1, n). Alors, il est
aisé de voir que sg est de type (g, n )  puisque, zlo étant l'im age de
sg par sc, ,  dans R o , il y  a  dans chaque y l  (i =1, n )  une et une
seul composante de frontière de  4 .  D ésignons par y? (1=1, n)

ces composantes de frontière et par y t  celles de S 8  correspondent
y? par soo . On pose E0 =S8— Wo .

Ici, on peut supposer que S 8  satisfait aux conditions suivantes;
1. Soit R ,  une surface de Riemann compacte de genre g  contenant
une partie d, qui correspond à. A 0 d'une façon analytique et biuni-
voque, m ais d 'a illeu r quelconque. Dénotons ik cette transformation
de zlo sur  A .  C ela posé, le po int P ,  correspondant à  Po p a r  ti/ n '
est pas point de Weierstrass de R 1 .

2. Soit w , la coordonnée locale en P ,  sur R ,  telle que l'on ait wo

=w 1 -1//, et soit soi ( p )  une fonction méromorphe, satisfaisant aux con-
ditions (K ) par rapport à  w1,  sur tout R 1 . Cela étant, on a l'inégalité

149o(P) — 45' i(tfr(P))1 <e *

dans .E0 .
D'après les corollaires 2  e t 3  du théorème 2 ,  il suffira pour cela

de prendre le rayon r o d e  Qr° suffisamment grand.
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E nfin , cho isissons un  tube  norm al Er 0  a u to u r  d e  S o  com m e ce
q u i su it . E n  p re n a n t u n e  h y p e rsp h è re  Q '"  (r o < r )  et en  désignant
par Sb la com posante connexe de S o n Q ' "

 con tenan t P o , form ons une
rétraction analytique C o a u to u r  d e  S b  défin i dans un  voisinage V  de
S b . D 'ap rès  le  co ro lla ire  1  du  théo rèm e  1 , on  peu t le  tou jou rs  fac -
ilem en t. C e la  p o sé , o n  p eu t tro u v e r u n  tu b e  n o rm a l I  r o a u to u r  d e
So te l q u e , p o u r  to u te  su rfa c e  p re m iè re  Sz d e  f  dans E r  l 'o n  a it
Co (s z n V) s8, o ù  T o  e s t  la  p a r t ie ,  d o n n é e  p a r  f — ao l< p o , d e  la
surface analytique L o = C-

0
1 (P 0)  e t  po  e s t  u n  c e r ta in e  n o m b re  p o s itif

p lu s  p e t i t  q u e  p .  Posons XII. = C -61 (S8) n E Pz = Sz  n Lo e t  S z° = S2

nz? o , o ù  Sz  est une surface prem ière de f  dans E r °  avec la  valeur z.
N ous dém ontre rons, dans la  sec tion  16 , que  tou te  su rface  p re -

mière de f  dans E 1-0 est parabo lique  e t de  type  (g, n).

1 5 .  Fonctions rb.“ (z) et rh o (z). O n  co n se rv e , d an s  ce tte  sec tio n ,
les notations dans la  section précédente, m ais on désigne par E s , a u
lieu  de  E r  o , le  tube norm al considére pour sim plifier l'écriture. Rap-
pelons ic i les configurations é tablies dans les sections 10 et 11  sous
les m êm es significations des notations. En prenant un nom bre positif
r  p lu s  g ra n d  q u e  r ,  m ais d 'ailleurs quelconque et en décrivant une
hypersphère Qr ,  on considère S;, Dr, Db et D r ;  e t en  p renan t une  fon-
ction plurisousharmonique 0 (p ) su r /3 r, une  partie  r ;  d a n s  f *  e t u n
nom bre positif a convenablem ent, on considère Er, te l que , pour tou t
z  d an s T',,, Srz- contienne  S .

Cela étant, définissons, d'abord, une fonction th,„(z) dans I"; comme
c e  q u i su it. C o n sid é ro n s , p o u r  u n  p o in t z  d a n s  P ,.,  une surface de
R iem ann  com pacte , que  l'on  désigne  par R ; ,  d e  g e n re  g  contenant
une partie qui correspond  à  srz -  d'une façon analytique et biunivoque,
m ais d 'a illeu rs quelconque . C ela  posé , en  iden tifian t la  partie  avec
srz -, o n  d ir a , d a n s  la  s u ite ,  q u e  R'z  c o n t ie n t  srz -, d 'au tan t qu 'il n 'y
a it aucune am biguïté . A lors, d 'après l'hypothèse , P z  n 'e s t  p a s  p o in t
de W eierstrass de  R .  P a r  s u ite , o n  p e u t  fo rm e r  u n e  e t  u n e  s e u le
fonction méromorphe so z (p ), qui satisfait aux conditions (K )  par rap-
port à  wz ,  su r  R'z ,  où w z est la  coordonnée locale  en  P z  s u r  Rrz  te lle
q u e  l 'o n  a it  w z = wo .Co . D 'a p rè s  a u ss i l 'h y p o th è se , la  fo n c tio n  soz(p)
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satisfait à  inégalité

I wo(Co(P)) — ç, z(P)I < c '

sur S .  Considérons ici une surface de Riemann R z , étalé au-dessus
de la sphère de Riemann de w, donnée par l'image de R'z  par la fon-
ction

w = ça.(P)

et soit zIrz - la partie de R z  qui correspond justement  à  s';- par la même
fonction. A lors, pour chaque cercle y? ( i=l,  n ) ,  il correspond
une seule composante de frontière, que l'on désigne par 13 rzl  d e zIrz-,
qui se trouve au-dessus de y?. Désignons par p  la projection de fl;-,
dans y?, dénotons d(firz-i )  le diamètre de /3;1 et posont

D(srz “, R z ) =M ax  d(fir4).

Ceci est déterminé par srz -  et par R .  Posons enfin

(z)= sup log D(s;-, R z)

m i s u p  est pris pour toutes les surfaces de Riemann compactes R'z
de genre g  contenant srz-, comme ce qui précède.

Il est évident que si, srz - c ssz o, on  a  l'ingégalité

qra (z)---k

puisqu'une surface de Riemann contenant ssz o contient naturellement
srz-. De plus, on aura ici le

Lemme 4 .  Po u r r  e t a f ix é s , n,..(z ) est une fonction dem i-con-
tinue supréieurem ent de z  dans F;.

En effet, prenons un point z o  d an s F ; arbitrairement et une suite
z i  ( j  =1, 2,...) de points dans F; tendant vers z 0 . Supposons que l'on a

limq,..(z; ) = m.

D'après la dfinition, i l  y  a, pour chaque z j ,  une surface de Riemann
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R'i  c o m p a c te  d e  g e n re  g  contenant srz rs; e t une  fonction  çnz i ( p )  méro-

morphe sur tout R  sa tisfa isan t aux  conditions ( K )  par rapport à wz ,

(wz i  =w 0 .( 0 )  te lle s  q u e  l'o n  a it

m = lim log D(srz l,

Considérons une rétraction C' au tour de  Srz 0 définiée dans un voisinage

IP  d e  Srz 0  e t p renons une  su ite  de  nom bre  rée ls a , (v =1, 2,...) s'augu-

m entant et tendant vers  Œ. A lo rs , p o u r  c h a q u e  a ,, on peut trouver
une transform ation analytique et biunivoque O h ,  d e  srz -or sur une cer-
taine partie cr i ,  d a n s  srz r.; au m oyen de C', dès que j  surpasse un certain
nombre entier j , ,  dépendant de a,. C onsidérons, dans srz-0r, des fonctions
méromorphes ( j > j , ) .  Évidemment la famille {çoi ,,}  est nor-
m ale. D onc, on peut extraire  de la  fam ille  une suite (p =1, 2,...)

q u i te n d  uniforment vers une fonction méromorphe, que l'on désigne

par çø°, d a n s  to u t  srz -0 . En ce m om ent, on peut supposer que la suite
de surfaces de R iem ann R , (12=1, 2,...) étalées au-dessus de la sphère
d e  R iem an n  d e  w, données par le s  im ages de  R'h ,  par les fonctions
w=w i p , ,  tend  vers une  surface  de  R iem ann R o qu i est com pac te  e t

de  genre  g  e t q u i co n tien t srz-o ,  puisque chaque R ,  n'a qu'un nom bre
déterminé de points critiques.  R 0  étant déterm inée, la fonction v °  peut
se  p ro longer d 'une  façon  év iden te  en  une  fonc tion  méromorphe sur
tout R o . D 'au tre  pa rt, d ésignons pa r la transformation analytique
et biunivoque de SZ, su r S°.  qui est induite par la rétraction C o . A lo rs ,
il e s t év id en t q u e  la  su ite  d e  tran sfo rm a tio n s  d o n n ées  p a r
( 1=1, 2,...) d e  S20 su r  c e r ta in e s  p a r tie s  d a n s  g z . tend uniformément
vers la  transform ation identique de S20  su r  e lle -m êm e . P a r su ite , ço°
sa tisfa it aux  conditions ( K )  par rapport à  wzo (w 0 =w 0 0 ). De ce
que l'on a dit jusqu 'ici, il déduit im m édiatem ent que l'on a

m D(4-0, Ro ),

pu isque  l'on  a it cri »  c srz 7i . I l su it d e  là  e t d e  la  d é f in itio n  q u e  l'o n  a
l'négalité ri,..(z o ) m . L e lem m e a été  donc dém ontré.

Il s'agit maintenant de la fonction q . ( z ) .  Supposons qu'une surface
première S e ,  d e  f  dans E r  est non singulière. A lors, on peut prendre



258 T osh io  N ish in o

une suite de paires (ri , ai )  ( j  =1, 2,...) de nombres positifs et une suite
de domaines Tr'i  de m an ière que z '  soit contenu dans T ri et que la
suite srz i,",  tende vers  S . .  Ceci nous permet de poser, sous les mêmes
significations des notations que dans ce qui précède

eic,o (z)=inf log D ( s ,  R'),

où inf est pris pour toutes les parties ,srz , d e  gz , contenant Sz° ‘ et pour
toutes les surfaces de Riemann compactes R ' de genre g  contenatn

srz el. Alors, on aura le

Lemme 5. O n  a  q o z (z')=  —  00 s i  e t  s e u le m e n t  s i  S z , est para-
b o liq u e  e t  d e  ty p e  (g , n). Inv ersem en t, s 'il en  est ainsi, lo rsqu 'on
prend une suite sr il ,  tendant v ers g' z ,  et, pour chaque srz1 J ,  une surface
de R iem ann com pacte R : i d e  g e n re  g  c o n te n an t  s' zc i  arbitrairem ent,
on a toujours

lim log D(sie, R : ) = — c o .

En effet, supposons, d'abord, que l'on a 1 (z)— — 00. Alors, d'-
après la définition, on peut prendre une suite de parties sre ,  d e  ge ,

une suite de surfaces de Riemann compactes R';  de genre g  contenant
S%7 •1 e t la  su ite  de fonctions yai  méromorphes sur tout R';  satisfaisant
aux conditions (K )  par rapport h we ,  de manière que l'on ait l im  log
D(srpei, 1Z:) = — 00. I l est a lo rs a isé  de vo ir que la  su ite  s r e ,  tend vers
gz ,. Par suite, on peut extraire de la suite yo;  la suite partielle yo , qui
tend vers une fonction ç90 méromorphe sur tout S .  puisque la famille
{çoi }  est normale. Évidemment ço 0 satsifait aux conditions (K ) par rap-
port à  w z .. De plus, on peut faire correspondre, par la fonction w

= ç , à gz , une surface de R iem ann R °, qui s'étale au-dessus de la
sphère de R iem ann de w  e t  q u i n 'a  q u e  n  points frontières. Ceci
signifie que est p arab o liq u e . P ar su ite , d 'ap rès le  th éo rèm e 4, S .
est elle-m êm e parabolique et de type (g, n). Inversement, supposons
que S .  est parabolique et de type (g, n). Alors, il y a une et une seule
surface de Riemann compacte R ' de genre g  contenant S .  à  l'équi-
valence analytique près. Par su ite, lorsqu 'on prend une suite s'II ,

tend vers S i ., une suite de surfaces de R iem ann com pactes R ;  de
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genre g  contenant 5 ri7J et la suite de fonctions yo j  s u r  R  sa tisfaisant
aux conditions (K) par rapport  à  w ,  com m e ce  qui précède, on  voit,
d 'ap rès le  coro lla ire  3  du  théorèm e 2 , que  la  su ite  yoi  tend uniform é-
m ent vers la  fonction  q 0  m érom orphe  s u r  to u te  R ' satisfaisant aux
conditions ( K )  par rapport  à  w .  C ec i sing ifie  que  la  cond ition  est
suffisante et que le deuxièm e énoncé du lem m e est vrai certainem ent.
D onc le lem m e a été dém ontré.

1 6 .  Démonstration. Supposons ici, pour réduire  à  l'absurde, qu'il y
a  d a n s  le  tu b e  2 -  considéré une surface prem ière S c  d e  f  avec une
valeur c  q u i e s t n o n  s in g u liè re  d a n s  to u t E r  m a is  q u i  n 'e s t  p a s
la fois parabolique et de type (g, n). D 'après le  lem m e 5, on a nco (c)=
—m> — 00. S o i e n t  a ,  r  e t  M  tro is  nom bres positifs  te ls  que  l'on
a i t  ro < r  e t q u e , p o u r  to u t z  dans n ,  S rz -  contiennent S 2, mais d'ail-
leurs quelconques, e t so it e(ot, r, M ) l'ensem ble de points dans
donné par nr .(z )< — M . Cet ensemble est ouvert puisque '4,, est demi-
continue surpérieurem ent. A lors, d 'après le  m êm e raisonnem ent que
d an s la  sec tio n  4  d u  m ém o ire  III" ) , o n  p eu t tro u v e r tro is  n o m b res
positifs a, r  e t M  e t une  partie  1- ;  contenant c  de manière que l'ensem-
ble e(Œ , r, M )=e*  satisfasse à  la condition suivante :

Lorsqu'on form e une fonction it(z ), continue dans r * ,  sousharm-
onique dans 1- *  et harmonique dans  — e*, te lle  q u e  l 'o n  a it  h(z)=
—M s u r  e *  e t  h(z )=0  su r la  c irconfé rence  de  r * ,  on a  l'inégalité

h(c)< —2m.

M ain tenan t, en  concervan t le s  sign ifica tions des no ta tions que
l'on a données dans la  section 11, on considère un passage au dom a-
ine algébrique par rapport  à  Ê .  C 'est-à-d ire , on  considère , d 'abord ,
une représentation conform e au sens de R iem ann d 'une partie de TP,
obtenue à  p a r t i  d e  r; par l'exception d'un nom bre fini de points criti-
ques sur le cercle unité  :  t l <  1 , d a n s  le  p la n  d 'u n e  v a r ia b le  c o m p -
le x e  t. D ésignons par z  =2(t) la  transform ation  e t supposons pour
la  sim plic ité  que  c =2.(0). Ensuite , on considère un cercle Œ ° : tl <
(ri < 1) tel que l'on ait
1 6 ) loc. cit., pp. 254-256.
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21r
- h(.1(ne'°)).d0> —m.27-c

Il e st tou jou rs possib le  si l'on  p rend  F,.'  et ri convenablement. Enfin,
o n  fo rm e  u n  d o m a in e  a lg é b r iq u e  0 °  éta lé  au-dessus du  dom aine
produ it (E°, C ) ,  o ù  C: x  <00, satisfaisant aux conditions suivantes :
1. P o u r to u t t' d an s E°, la  section 0 ° (r )  d e  0 °  p a r  la  d ro ite  t = t'
est non  singulière , parabolique e t de  type  ( g , n).
2. I l  y  a  u n e  p a r t ie  Q ° d a n s  0 °  et une transformation analytique
0  d e  0 °  dans E  te lle  q u e  la  re s tr ic t io n  d e  vi à  tou te  sec tion  0° (t ')
( t ' E E ° )  fasse correspondre  à  la section S-2 °(r)  de  0 °  par la  droite  t =t ',

s rd  d 'u n e  facon analy tique  e t b iunivoque, où  z' = 2(r).

E n  reg a rd an t 0°(t) E  E °) avec les points  à  l'infini com m e une
surface de Riem ann com pacte de genre g  contenant srz “ (z  =2(0), for-
m o n s  u n e  fo n c tio n  ço(p, t) méromorphe s u r  t o u t  0  ° (t) satisfaisant
aux conditions (K )  par rapport à  wz . A lors, com m e on sait b ien , la
fonction so(p, t )  est une fonction méromorphe par rapport  à  d eu x  v a -
riab les com plexes sur tou t 0 ° ,  puisque 9 3 °  est un dom aine algébri-
que' 7 )  .

Ici, ra p p e lo n s  u n e  p ro p rié té  d 'e n se m b le  pseudoconcave. S o it  E
un ensemble pseudoconcave dans le dom aine produit (5 , C ) de la forme
1.xl < r  e t  lyl <00 dans l'espace de x  e t  y ,  tel que tout section  E .  d e
E  par la  d ro ite  x =x' est bornée uniform ém ent en m odule et soit d(x)

le diamètre de  E .  A lo rs , o n  a  l 'é n o n c é  q u e  la  fo n c tio n  lo g  d(x ) est
sousharmonique d a n s  6 1 8 ).

E n vertu  de cette  proprié tés, on  peut d ire  que

17) E n  e ffe t, on  peu t regarder .0-5 com m e un  dom aine d'holomorphic d'une fonc-

tion analytique donnée par la solution de l'équation algébrique F(t, x ,y )=y m +
a 1 (t, x)yy" - 1 + • • • +a.(t, x )= 0 , o ù  aj (t, x ) (j =1, m )  sont des polynôm es de x
ayant, comme leurs coefficients, des fonctions holomorphes de t dans % ° . Par
suite, en vertu des conditions (K ) ,  la fonction so peut être exprimée uniquement

p a r  ço = (t, x, y) -(a Fla y• (x —p(o)a+1} - 1, o ù  0 (t, x , y) = bo (t, + • • • ± b„,_,(t, x ),
bk ( t ,  x )  ( k = 0 ,  . . . ,  m - 1 )  sont des polynômes de même caractère que a i ( t ,  x )  et

p(t) est une fonction holomorphe dans telle que, au-dessus de la surface analy-

tique x — p (t)=0 , il y a un seu l pôle de ço. De plus, les conditions qui détermine
cet expression-ci sont tout analytiques par rapport à  t. Donc, yo est certainement

méromorphe par rapport à. deux variables.
18) loc. cit., pp. 230-231.
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L a f o n c tio n  d e  t donnée par

p ( t )  log D(s';-, Z(t) z = ) (t)

e s t sousharmonigue d an s  E°.
En effet, 0° — 52° se sépare en  n  ensembles pseudoconcaves

(i =  , n )  e t  so(p, t) est holomorphe dans chaque De plus.
l'image de 1  par la fonction w =ço(p, t) se trouve, d'après l'hypothèse,
dans l'un  des dicylindres (ye, E°) dans l'espace de w  e t  t. Donc,
p(t) est le maximun de n  fonctions sousharmoniques et, par suite, p(t)
est certainement sousharmonique dans E°.

Comparons, mainetenant, la fonction p(t) à  la  fonction  h*(t)
donnée par

h*(t) =h(A(t))+  (21'1 ) 2  
—  r 2

27r ) o n 2 + r 2  — 2nr cos(ço-0)
h ( . 1 ( n e i ° ) ) d 0

o i  t = re i(P . D'après l'hypothèse, on a l'inégalité

p(t) h*(t)

pour tout point frontière de E °  et pour tout point de e*, o ù  e *  est
tous les points qui correspond  à  un  po in t de  e  par lar fonction z =
A (t), puisque l'on a, de l'hypothèse, p (0 5 0  su r to u t E °  e t  p(t)-
17 (.1.(t)) dans E ° .  Par suite, l'inégalité ci-dessus subsiste dans tout
E °  puisque h*(t) est harmonique dans E° — e*. Donc, on a l'inégalité

p(c) h*(t)5_ — ni.

Ceci est en contradiction avec l'hypothèse.

Il s'ensuit de là que toute surface première Sz  d e  f  dans E r  est

parabolique et de type (g, n ) pourvu qu'elle soit non singulière. D'
autre part, d 'après le m êm e raisonnem ent que l'on a fait dans la
démonstration du théorème 2  du mémoire 11 19), il n'y a aucune surface
première de f  ayant des points singuliers dans E .

D 'après ce que l'on  a d it jusqu 'ic i, on  a le

1 9 ) loc. cit., p. 269.
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Lemme fondamental. S o it  f  u n e  f o n c t io n  e n t iè re  d e  x  e t  y  e t
so it  Er  u n  tu b e  n o rm al au to u r d 'u n e  su rf ac e  p re m iè re  S , d e  f , d '
ordre  un  e t av ec  une  v aleur a 0 . D ésignons par e  l'ensem ble  de  tous
le s  p o in ts  z  d an s  r*  te ls  q u e  la su rf ac e  p re m iè re  S z  d e  f  a v e c  la
v aleu r z  d an s Ir so it n o n  s in g u liè re , p arab o liq u e  e t d e  ty p e  (g , n ) .
S upposons que e contient a, et que, pour un nom bre positif  p' quelque
p e tit  q u 'il so it, la c ap ac ité  lo g arith m iq u e  d e  e  n  p*, est positiv e, où
F*, est le  cercle  lz — a 0 1<p'.

A lo rs , i l  y  a u n  tu b e  n o rm al  X 1-0 au to u r d e  S , te l  q u e  to u te
su rf ac e  p re m iè re  d e  f  d an s  I  r o  so it non  s ingu liè re , parabo lique  e t
de type (g, n).

1 7 .  Conclusion. C onsidé rons, dans l'e space  de  deux  va riab les
co m p lex es  x  e t y , u n e  fo n c tio n  en tiè re  f ( x ,  y ) .  O n  su p p o se  q u e  f
appartient à  la  c la s se  ( P ) .  D e  p lu s , o n  s u p p o s e  q u 'i l  y  a ,  s u r  le
plan d'une variable com plexe z ,  un ensem ble de points e  de capacité
logarithm ique  non  nu lle  te l que , pour tou t z  de  e ,  i l  y  ait au m oins
une surface prem ière de f  avec  la  va leu r z  q u i e s t  d e  ty p e  f in i.  I l
est a lo rs a isé  de  vo ir que  l'on  peu t p rendre , pour une  certa ine  pa ire
d'entiers g  e t  n ,  un tube norm al  q u i  s a t is f a i t  a u x  c o n d it io n s  q u e
l 'o n  a  d o n n é e s  d a n s  le  le m m e  fo n d a m e n ta l. C a r , il  n 'y  a  q u 'u n e
infinité dénombrable de types différentes et toute réunion dénombrable
au plus d 'ensem bles de capacité logarithm ique nulle est aussi de cap-
acité logarithmique nulle.

En ce moment, on peut dire que
T oute surface prem ière S z d e  f  d an s  c e  tu b e  n o rm al est non

singu lière  e t de  ty pe  (g , n ) sau f  pour la v aleur z  appartenan t  à  u n
certain ensem ble f erm é de capacité logarithm ique nulle.

En effet, considérons l'ensem ble de tous les points z dans T *  tels
que la  surface prem ière  S z  d e  f  avec  la  va leu r z  dans X ,- so it  n o n
singu liè re  e t de  type  (g, n). C e t ensem ble  adm et par hypo thèse  une
composante connexe contenant au m oins un point intérieur. A lors,
d 'ap rès  le  lem m e fondam en ta l, 93  e st ouve rte . D e  p lu s , d 'ap rès  le
th éo rèm e  5 , p o u r to u t p o in t z ' q u i se  tro u v e  su r  la  fro n tiè re  d e
et à  l'in té r ieu r  d e  f * ,  la surface première S z ,  d e  f  avec  la  va leu r z'



Nouvelles recherches 263

dans I  est de  type  (g, n ) au  p lu s. D onc , la  fron tiè re  de  o3 dans F*
est de capacité logarithmique nulle puisque toute somme finie d'ensemble
de capacité  logarithm ique nulle  est aussi de  capacité  logarithm ique
nulle. Ceci signifie que l'énoncé est vrai certainement.

D 'a p rè s  le  th é o rè m e  d e  Borel - Lebesgue, o n  p eu t reco u v rir  to u t
l'espace sauf une infinité dénom brable au plus de surfaces prem ières
d 'ordre  é levé de f  d 'une infin ité  dénom brable  au  p lus de  tubes nor-
m aux  / r i  (1 = 1 , 2 ,...)  autour de surfaces premières Si d 'o rd re  u n  d e  f.
A lors, l'énoncé précédent sera  aussi é tablit pour le  m êm e type (g, n)
e t p o u r to u s  ce s  tu b es  n o rm au x , p u isq u 'o n  p eu t jo in d re  2' et tout
Er t o  avec une suite finie de (v=1,..., m ) te ls  que  l'on  a it E r=E r i ,
E3-  E r , "  0  e t  E r m

D 'où, on a le

Théorème I. S oit f(x , y ) une  f onc tion  en tiè re  de  x  e t y  ap p ar-
tenant à  la c las se  ( P ) .  S i l'en sem b le  des v aleurs  p rises  par f  sur
ses surf aces prem ières algébriques est de capacité logarithm ique non
nulle, f  appartient à  la classe (A ). En outre, toutes les surfaces prem i-
ères de f ,  sauf  celles av ec une v aleur appartenant  à  un  ensem ble  de
capacité  logarithm ique nulle , sont de  m êm e ty pe  (g , n ), e t  le s  su r-
f aces prem ières ex ceptionnelles sont de ty pe (g, n ) au p lus.

V. Fonctions de la classe (A)

1 8 .  Fonction hr(p, z). D an s la  d e rn iè re  p a rtie , o n  é tu d ie ra  d e s
fonctions entières appartenant à  la  c la sse  ( A ) .  D 'après le  théorèm e
qu'on vient d'obtenir, une fonction entière f  appartenant à  la classe (A)
e s t  d e  ty p e  (g, n ), o ù  g  e t  n  sont certains nom bres entiers tels que
l'o n  a it g  0  e t n l, et presque toute surface prem ière de f  est juste-
ment de type (g, n). En outre, on verra dans la suite qu'aucune surface
première de f  n'adm et de surfaces prem ières irrégulières de type (B).
L e  b u t d e  c e tte  p a r tie  e s t d e  m o n tre r  c e t é n o n c é . P o u r  c e la , n o u s
commençons par préparer quelques lemmes.

Soit f(x , y )  une  fonc tion  en tiè re  appartenan t A  la  c lasse  (A ) de
type (g, n). Alros, une surface première de f  est non singulière si elle
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est de  type  (g , n ). S o it S o une surface prem ière de f  d'ordre un avec
une  va leu r a o . O n suppose  que  S o e s t  d e  t y p e  (g, n ) .  Prenons, d'
abord , un  point quelconque P o d e  S o e t fixérons le  com m e l'orgine
de S 0 . O n  désigne , com m e d 'hab itude , par Qr une hypersphère de la
form e lx 2 + Y12 <r2  e t  p a r  S r°  la  com posante irréductible de S o n Qr

contenant 13
0 . On prend une coordonnée locale w o e n  P o su r  S o e t  o n

désigne par W o la  p a r t ie  d e  S o donnée par wo I < q  (r, <1) et par a W o

la circonférence de Wo . E nsuite , on  prend un nom bre positif r o tel que
Sroo  so it  d e  ty p e  (g, n )  e t  q u e  n  com posantes de la  frontière de Sro.,
que l'on désigne par y ? ( i=l,  n ) ,  n'aient aucun point commun deux

deux. C eci est possible certainem ent. L orsqu 'on prend un nom bre
r  plus grand que ro ,  Sro est aussi de type (g, n )  puisque, Di (i= 1 , n)
étant les parties de S o séparées par yi ,  il y  a, dans chaque 23 i , une  e t
une  seu le  com posan te  de  fron tiè re , que  l'on  désigne  par Tr

i , de S .
Posons s8 =Sroo — Wo e t  s ro =Sro — Wo .

Maintenant, formons, sur  s , u n e  fo n c tio n  h r ( p )  continue dans gr,
et harm onique dans s '6 , te lle  que l'on  ait h r (p )= 0  sur OW0 e t  hr(p)=1

sur toutes les yri ( i  =1, n). A lo rs , il e s t év iden t que  s i l'on  a  r o <
r' <1.1 , on a  toujours hr . (p )> Iir" (p ) dans srg. D e plus, on peut dire que

L a f o n c tio n  h r ( p )  e s t c o n tin u e  p ar rap p o rt a p  e t  r ,  bien que
stO puisse v arier d is c o n t in i im en t  av ec r.

E n effet, prenons une suite  ri  ( j = 1 , 2 , . . . )  de nom bres réels plus
grands que r o q u i te n d  v e rs  u n  n o m b re  r'. On peut supposer que la
suite eut ( j=1, 2, ...) tend vers une partie a  dans so n Qr", en extrayant,
si nécessaire , de  la  su ite  sro i  une suite partielle convenable. A lors, s5
est une  com posante  connexe de  a  contenant P o . C o n s id é ro n s  ic i la
suite  des fonctions h r i(p ) ( j  =1, 2, ...). C o m m e  o n  s a it  b ie n , o n  p e u t
en extraire une suite partielle h r (p )  (v =1, 2, ...) qui tend uniformément
vers une fonction harmonique  à  l'intérieur de chaque com posante con-
n e x e  d e  a. D ésignons par H (p )  la  fo n c tio n  lim ite  d an s  s 5 .  Il e s t
a lors a isé  de voir que H (p ) prend la valeur nulle sur 01/1 7

0 e t la  v a leu r
un  su r le s  y ti:  (i =1, ..., n ) .  P ar su ite , on  a  l'éga lité

h r '(P)= 11 (P)

dans s5. Ceci signifie que l'énoncé est vrai certainem ent.



Nouvelles recherches 265

En suite, en prenant un nombre r '  plus grand que r o et une ré-
traction analytique C o autour de SIS défini& dans un voisinage V  de

,  on forme un tube normal I r  autour de So de manière que, pour
toute surface première S z  d an s I r , C (0 .% n V ) contienne Sroo, où I  est
la partie de la surface analytique L o =  ' (P 0 )  donnée par If—ao l<p.
Posons I? = (5 1(Sroo) n E1 , Pz =L 0  n Sz , Wz =C5 1 ( wo) n S., alvz = C51 (awo)n
S z  e t  y ;  = C,3 (y?) n S z  ( i =1 , n ) ,  où Sz est une surface première de
f  avec une valeur z , dans F*: — ao I <p , dans E 1 . Prenons un nombre
positif r  plus grand que r o , mais d'ailleurs quelconque. On désigne
par S ; la composante irréductible de Sz n Q r contenant Pz et par y; i

(i =1, n )  les composantes de frontière de Srz correspondant aux y2i

respectivement. Posons sz° =S? — 147
z e t  s; = S; — Wz . Alors, on peut

former, pour chaque srz ,  une fonction hr(p, z ) continue dans 1; et har-
monique dans s; telle que l'on ait hr(p, z )=0 sur alqz  e t  hr(p, z )=1 sur
les yrz ( i  =1 , n ) .

On peut ici dire que

Pour le  nom bre  r f ix é , la f onc tion  hr(p , z ) est con tinue  par rap-
port à  p  e t  z.

En effet, prenons une surface première S z ,  dans I r  arbitrairement.
Alors, en prenant un nombre r ' ( r< r ')  et une rétraction analytique C'
autour de S z ,, on a, pour chaque surface première S z  dans E r , une
transformation analytique et biunivoque O z d e  S ; sur une partie az  sur
Sz „  pourvu que l'on ait I z — z' I <E, où e  est un nombre positif suffisam-
ment petit. Cela posé, lorsqu'on prend une suite de points z i  ( j =1,
2, ...), tels que 0<  I z — z' <e , tendant vers z ',  mais d'ailleurs quelconque,
on peut en extraire une suite partielle z ,  (v= j i , j 2 , ...) telle que
tende vers une partie ao d an s Sz , n Q r'. s rz , est la composante irréduc-
tib le de a, contenant Pz ,. Donc, le raisonnement précédent montre
aussi que la suite de fonctions hr(cKl(p), z )  (y = j , ,  j 2 , . . . )  tend unifor-
mément vers la fonction hr(p, z') à  l'intérieur de srz .. Ceci signifie que
hr(p, z ) est continue par rapport  à  deux variables complexes.

Posons, enfin

e(r)=max hr(p, z),
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où max est pris pour toutes les valeurs z  dans T *  et pour tous les
points p  de s°. Alors, il est aisé de voir que

L orsque r s'augm ente indéf inim ent, v (r) tend toujours v ers z éro.

1 9 .  Fonction adjointe locale. A toute surface première S  d'une
fonction f  de la classe (A ), correspond une surface de Riemann com-
pacte R  de genre fini g  et un nombre fini de points qi (1 =1 , n )
sur R  tels que, en posant R°=R— (u q 1) ,  on puisse faire correspondre
la surface première S ,  regardée la comme une surface de Riemann,

R ° d'une façon analytique et biunivoque. Cette R  est unique a l'
équivalence analytique près. Donc, on la désignera par S  et, e n
identifiant S  avec R°, on regardera S  comme une partie de S. On
dira que qi (i =1, n) sont les points à  l'in fin i de S.

Une fonction ça méromorphe sur S  sera dite algébrique sur S  si
elle peut se prolonger en une fonction méromorphe sur tout S. U ne
fonction go(x, y ) méromorphe dans tout l'espace de x et y sera appelée
f o n c tio n  ad  jo in te  à f (x , y )  si l'on a

of /ax  f lOy

Oçolax 0 0 4

et si la restriction de ip(x, y) à  toute surface première S de f  est al-
gébrique sur S .  Lorsqu'on considère un tube normal X ,  une fonc-
tion ça méromorphe dans s e r a  a p p e lé e  f onction ad jointe locale à f
d an s  I r  s'il en est ainsi dans tout X . Dans la section actuelle, on
verra que l'on peut toujours former une fonction adjointe locale  à  f
dans le tube normal considéré dans la section précédente.

En concervant les notations dans la section précédente, on suppose,
de plus, qu'aucun des P z  ( z e  T * )  n'est point de Weierstrass de S .
Posons w=c51(w0 )n Er  e t  w = w 0 .Co . Par définition, w est une fonction
holomorphe dans W. On désigne par wz la restriction de w à  sz n W.
Dans la dernière section de la partie I I ,  on a formé une fonction
ç9(x, y) comme ce qui suit:

Pour toute surface première S z  d e  f  dans E r ,  la restriction de
S z  est algébrique et satisfait aux conditions (K )  par rapport à  w ;
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c'est-à-dire elle a son seul pôle d'ordre g + 1  en P z ,  en lequel elle est
de la forme

se, ( ( w2 ,  z )  ± 1
9  ±  •  •  •  ± w

a g  + 0(w z , Z)

o ù  1 1(w , z )  est une fonction holomorphe par rapport à  w z , s'annu-
lant en P .

D'après le corollaire 3  du théorème 3 , ça est continue par rapport
deux variables complexes dans tout I  r  sau f au x  p ô les  F .  Nous

allons indiquer que la fonction ço est méromorphe par rapport à  deux
variables complexes dans tout X , .  D 'après le théorème bien connu
dû à  H arto g s , il suffit, pour cela, de voir que, 2 °  étant une partie
ouvert de s8 et en posant 2 =C -61(2°) n E ,- , la fonction 99 est holomorphe
par rapport à  deux variables complexes dans le domaine 2.

D'autre part, on a, en général, le

Lemme 6 . C onsidérons, dans l'espace de w  e t  z ,  u n  dicylindre
(4„ 4 2 )  d e  la f o rm e  lw l<b i , 1z1<b 2 e t une  f onc tion  con tinue  P(w, z)
satisfaisant aux  conditions suiv antes:
1. Po u r to u t  z ' f ix é dans  4

2 , P (w , z ')  est holom orphe par rapport
w  dans zi

2. Pour tou t nom bre positif  E ,  que lque  pe tit qu 'il so it, e t pour tou t
nom bre positif  ri' plus petit que l'unité, on peut déterm iner un nom bre
f in i d e  p o in ts  z i = 1 ,  . . . ,  1 )  dans 4 2 e t ,  z =.1.(r) étant représentation
conf orm e au sens de R iem ann de la partie  de A2  obtenue par l'ex cep-
tion  de  ces poin ts z i  su r le  c e rc le  u n ité  E : Itl< 1 dans le  p lan  d 'une
v ariable  com plex e t, on  peu t trouv er une  f onc tion  ho lom orphe  P*
(w, t)  dans (A i , E '), où Itl <iy , telle que l'on ait

1P(w, A(t)) —  W* (w, t)i < 8

d an s  (4 ,, E').
A lors, P(w , z ) est holom orphe dans (4 ,, 4 2 ).

Ceci est facilement démontré selon l'idée que l'on a donnée dans
la section 6  du mémoire II 2 0 ).

2 0 )  lo c . c it ., pp. 248-251.
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Il s 'agit donc du passage au dom aine algébrique. D 'après l'hypo-
thèse, il n 'est pas besoin dans le présent cas de form er un revêtem ent
d e  ty p e  (g, n )  au-dessus de  E ,-  ni d 'eu excepter les surface prem ières
de f  ayant des points singuliers dans  E,-. D é s ig n o n s  p a r  E r, l'ensemble
de tous les points qui se trouvent sur quelqu'une des .9; (ro <r, zET *).
A lo rs , en  p renan t un  nom bre  fin i au  p lu s  de  po in ts  convenab les  zi

(j =1, ..., 1), e t en  rep résen tan t confo rm ém ent au  sens de  R iem ann
F* —(U z i )  sur le cercle unité E: It1 <1 ans le  p lan  de  t ,  on peut former
un domaine algébrique 0 ° étalé au-dessus de (C, e'), o ù  C  est le tout
le  p lan  lx1 <0° e t  E' est un cercle de la forme  t  <17' <  1 ) ,  de mani-
ère que
1. P o u r  to u t t' dans E', la section 0 0(r ) d e  0 ° par la droite analy-
tique  t = t ' soit non singulière, algébrique et de type (g, n):
2. 11 y  a it  u n e  p a r t ie  0 °  d a n s  0° et une transformation analytique
0  d e  Q° dans r i  telles qu'a toute section (2°(r) (t' E ' )  corresponde
Srz , p a r  0 d'une façon analytique et biunivoque, où z' =.1.(t).

M aintenant, désignons par To l'im age  inverse  de  F  p a r  4) et par
08 celle de 21-) p a r  0 .  Posons PP =F° n 0°(t) et w ° =w4), o ù  z=A(t).
A lors, d 'ap rès le  coro lla ire  2 du  théo rèm e 2, a u c u n  p o in t P P  n'est
poin t de  W eierstrass de  0°(t) d è s  q u e  r  surpasse un certain nombre
r*. P ar su ite , on  peut form er une fonction  w*(p, t )  sur 0 °  telle que,
pour tou t t ' fixé dans E', w *(p, t') so it une  fonc tion  méromorphe sur
0°(r) (t' tout entière les points à  l'infini compris satisfaisant aux
conditions (K ) par rapport à  vv,.

Com m e on a dit précédem m ent, la fonction so*(p, t) e s t  méromor-
phe sur tou t 0° par rapport a deux variables, puisque 0° est algébrique.

Prenons une partie ouverte quelconque 2° d e  s8 et dénotons 2*
l'im age inverse de 2° par la transformation analytique Co .0 de  528 dans
So. A lo rs , d 'a p rè s  le  c o ro lla ire  3 d u  th é o rè m e  3, on a  l'inégalité

1S0 * (P, t) — So(P, )(0)1 <e(r)K 3

d a n s  2*.
D 'après ce  qu 'on  a  d it jusqu 'ic i, on  a  le

Théorèm e II. L a f o n c tio n  ço(p, z) e s t  m érom orphe p ar rap p o rt
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à deux  v ariables dans tou t  E r .

Considérons, mainetenant, la transformation T  définie par les fonc-
tions

z =f(x, y) et w =w(x, Y).

Elle transforme  E -  s u r  u n  d o m a in e  multivalent D  étalé au-dessus du
dom aine  p rodu it (T*, C), o ù  r*: z— a 0  < p  e t  C: 00. S o it E i

(1=1, n ) les com posantes connexes de la frontière de D  située au-
d e ssu s  d e  (F * , C ). É videm m ent, les projections de S i d a n s  (r*, C )
sont représentées sous la  form e w  =C i(z ) , o ù  C i (i = 1 , 2, ..., n) sont
des fonctions holomorphes dans T * , puisque E r  est un domaine pseu-
doconvexe e t T  est u n e  tran sfo rm a tio n  an a ly tiq u e . D o n c , o n  a  u n
dom aine algébrique D *  é ta lé  au -d essu s  d e  (T * , C ) par l'adjoinction
de .1E, (i =1, n) à  D .  D a n s D * , Ei sont des surfaces analytiques.

U ne fois que l'on a établi un m oyen de form er un dom aine algé-
brique D *  p o u r  le  tu b e  n o rm a l E r , on  peu t fac ilem en t trouver, en
vertu de la théorie classique, diverses fonctions adjointes  à  f  dans E r .
Par exemple, Formons une fonction 71. m érom orphe  sur tou t D * ayant
ses pôles effectivem ent sur toutes les E i ( i  = I, n )  mais seulement
su r  e lle s . C e c i e s t to u jo u rs  p o ss ib le  p o u rv u  q u e  l'o n  y  d o n n e  d e s
ordres de pôle suffisam m ent grands. A lors, on a une fonction adjointe
ho lom orphe  de  f dans E r  par la composition W . T.

2 0 .  Irrégularité des surfaces prem ières de f. R appelons ici la
notion  d 'irrég ilarité  des surfaces prem ières d 'une  fonction  en tière  f.
C om m e on  l'a  vu  dans la  sec tion  8  du  m ém oire  II, 2 to u te  fo n c tio n
entière f  qui n'a aucune surface première irrégulière de type (B) admet
une décomposition

f(x , y )= F (f0 (x , y)),

o ù  F  est une fonction entière d 'une variable com plexe et f o  est celle
de  x  e t y  te lle  que , pour tou t nom bre  com plexe  c , toutes les compo-
santes irréductibles de la surface entière donnée par l'équation f o — c =0
2 1 )  loc. cit., p. 264.
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sont conjuguées de type (cc) l'une  à  l'au tre  deux  à  d e u x  a u  se n s  d u
m ém oire I. 2 2 ) C ette  condition-ci est appelée p ro p rié té  ( U ) .  On va
finalement montrer qu'aucune fonction appartenant à  la  classe (A ) n 'a
de surface première irrégulière de type (B).

Supposons ici, pour réduire  à  l'absurde , qu 'une  fonction  f  de  la
c lasse  (A ) a  une  surface  prem ière  S ' irrégulière  de type (B). Alors,
com m e on  l'a  vu  dans la  sec tion  15 d u  mémorire I ,  i l  y  a ,  d a n s  u n
tube norm al quelconque autour de S ',  une famille continue de surfaces
prem ières irrégulières de type (B). 2 3 ) P a r  s u ite , i l  e s t  a is é  d e  v o ir
qu 'il y  a  au  m o ins une  su rface  p rem iè re  So d e  f  irrégulière de type
(B ), d 'o rd re  un , te lle  que

1. Il y ait une surface prem ière S b  de f  d'ordre un qui est conjuguée
d e  ty p e  (B) à  So .

2. O n pu isse  p rendre  un  tube  norm al au tour de  So d e  mainère que
toute surface première S z d e  f  dans le tube norm al soit non singu-
liè re  e t d e  ty p e  (g, n).
Prenons deux tubes normaux E 1 e t  E 1- a u t o u r  d e  So e t  d e  S b

respectivem ent définis par la m êm e inégalité If—a o l<p , o ù  a y,  est la
valeur prise par f  su r  So ,  e t  p  est un nom bre positif convenable. O n
suppose que E 1 satisfait à  la condition 2 ci-dessus. Désignons par E et
E ' les parties de F  e t  r  contenues dans  E,-. e t  X ,- respectivement.

S o i t  ço(x , y ) une fonction adjointe holom orphe locale  à  f  dans
E,- telle q u e ,  p o u r  to u te  s u r f a c e  p r e m iè r e  S z d e  f  d a n s  E r , la
restriction de ç5, à  Sz prenne ses pôles de même ordre effectivement et
seulement en tous les points  à  l'infini de  S .  C o m m e  o n  l 'a  d i t  à  la
fin  de  la  sec tion  précédente , e lle  ex iste  certa inem ent en  d im inuant,
si nécessaire, p  suffisamment. C e la  é tan t, co n sid é ro n s  la  re s tr ic tio n
yo*(p) d e  W à  F'. Elle est holom orphe dans E '.  Je dis ici que

L a f onc tion  gD *(p) a la v aleur in f in ie  en  tous les  po in ts  sur la
f ro n tiè re  d e  E ' situés à  l 'in té rie u r d e  F '.

E n e ffe t, so it p'0 u n  p o in t  f ro n tiè re  d e  E' à  l'in té r ieu r d e  F ' en
lequel f  prend une valeur a ,  et soient S , et deux surfaces premières

22) loc. cit., pp. 62-64.
23) loc. cit., p. 27,
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de f  avec la valeur a 1 qui appartiennent à  E r  e t  à  E r . respectivement.
Alors, elles sont conjuguées l'une  à  l'au tre  e t e lles ne  se  rencon tren t
jamais puisque S ,  est non  singulière . Soit M  un nombre positif quel-
conque et, pour chaque surface prem ière Sz d e  f  dans s o i t  S : la
partie de Sz données par l'inégalité lyal <M . Il est évident par hypothèse
q u e  S : i  e s t  b o rn é e  e n  m o d u le . P re n o n s , e n s u ite , u n e  hypersphère
Qr d e  la  fo rm e  lx12 + 'YI 2  < r2 d e  m an iè re  q u e , Srz étant la composante
irréductible de Sz n Qr c o n te n a n t S z n  F, S ra , contienne S: i e t  q u e  la
frontière de S a , n Q r consiste en courbes sim ples ferm ées. A lors, il y
a  u n  n o m b re  p o s itif  s  te l q u e , p o u r  to u t  z  satisfaisant à  l'inégalité
lz — a  1<s, Srz  c o n tie n n e  S : e t  q u e  Srz  n e  ren co n tre  jam a is  F ' . Ceci
singifie que l'on a l'inégalité

Iv*(P)I> M

dans la  pa rtie  de  E ' donnée par If— a i l< e .  D onc l'énoncé a été cer-
tainement démontré.

D 'ap rès ce t énoncé-c i e t d 'ap rès le  théo rèm e de  Rad6, on peut
d ire  que  la  fron tiè re  de  E' à  l 'in té r ie u r  d e  F '  ne contient aucun en-
semble continu. 2  4 ) Ceci est en contradiction avec l'hypothèse.

D o n c ,  o n  a  le

Théorème III. A ucune  f onc tion  de  la c lasse  (A ) n 'a de  surf ace
p rem ière  irrég u liè re  d e  ty p e  (B).

Soit f ( x , y )  une fonction entière de x  e t y  te lle  que  tou te  sa  su r-
face première S  soit donnée par zéro d'un polynôme qui puisse dépen-
d re  d e  S .  D'après la définition, elle appartient à  la classe (A). Donc,
il y  a  u n e  d éco m p o sitio n

f (x , y )=F(f 0(x , y)),

o u  f o a  la  p ro p r ié té  ( U ) .  En ce m om ent, on peut dire que
f ,  est un polynôm e.
E n  e ffe t , e n  v e r tu  d e  la  p ro p r ié té  ( U ) ,  si une surface prem ière

2 4 )  loc. cit., p. 271.
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de f ,  avec une valeur a  est régulière au sens du mémoire I, la surface

définie par

fo(x, y) —  a =0

est irréductib le  e t par suite  e lle  est donnée par zéro  d 'un polynôm e.
O r, il y  a , d 'ap rès  le  théo rèm e  2  du  m ém oire  I, beacoup de surfaces
premières règuliéres d e  f . L e théo rèm e de  P ica rd  m on tre  que  f  est
nécessairem ent un polynôm e. En résum é,

Une fonction entière de x  et y telle que toute sa surface première

soit donnée par zéro d'un polynôme n'est qu'une composition d'un

polynôme de x  et y et d'une fonction entière d'une variable complexe.
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