J. Math. Kyoto Univ. (JMKYAZ)
20-3 (1980) 417-433

Sur les systémes de fonctions holomorphes
de plusieurs variables complexes
(II) Points critiques des
applications

Par

Osamu FujiTa

(Communiqué par Prof. Y. Kusunoki, le 29, Mars, 1979)

Introduction
Soit

L@y f(P)se s fu(B)

un systtme de n fonctions holomorphes sur une variété de Stein V de
dimension n+1, et soit f 'application de V dans l'espace C* de n varia-
bles complexes définie par les équations

(*) »m=hH®): %=L®), ., y.=1 (D).

Supposons que le systéme satisfasse aux conditions suivantes que l'on dira
conditions (4,).

1) Soit p, un point quelconque de V et soit 2, 2,, . . ., 2,4, Un systéme
de coordonnées locales en p,. Alors le rang de la matrice

@f,(p(2)) /0z;,) (G=1,2,...,7n;i=1,2,..., n+1)

est toujours 7.

2) Soit ® l'image de V par f. Pour tout yeD, la fibre f'(y) est
irréductible et analytiquement homéomorphe & tout le plan d’une variable
complexe en tant qu’ensemble analytique dans V.

Alors, nous avons vu au mémoire précédent que (V, f, D) est un
espace fibré holomorphe sur ®, dont la fibre est le plan € d’une variable
complexe et dont le groupe est le groupe des transformations linéaires
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holomorphes du plan C, et que le domaine ® est toujours pseudoconvexe
d’ordre n-2V.

Dans le présent mémoire, en éliminant la condition 1) ci-dessus, nous
traiterons des systémes moins restrictifs. (Voir les conditions (A4,) au n°
1.) Dans le cas ot V est 'espace de deux variables complexes, d’apreés
Nishino®, ces nouvelles conditions sont équivalentes aux conditions (4,).
En général, il n’en est pas ainsi méme pour n=1. (Voir Exemple 2 au
n° 1.) Mais, dans ces conditions (A4,), l'application associée f ne peut
avoir pour fibres critiques que fibres multiples. De plus, si le deuxiéme
probléme de Cousin pour V est toujours résoluble, ces conditions sont
équivalentes aux conditions (4,) (Théoréme 2 au »n° 5).

Soit f une application quelconque définie par les équations (*) ci-
dessus, et soit 2 l’ensemble des points critiques de f. Alors toute comp-
osante irréductible de I'’ensemble analytique 2 est, s’il existe, au moins
de dimension n-1. C’est un cas particulier du théoréme 1 au n° 3.

1. Systémes de fonctions holomorphes satisfaisant aux conditions
(A)

Soit V une variété de Stein (connexe) de dimension n+1 (n=1) et
soit

(1. 1) L), LBy oy fulD)

un systéme de n fonctions holomorphes sur V. Considérons I'application
f de V dans 'espace C" de n variables complexes définie par

=L, »:=LB), .-, v, =1().
Soit p, un point quelconque de V et soit
iy Zae oo vy Zni

un systéme de coordonnées locales en p, ayant p, pour origine. Nous
dirons que le rang de lapplication f est v au point p, si le rang de Ila
matrice

@f,(p(2))/0z;) G=1,2,...,n;j=1,2,..., n+1)

est v 4 l'origine. Le point p, sera appelé point critique de lapplication f si
le rang de f est plus petit que 7 en p,. Soit g(p) une fonction holomorphe
dans un voisinage de p,. Le point p, sera appelé point critique de la fonction

1) Fujita [2], Théoréme 2 au n°® 5.
2) Voir Nishino [4] p. 269 Théoréme 2 et p.272-273.
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g(p) si toutes les dérivées dg(p(2))/0z;(j=1, 2,..., n+1) s’annulent 2
Porigine.

Soit ® l'image de V par l'application f et soit b= (b,, ..., b,) un point
de ®. La fibre f~'(b) est I'’ensemble analytique dans V défini par les
équations

L) =by, ..., f.(p)=b,

Supposons que l'application f satisfasse 4 la condition suivante.

1) Pour tout point ye®D, la fibre f~'(y) est irréductible et de dimension
un en tant qu’ensemble analytique dans V.

Alors on dira une fibre f~'(y) fibre critique si au moins un point de la
fibre est un point critique de f. Une fibre critique f~'(y) sera dite
fibre multiple si tout point de la fibre est un point critique de f.

Nous dirons que le systéme (1. 1) satisfait aux conditions (A,) si 'applica-
tion associée f satisfait 4 la condition 1) ci-dessus et la condition 2) suivante :

2) Pour tout y€D, la fibre f~'(y) est analytiquement homéomorphe
a tout plan d’une variable complexe en tant que surface de Riemann.

Exemple 1. Dans 'espace de 3 variables complexes x,, x,, £,, considérons
la surface analytique S définie par 1'équation
ri=xx,+ 1.

L’intersection de S et la surface analytique 2,=0 est la réunion de deux
droites analytiques

L:z,=0, z,=1 et L,: 2,=0, z,= —1.

Or, S=8—L, est une variété de Stein de dimension 2 et la fonction
y,=x, sur S satisfait aux conditions (4,). Sur S’ la fonction f,(p) définie
par
(x;—1) /z, pour z,%0
fw={
z,/(x;+1) pour x,% —1

est holomorphe et l'application

N=Zs ¥ =f,(Z)
est une application biholomorphe de S* sur I'espace C*.
Exemple 2. Si (z,, z,, x,) est un point de la surface S de I'exemple

ci-dessus, le point (—z,, —z, —z,) est aussi un point de S. En identi-
fiant ces deux points (z,, z,, z,) et (—z, —z, —z,;) de S pour tout
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(T1, Xy Z,) €S, on aura une variété complexe S* de dimension 2. On
voit facilement que S* est une variété de Stein® et que la fonction
holomorphe y,=z; sur S* satisfait aux conditions (A4,). La fibre sury,=0
est une seule fibre critique et elle est une fibre multiple.

2. Lemmes

Le lemme suivant est une généralisation du Lemme 7 de Nishino
[4], dont la démonstration est toute pareille 4 celle de Nishino®.

Lemme 1. Soit D un domaine dans lespace de m(=2) variables compezes.
Considerons un ensemble analytique irréductible X de dimension un dans D.
Supposons que X soit simplement comnexe en tant que surface de Riemann et qu’il
nait aucun point singulier dans un polycylindre 4 contenu dans D. Alors Y4
est, s'il n'est pas vide, toujours simplement conneze.

Le lemme suivant est aussi dii & Nishino®.

Lemme 2. Soit D un domaine contenant [lorigine dans lespace de deux
variables complexes x et vy, et soit f(x, y) une fonction holomorphe dans D telle
que f(0, 0)=0. Supposons que deux fonctions of/ox et df/dy ne sannulent
stimultanement en aucun point dans D autre que ['origine et que la surface analytique

dans D definie par
f, y)=b

soit, si elle existe effectivement, toujours simplement connexe pour bx0. Alors
df/0x et df/dy ne sannulent pas simultanement aussi & [origine.

Soit D domaine dans l'espace de m variables complexes z,, ,, ..., Z,.
Dans D considérons une suite de systémes de | fonctions holomorphes

9 @), fO@), ..., fO@)) (v=1, 2,...).

Pour chaque 7 ({=1, 2,..., 1), supposons que la suite des fonctions
holomorphes

¥ @) =1, 2,...)
3) Soit ¢ lapplication de $* dans I'espace de 6 variables complexes zj,..., z; définie par

z1=x%, z,=x8, z3=x8, Z4=XX3, Z5=X3Xy, Zo=X Xz
Alors I'image ¢ (S*) est une variété affine non singuliére dans lespace (z) et ¢ est une
application biholomorphe de §* sur ¢(§*).
4) Voir Nishino [4] p. 265.
5) Voir Nishino [4] p. 265, Lemme 8 et p. 267-269.
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converge uniformément vers f®(z) dans D. Alors toutes les f{(x) sont
des fonctions holomorphes dans D. Pour chaque »(v=0, I,...) soit 2,
I'ensemble analytique dans D défini par

fO@ =0, (@) =0, ..., f9@)=0.

Lemme 3. Dans ces circonstances, soit p, un point de X, et supposons
que toute composante irréductible de X, contenant p, soit au plus de dimension
2. Alors on peut trouver un voisinage U de p, et un nombre positif N tels que
toute composante irréductible de X,MU soit au plus de dimension 2 pour tout
vy >N.

En effet, on peut supposer que 0=A<m et que p, soit l'origine de
I'espace (x). D’aprés Welerstrass, en choisissant des coordonnées conve-
nables de l'espace (x), on peut supposer que lintersection de 3, et la
variété linéaire dans D définie par

z,=0, 2,=0,..., z,=0

est un ensemble discret dans un voisinage de lorigine. Alors on peut
décrire des domaines cylindriques 4, 4,(k=1, 2,..., m—2) dans D des
fo mes

4z |<r =1, 2,..., 0, |z;|<p (J=2+1,..., m),
lz, |<r G=1, 2,..., ), |z;|<p (G=2+1,..., m; jx2A+k),
o' <z 1< p,

satisfaisant aux conditions sulvantes :

1) r, p, o sont des nombres positifs tels que p'<p.
2) 4CD, ou 4 est l’adhérence de 4 dans l'espace ().

3) L’intersection de Y, et \J 4, est vide, 4, étant 'adhérence de 4,.

Pour chaque 7 (=1, 2,. 1) la suite f¥(z)(v=1, 2,...) converge
uniformément vers £ (x) dans D. Donc, on peut trouver un nombre

m=3 _ . .
positif N tel que lintersection de 2, et \U 4, soit vide pour tout v>N.

k=1
On voit facilement que toute composante irréductible de X,M\4 est au
plus de dimension 2 pour tout v>N. C.Q.F.D.

3. L’ensemble des points critiques d’une application holomorphe

Soit D un domaine dans I'espace de m variables complexes z,, 2, .. .,
x, et soit
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L@, @), ..., f.(@)

un systéme de 7 fonctions holomorphes dans D. Considérons I'application
holomorphe f de D dans l'espace C" de n variables complexes définie par

»n=f@), .=L&), ..., =1 ).

Un point a de D sera dit point critique de lapplication f si le rang de la
matrice

@Of o) (=1, 2 ..., n;j=1, 2 ..., m

est plus petit que le minimum de m et » en a. L’ensemble 2 des point
critiques de f est un ensemble analytique dans D. Or, on a le

Théoréme 1. Dans ces circonstances, supposons que X existe effectivement.
Alors toute composante irréductible de X est au moins de dimension n—1 si 1<n
<m, et elle est au moins de dimension 2m—n—1 si m<n<2m —1.

En effet, soit 2, une composante irréductible quelconque de 2.
Supposons, pour fixer les idées, que l'origine soit contenu dans D et que
2, soit une seule composante irréductible de X contenant l'origine.

Cas 1° ot 1<n<m. Puisque le rang de la matrice

(3.1) (0f,(0)/ox;)) (E=1, 2,...,n;j=1, 2,...,m)

est plus petit que 7, s’il est nécessaire, en appliquant une transformation
linéaire non singuliére convenable de l'espace (y), on peut supposer que

f,(0) fox;=0  (j=1, 2,...,m).

Si le rang de la matrice (3.1) est n-1, on peut supposer, pour fixer
les idées, que

Dlfuei fi) sg 4

Iorigine.
Dz, ..., x,_)) g

En regardant f,(x),..., f,-.(x), z,,..., z, comme coordonnées locales a
I'origine, on peut supposer que
fix) =z, =1, 2,..., n-1)

identiquement dans un voisinage de lorigine. Alors, dans ce voisinage,
2 est I'ensemble des zéros communs de m —n+1 fonctions

af./ox; (j=n, n+1,...,m).

Donc 2, est au moins de dimension m— (m—n+1)=n—1.
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Dans le cas ou le rang de la matrice (3.1) est plus petit que n—1,
considérons un autre systéme de fonctions holomorphes dans D de la forme

fr@)=fix)+tax, i=1,2,...,n-1), f¥@x)=f(x),

ou a est un nombre complexe non nul. Soit f* l'application de D dans
C" définie par

y.=fx) G=1, 2,..., n),
et soit 2* l'ensemble des points critiques de f* dans D. On a
of Jox,=ofJax,+ad,, G, j=1, % ..., n—1),
ol 6,=1 et §;;=0 pour ix,. Si a(x0) est suffisamment petit en module,

D(f:‘y-", ﬂ*—l) A
Dz ...z roal

‘origine.

Toutes les df*/ox;(j=1, 2,..., m) étant nulles & lorigine, d’aprés ce
que nous avons vu ci-dessus, toute composante irréductible de 2* contenant
I'origine est au moins de dimension #—1. Si l'on varie a vers 0, chaque
déterminant fonctionnel

D(ft, f& ..., f;“))

D(x,.l, Zipeoor &

(1<6,<1,< <5, <m)

converge uniformément vers

D(fi, fo--os f)

Dz, z;, ...,z )

4 lintérieur complet de D. Donc, d’aprés le lemme 3 au n° 2, 2, est au
moins de dimension n—1.

Cas 2° ot m<n<2m—1. Maintenant, en choisissant des coordonnées
convenables de 'espace (x), on peut supposer que

af,(0) fox,=0 (=1, 2,..., n).

Si le rang de la matrice (3.1) est m—1, on peut supposer, pour fixer
les idées que

D(fl“"’,!":ll, gy e
Dlr. ... ry O & lorigine.

En regardant f,(x),..., f,-.(x), x, comme coordonées locales a l'origine,
on peut supposer que

filx)y=x, (=1, 2,...,m—1)
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identiquement dans un voisinage de l'origine. Alors, dans le voisinage,
J est 'ensmeble des zéros communs de n—m+1 fonctions

of,/ox, (i=m, m+1,..., n).

Donc 2, est au moins de dimension m— mn—m+1)=2m—n—1.
Dans le cas ot le rang de la matrice (3.1) est plus petit que m—1,
considérons un systéme de fonctions holomorphes dans D de la forme

ff@)=fi(@@) tax,(i=1, 2,..., m—1), ff@) =f;x)
(j=m, m+1,..., n),

ol @ est un nombre complexe non nul. En raisonnant pareillement au
~cas 1°, on voit que 2, est au moins de dimension 2m—n—1.

C.Q.F.D.

4, Propositions

Soit ¥ une variété de Stein (connexe) de dimension n+1 (n=1), et
soit
L), @), s £(P)

un systéme de n fonctions holomorphes sur V. Considérons I'application
f de V dans C” définie par les équations

yvi=f(p) (G=1,2,..., n).
Supposons que f satisfasse & la condition suivante :

1) Soit D limage de V par f. Pour tout yED, la fibre f~'(y) est irréductible
et de dimension un en tant qu'ensemble analytique dans V.

Soit b= (b,, ..., b,) un point quelconque de D, et soit p, un point
régulier de I'ensemble analytique f~'(b). On peut trouver un systéme de
coordonnées locales 2,, 25, ..., 2Z.4; de ¥V en p, ayant p, pour origine tel
que dans un voisinge U de p, l'’ensemble f~'(b) U soit donné par les
équations

2,=0, 2,=0,..., 2,=0.
Soit L la surface analytique dans U définie par I'équation
z-+!=0'

L’intersection de f~*(b) et L est le seul point p,. Or, si 'on choisit un
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nombre positif p suffisamment petit, l'intersection de f~'(y) et L estun
ensemble discret dans U pour tout yE(y), ot (y) est un polycylindre
dans I'espace (y) défini par

Iy —=b,1<p, ..., ly.—b,1<p.

Soit I'" la composante connexe de f~'(y))\L contenant p, et soit ¢ la
restriction de f4 I'. En diminuant le nombre positif p, s’il est nécessaire
on peut supposer que I’ soit a l'intérieur complet de U. Si l'on prend
¢ comme projection, d’aprés Weierstrass, /' est un domaine multivalent
étalé au-dessus de (y)®. Or, I' n’a aucun point frontiére situé au-dessus
de lintérieur de (7). En particulier, on a ¢(I')=(y); donc (7) est
contenu dans ®. D’aprés ce que nous avons vu jusqu’ici, on a la

Proposition 1P, Dans les circonstances ci-dessus, U'image ® de V par
f est un domaine dans lespace C". Soit b° un point quelconque de D et soit
&’} (v=1, 2,...) une suite de points de D convergeant vers b°. Alors pour
tout voisinage W d'un point quelconque p de la fibre f~*(b°), on peut trouver
un nombre positif N tel que toute fibre f~'(b*) ait au moins un point dans W
pour vy >N®,

Proposition 2. Dans les circonstances de la proposition 1, supposons de
plus que toute fibre f~'(y) (yED) soit simplement comnexe en tant que surjface
de Riemann®. Alors toute fibre critique de lapplication f est une fibre multiple.

En effet, considérons 'ensemble 2 des points critiques de l’application
f- 2 est un ensemble analytique dans V et, d’aprés la condition 1)
ci-dessus, 2 est au plus de dimension n. On peut regarder, d’aprés
Remmert?, la variété de Stein ¥V comme un ensemble analytique non
singulier dans I'espace de m variables complexes, m étant un nombre entier
suffisamment grand. Donc, d’aprés les lemme 1 et lemme 2 au n° 2,
on voit facilement que 3 n’a aucun point isolé dans le cas ou n=1. Si
n>1, d’aprés le théoréme 1 au 7n° 3, toute composante irréductible de &
est au moins de dimension #—1(=1). Nous allons démontrer la proposition
2 par récurrence sur 7.

Dans le cas ou n=1, toute composante irréductible de X est de

6) Dans ce mémoire, un domaine multivalent peut général avoir des points de ramification.

7) Clest un cas particulier d’un théoréme da & Remmert. Voir Remmert [5] p. 358, Satz 28.

8) La suite des fibres {f*!(8*)} (=1, 2,...) converge analytiquement au sens de Fujita [1] et
la fibre f71(6°) est la limite de la suite. Voir Fujita [1] p. 389-390.

9) Cette condition est moins restrictive que la condition 2) de (4,).

10) Voir Remmert [6].
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dimension un. Soit 2° une telle comosante de 2. Tout point de 2°
étant un point critique de la fonction f;, la restriction de f; a 2° est
une constante. Donc 2° est une fibre multiple de f, car toute fibre de
f est irréductible par hypothése, ce qui montre que la proposition 2 est
vraie pour n=1.

Soit n>>1, et supposons que la proposition 2 subsiste si le nombre des
fonctions f;<n. Pour chaque 7 (=1, 2,..., n) soit 2, I'’ensemble des
points critiques de la fonction f;. 2, est un ensemble analytique dans
V; il n’y a qu'une infinité dénombrable au plus de composantes irréduc-
tibles de 2. Soient

DATED L D) SN

toutes ces composantes. Pour chaque v (v=1, 2,...), la restriction de f
a 2% est une constante. Désignons-la par &% Soit b, un nombre complexe
en dehors de I'ensemble

B,={|v=1, 2,...}.
La surface analytique S dans V définie par

fi (») =b,

est une variété de Stein (connexe ou non) de dimension z. Soit .S° une
composante connexe quelconque de S et soit ¢; la restriction de f; a S°
pour chaque j=i. Alors le systtme de n—1 fonctions ¢, =1, 2,...,
£, ... n) satisfait aux conditions de la proposition 2. De plus, un point
q de S° est un point critique de I'application

P= Py ves Girenvr O

si et seulement si ¢ est un point critique de l'application f comme point
de V. Donc, d’aprés I'hypothése, toute fibre critique de f située sur S
est multiple.

Il s’agit seulement de la fibre critique sur un point b= (b, ..., b,)
(€9D) tel que toutes les b,&B,. Or, il existe au moins une composante
irréductible 2° de ¥ telle que 2°\f'(b) soit non vide. Si f7(b)C2°,
elle est une fibre multiple. Si f~'(b) ©3°, 2° étant au moins de dimension
un, au moins une fonction f; n’est pas constante sur ¥°.  Supposons, pour
fixer les idées, que f; ne soit pas constante sur 2°. Alors on peut trouver
une suite

b®=(b®, ..., b¥) (p=1,2,...)

de points de D, tendant vers b, telle que b¥ &B,(p=1, 2,...) et que
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fH(B®)YN3° soit non vide pour tout g. Alors chaque fibre f~'(b%®) est
critique. De plus, d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, elle est
multiple. Donc, d’aprés la proposition 1, la fibre f~(b) est aussi multiple,
ce qui démontre la proposition 2.

Proposition 3. Dans les circonstances de la proposition 2, soit X l'ensemble
des points critiques de lapplication f. Alors, si X n'est pas vide, I'image f(2)
de 3 est un ensemble analytique dans le domaine O dont toute composante
irréductible est de dimension n—1, ou n—2.

En effet, d’aprés les proposition 1 et proposition 2 ci-dessus, on voit
facilement que f(X) est un ensemble fermé dans le domaine ©. Soit
b= (b, ..., b,) un point quelconque de f(2) et soit p, un point régulier
de la fibre f'(6). Dans un voisinage U de p, considérons la surface
analytique L qui intersecte transversalement f~'(b) en p,. Soit () un
polycylindre dans ©® de la forme

i =b <o oo =0 1<p  (020),

et soit I' la composante connexe de f'((y)) L contenant p, Alors,
d’aprés ce que nous avons vu au début de ce n°, pour un nombre positif
p suffisamment petit, I” satisfait aux conditions suivantes que l'on dira
conditions (N')4D,

1) L’intersection de I" et f~'(b) est le seul point p,.

2) I est contenue a l'intérieur complet d’un voisinage de p,.

3) Soit ¢ la restriction de fa I'. En prenant ¢ comme projection,
I' est un domaine multivalent étalé au-dessus de (7) sans point frontiére
situé au-dessus de lintérieur de (7).

Alors le nombre des feuilles de I' est évidemment fini. Or, I'N\Y
étant l'ensemble analytique dans ', ¢(I'™3) est aussi un ensemble
analytique dans (y). D’aprés la proposition 2 ci-dessus, on voit facile-
ment que f(Z)N(y) =¢(I'MX). Donc f(X) est un ensemble analytique
dans D.

Soit T une composante irréductible de f(2). Alors, d’aprés la pro-
position 2, f~(T) est une composante irréductible de Y. Si T est de
dimension 4, f~(T) est de dimension A+41. Toute composante irréduc-
tible de 2 étant de dimension 7 ou n—1, 2 est égal 4 n—1 ou n—2.

C.Q.F.D.

Je ne sais pas encore si I'ensemble analytique f(Y) de la proposition

11) Voir Nishino [3], p. 71, la condition (N).
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3 peut avoir effectivement une composante irréductible de dimension
n—2. Dans l'exemple suivant f(X) est de dimension n—2, mais son
application f a des fibres réductibles.

Exemple 3. Soit fl'application holomorphe de I’espace C*® dans 'espace
C* définie par les équations

=i =2t -1, y,=x,—,.
Alors 'ensemble 2 des points critiques de f est défini par
z,=0, z,—x,=0.

Donc l'image f(¥) est le seul point (0, 0). Une fibre f~'(y) de fsur un
point y=(y,, ¥,) est irréductible et analytiquement homéomorphe au plan
C, si ¥v,%0. f7'(y) consiste en deux droites analytiques pour y=(y,, 0)
(:%0)  f7*(0) est une droite analytique et elle est une seule fibre
critique.

5. Théoréme 2. FEtant donné un systéme de n fonctions holomorphes

(5. 1) L), f)s s £u(P)

sur une variété de Stein (comnexe) V de dimension n+1 (n=1), considérons
lapplication f de V dans lespace C" de n variables complexes définie par

y-‘:fi(P) (=1, 2,..., n).

Soit ® Uimage de V par f et soit Y l'ensemble des points critiques de f. Suppo-
sons que le systeme (5. 1) satisfasse aux conditions (A,) au n° 1. Alors, toute
fibre critique de f est une fibre multiple, et, si X existe effectivement, ['image
f(X) de X est une surface analytique dans le domaine D ; c'est & dire que f(2)
est un ensemble analytique dans D dont toute composante irréductible est de
dimension n—1. De plus, si le deuxiéme probléme de Cousin pour Vest toujours
résoluble, f n'a aucun point critique.

Pour prouver la premiére moitié de de ce théoréme, d'aprés proposi-
tion 2 et proposition 3 au »n° 4, il suffit de voir que f(2) n’a aucune
composante irréductible de dimension n—2. Supposons, pour le réduire
a l'absurde, que f(Y) ait une composante irréductible T de dimension
n—2 (n=2). Prenons un point régulier 6° de T tel que T soit la seule
composante irréductible de f(X) contenant b°. Soit (7) un polycylindre
dans ® autour de b° et soit ¢, la restriction de f; & f~'((y)) pour chaque
jG=1,2,..., n). Alors, f7'((y)) est une variété de Stein (connexe)
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de dimension n+1, et le syst¢tme de fonctions

Prs Pas e vy Pn

satisfait aux conditions (4,). Donc, on peut supposer, pour fixer les
idées, que b° soit l'origine de l'espace (y) et que f(2) soit défini par

5»=0, 3.=0
dans un polycylindre 4 de la forme

v [<r 3 1< o ooy I<<rs

r étant un nombre positif suffisamment petit.
Supposons qu’il existe une application holomorphe g de 4 dans V satisfaisant
a la condition

flely)) =y pour tout ye 4.

Soit 2,, ..., 2,4; un systéme de coordonnées locales en g(O) et supposons
que l'application g soit définie par

zk:gk(y) (kZI’ 21"-1 n+1)

dans un voisinage de l'origine. Alors on a
n+1
2 (0f(¢(0))/02:) (08(0) /dy;) =6, (7, j=1, 2,..., n)

ou 0,=1 et 9,;=0 pour i%;; il suit de 14 que le rang de la matrice
(0f:/0z) (i=1,2,...,n;k=1,2,...,n+1)

est 7 en g(0). C’est contradictoire au fait que f~'(O) est une fibre
multiple. Dans la suite, nous allons construire effectivement une telle applica-
tion g.

Soient 4, et 4, les domaines définis par

40 0y 1<,y |y 1<y, Iy |<r (1=3, 4,..., n),
4y Ay |<r, 0< |y, | <1y Iy |<r (1=3, 4,..., n).

Pour chaque j (=1, 2) f7'(4,) est une variété de Stein de dimension
n+1 et la restriction du systétme (5.1) a f7'(d,) satisfait aux conditions
(A). Donc, d’aprés le théoréme 2 du mémoire précédent, f~'(4,) est
un espace fibré holomorphe sur J; dont la fibre est le plan C et dont le
groupe est le groupe des transformations linéaires holomorphes du plan
C. Les premier et deuxiéme problémes de Cousin pour 4; étant toujours
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résolubles, on peut trouver, pour chaque ; (j=1, 2), une fonction holo-
morphe @;(p) sur f7'(4;) telle que l'application

(5.2) y=£0) (=1 2,..., n), w=0,()

soit une application biholomorphe de f7'(4;) sur (4;, |w|<oo)
Dans f~(4)N\f(4,) on a

(5.3) D,(p) =a(f(p))D.(p) +B(f (),

ou a(y) et B(y) sont des fonctions holomorphes dans 4,4, et a(y) ne
s’annule jamais. Soit p, un point régulier de la fibre f~'(O) et soit

2y g ooy i

un systétme de coordonnées locales de V en p,, ayant p, pour origine. On
peut supposer que la fibre f~'(0) soit définie par

2,=0, 2,=0,..., 2,=0

dans un voisinage U de p,. Soit L la surface analytique dans U défine
par

Zn+l=0'

En diminuant r, s’il est nécessaire, on peut supposer que la composante
connexe I' de f™'(4)"\L contenant p, satisfasse aux conditions (N’) au
n° 4. Alors, én prenant la restriction ¢ de f a I" comme projection, [’
est un domaine multivalent étalé au-dessus de 4, sans point frontiére
situé au-dessus de l'intérieur de 4. Soit v le nombre des feuilles de I

On peut choisir 2,,..., 2, comme un syst¢tme de coordonnées de I'.
Soit ¢ la surface analytique dans I" définie par

Dlpy -0 9
D(z,..., 2

¢, étant la restriction de f; a I" pour chaque 7. Prenons un point b de

4,4, en dehors de ¢(¢). Alors la fibre f~'(b) intersecte I' en v points

distinctes p¥ (=1, 2,..., v). En prenant un voisinage suffisamment

petit W de b, on peut trover, pour chaque ¢ (z=1, 2,..., v,), une

application holomorphe ¢, de W dans I" satisfaisant aux deux conditions
0, (D) =p®, ¢(¢,(y)) =y identiquement pour ye W.

D’aprés (5. 3), on a

D,(d; () =a(y) P, (¢, (y)) +B(y) pour yeW,
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7 étant quelconque. Donc, on a

(1/) 5 0.(6,0)) =) (1/5) T 0.( () +BG) pour ye W.

Or, pour chaque 7 (7=1, 2), on voit facilement que la fonction (I/v)Zv:

?,(¢.(y)) peut se prolonger en une fonction holomorphe 4;(y) dans 4,.
De plus, on a

h(y) =a(y)h,(y) +B(y) pour yEd N4,

Pour chaque j (j=1, 2), soit ¥, l'application inverse de (5.2). Alors,
I'application holomorphe g de 4,04, dans V définie par

g =",y h;(y)) pour yed, (j=1, 2),
satisfait a
(5.4) fg(y)) =v identiquement dans 4,\J4,.

Or, on peut regarder la variété de Stein V comme un ensemble analy-
tique dans 'espace de m variables complexes, m étant un nombre entier
suffisamment grand. Donc, d’aprés Hartogs, l'application g peut se
prolonger en une application holomorphe g de 4 dans V9?. D’aprés (5. 4)
on a

f(gw)) =y identiquement dans 4.

Donc, d’aprés ce que nous avons vu déja, f(¥) ne peut avoir aucune
composante irréductible de dimension n—2.

Il s’agit du cas ou le deuxiéme probléme de Cousin pour V est toujours
résoluble?. Supposons, pour le réduire a l'absurde, que Y existe
effectivement. Soit S composante irréductible de la surface analytique
f(2). Alors, 3,=f7'(S) étant une surface analytique dans V, d’aprés
I'hypothése concernant le probléme de Cousin, on peut trouver une
fonction holomorphe F(p) sur V qui prend la valeur nulle justement en
Y, avec l'ordre un.

On peut supposer, pour fixer les idées que l'origine soit contenu dans
S et que f(2) soit définie par

y1=0

dans un polycylindre 4(CD) de la forme

12) Voir, par exemple, la démonstration du Théoréme 2 au n° 5 de Fujita [2].
13) L’idée de la démonstration suivante est due & Nishino. Voir Nishino [4] p. 272-273.
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b I<r, Ny <ty o ooy Iy [<r,

r étant un nombre positif suffisamment petit. Soit 4, le domaine cylind-
rique dans ® de la forme

0 Inl <ry e[ <ry ooy Dy 1<

Puisque la restriction du systéme (5.1) sur f7'(4,) satisfait aux conditions
(4,), on peut trouver une fonction holomorphe @(p) sur f~'(4,) telle que
I'application

(5.3) vi=fi(p) (=1, 2,...,n), w=0(p)
soit une application biholomorphe de f~'(4,) sur le domaine
(4, [w]<e0).

Soit p, un point régulier de T;N\f~'(4) et soit
iy oy e v oy Zogr

un systéme de coordonnées locales de V en p, ayant p, pour origine. Pour
fixer les idées, on peut supposer que 3, soit définie par

z,=0
dans un voisinage U (Cf7'(4)) de p,. Soit L I'ensemble analytique dans
U défini par
2,=0,..., 2,.,=0,
et soit C une courbe fermée sur L définie par
2. l=p, 2,=0,..., 2,,,=0,

o étant un nombre positif suffisamment petit, L'ordre de zéros de la
fonction F(p) sur Y, étant un, la variation de l'argument de F(p) est
2x, lorsque le point p décrit la courbe C dans un sens convenable. Soit
¥ T'application inverse de (5.5). Posons

Gy, w)=F(¥(y, w)) pour (y, w) & (4, |w]|o0).

G(y, w) est une fonction holomorphe dans (4,, |w|<oc0) qui ne s’annule
jamais. Soit C’ 'image de C par l'application (5.5). Alors la variation
de l'argument de G(y, w) le long de C’ est aussi 2z.

Or, 3, étant contenue dans 3, I'ordre de zéros v de f,(p) sur X, est plus
grand que 1. L’image C' de C est homotope a vC, dans (4, |w]|<{c0),
ou C, est une courbe fermée de la forme
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i l=p0 =0, ..., 5,=0, w=0,

0, étant un nombre positif. Soit 2pur la variation de 'argument de G(y, w)
le long de C,. Alors, celle de G(y, w) le long de C est 2vur, ou v(>1)
et ¢ sont des nombres entiers. Puisque 2vur=2r, c’est une contradiction.
Donc le théoréme 2 est démontré.

En particulier, le deuxiéme probléme de Cousin pour C"*' étant
toujours résoluble, on a le

Corollaire. Pour un systeme de n fonctions entieres de n+1 variables
complexes, les conditions (A,) sont équivalentes aux conditions (A,).
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