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Introduction

Soit

f (P), f 2(P)  f ,(p )

un systèm e de n fonctions ho lom orphes sur une variété de S tein  V  de
dimension n+1 , et soit f  l'app lication  de V dans l'espace C " d e n  varia-
bles complexes définie par les équations

( * ) Y i =1".(P), Y2=f;(P) ,  • • • , Y„=.f ..(P )•

Supposons que le système satisfasse aux conditions suivantes que l'on dira
conditions (A o).

1) Soit p ,  un point quelconque de V et soit z„ z . . . . . ,  z ,  un système
de coordonnées locales en p o . A lo rs  le  ran g  d e  la  m atr ice

(o f (P (z ) ) /az ,)  (i =1, 2,  n ;  1= 1 , 2, . . . , n 1)

est toujours n.
2) Soit l'im age  d e  V par f. Pour tout y E Z ,  la  f ib r e  f - ' (y )  est

irréductible et analytiquem ent homéomorphe à  tout le plan d'une variable
com plexe en tant qu'ensem ble analytique dans V.

A lors, nous avons vu  au  m ém oire p récédent que ( V, f ,  Z )  est un
espace fibré holomorphe sur Z ,  dont la fibre est le p lan C  d'une variable
com plexe et dont le groupe est le groupe des transform ations linéaires
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holomorphes du plan C, et que le dom aine est toujours pseudoconvexe
d'ordre n-2" ) .

D ans le présent m ém oire, en élim inant la condition 1) ci-dessus, nous
traiterons des systèm es m oins restrictifs. (Voir les conditions (A 1 ) au n°
1.) D ans le  cas où  V  est l'espace de deux variables com plexes, d 'après
Nishino" ) ,  ces nouvelles conditions sont équivalentes aux conditions (A0).
En général, il n 'en est pas ainsi m êm e pour n = 1 .  (V oir Exem ple 2  au
n ° 1.) M ais, dans ces conditions (A i ) ,  l'app lication  associée f  ne peut
avoir pour fibres critiques que fibres m ultip les. D e plus, si le deuxièm e
problème de Cousin pour V  est toujours réso lub le , ces conditions sont
équivalentes aux conditions (A o ) (Théorème 2  au  n °  5 ) .

Soit f  une app lication  quelconque défin ie par les équations ( * )  ci-
dessus, et so it I  l'ensemble des points critiques de f. Alors toute comp-
osante irréductible de l'ensemble analytique  X  e s t, s 'il ex is te , au  m o in s
de dimension n - 1 .  C 'est un cas particulier du théorèm e 1  au  n° 3 .

1. Systèmes de fonctions holomorphes satisfaisant aux conditions
(AL)

So it V  une variété de S tein  (connexe) de d im ension  n + 1  ( n _ ._. 1 )  et
soit

(1.1) f(P ), A (P ), •  •  •  f,(P )

un système de n fonctions holomorphes sur V . Considérons l'application
f  d e  V dans l'espace C" de n variables complexes définie par

Yi= f ( P ) ,  Y 2 =f 2 (P) , • • • , Y n= f.(P ).

Soit p o un  po in t quelconque de V  et soit

Z 1 , Z 2 ................ Z n + i

un systèm e de coordonnées locales en p o a y a n t  p o p o u r o rig in e . N o us
dirons que le rang de l'application f  e s t I ) au  p o in t p o s i  l e  r a n g  d e  l a
matrice

o f i (p(z))/az i )  (i= 1, 2, ,  n ; j=1 , 2 ,  . . .  ,  n+1)

est v  a  l'o rig in e . L e  p o in t p o sera appelé point critique de l'application f  si
le  ran g  d e  f  est plus petit que n  en po. Soit g(p) une fonction holomorphe
dans un voisinage de p o . Le point p o sera appelé point critique de kt fonction

1) F u jita  [2 ], Théorème 2  au n° 5.
2) Voir N ishino [4] p. 269 Théorème 2  et p. 272-273.
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g (p )  si toutes les dérivées ag(P(z ))/az i ( j= 1 ,  2, n+ 1) s 'annu len t
l'origine.

So it Z  l'im age de V  par l'app lication  f  et soit b —
 ( b 1 b )  un point

d e  Z . L a  f ib re  f " ( b )  est l'ensem ble analytique dans V  d éfin i p ar le s
équations

f , ( p ) = b „ . . . .  f ( p ) = b .

Supposons que l'application f  satisfasse à  la condition suivante.
1) Pour tout point y E Z, la fibre f -1  (y ) est irréductible et de dimension

un en tant qu 'ensem ble analytique dans V.
A lors on d ira une fibre f " ( y )  f ibre critique si au m oins un point de la

f ib re  e s t u n  p o in t c r it iq u e  d e  f . U n e fib re  c r itiq u e  f " ( y )  sera d ite
f ibre m ultiple si tout po int de la fibre est un  po int critique de f .

Nous dirons que le système (1. 1) satisfait aux conditions (A 1 )  si l'applica-
tion associée f  satisfait à  la condition 1) ci-dessus et la condition 2) suivante

2) Pour tout y E Z, la fibre f '  ( y )  est analytiquement homéomorphe
tout plan d 'une variable com plexe en tant que surface de R iem ann.

Exemple 1. Dans l'espace de 3 variables complexes x „ x „ x ,, considérons
la surface analytique S  définie par l'équation

x = x ,x ,+1.

L'intersection de S  et la surface analytique x 2 = 0 est la réunion de deux
droites analytiques

x 2 = 0, x 3 = 1  et L 2 : x 2 =0 , x 3 = —1.

O r, S '=-S— L, est u n e  v ar ié té  d e  S te in  d e  d im en sio n  2  e t la  fo n c tio n
Y1=x2 sur S ' satisfait aux conditions  ( A 0 ) .  S u r  S ' la fonction f 2 ( p )  définie
par

(x3-1 ) /x 2  pour x 2 =0
A ( x )  =  i

x1/(x 3 + 1) pour x,* — 1

est holomorphe et l'application

y 1 X2 , Y2 (x)

est une application biholomorphe de S ' sur l'espace C 2.

Exemple 2. S i (x „  x „ x ,)  est un  po in t de la  su rface  S  de l'exemple
ci-dessus, le point ( — x „ —x2 ,  — x,) est aussi un point de S. En identi-
f ian t ces  d eu x  p o in ts  (x i, x2, x 3 )  e t  (  — x i ,  —x2 , — x3) de S  pour tout
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(x„ x 2 , x 3 ) E S ,  on aura une variété com plexe S *  de d im ension 2. On
voit facilem ent que S *  e s t  u n e  v a r ié té  d e  Stein(3 ) e t  q u e  la  fo n c t io n
holomorphe y1 =.4 sur S * satisfait aux conditions (A 1 ) . La fibre  sur y1 =0
est une seule fibre critique et elle est une fibre m ultip le.

2. Lemmes

L e lem m e su ivan t est un e  gén éra lisa tio n  d u  L em m e 7  d e  Nishino
[4 ], dont la démonstration est toute pareille à  c e lle  d e  Nishinow.

Lemme 1. S oit D un dom aine dans l'espace de m  2) variables compexes.
Considerons un ensem ble analy tique irréductible 2 ' de  d im ension  un  dans D.
Supposons que E  soit simplement connexe en tant que surface de Riemann et qu'il
n'ait aucun point singulier dans un polycylindre 4  contenu dans D .  A lors 2'(- 4
est, s'il n'est pas v ide, toujours simplement connexe.

Le lemme suivant est aussi dû  à  Nishino (5 ) .

Lemme 2. S oit D  un dom aine contenant l'origine dans l'espace de deux
variables complexes x  et y , e t so it f (x , y) une fonction holom orphe dans D telle
que f (0 ,  0 ) =0 . Supposons que deux  fonctions af/ax e t  af/ay ne s'annulent
simultanement en aucun point dans D autre que l'origine et que la surface analytique
dans D  definie par

f(x , y ) =---b

soit, si elle ex iste effectivement,  toujours simplement connexe pour b 0 .  A lo rs
af/ax e t  af/ay ne s'annulent pas simultanement aussi à  l'origine.

Soit D  domaine dans l'espace de m variables complexes x„ x 2 ,... ,x ”„
Dans D considérons une suite de systèmes de 1 fonctions holomorphes

ff (x)  f`') (x)1..........(v= 1, 2 , ...).

Pour chaque i ( i = l, 2 , ... , 1 ), sup p o so n s que  la  su ite  d es fo n ctio n s
holomorphes

fP' )  (x) (v=1 , 2 ,...)

3) Soit yo l'application de S* dans l'espace de 6 variables complexes z 1 , , z 6 définie par
z i= x i, z 2 =x2, z 3 =xi, z4-=x2x3, z5=x3x 1 , z 6 =x 1x2.

Alors l'image yo (5*) est une variété affine non singulière dans l'espace ( z )  e t  ço est une
application biholomorphe de S* sur so(S*).

4) Voir Nishino [4] p. 265.
5 )  Voir Nishino [4] p. 265, Lemme 8 et p. 267-269.
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converge uniformément vers f o ) ( x )  dans D .  Alors toutes les fo) (x) sont
des fonctions holomorphes dans D .  Pour chaque v (v = 0, 1, . . .) soit E.
l'ensemble analytique dans D  défini par

P ( x ) = 0 , (x )= 0 , ,  f ( x ) = 0 .

Lemme 3. Dans ces circonstances, soit p o u n  p o in t  d e  Eo et supposons
que toute com posante irréductible de E0 contenant p o soit au plus de dim ension
2. A lors on peut trouver un voisinage U  de p o et un nom bre positif  N  tels que
toute composante irréductible de  E m U  soit au plus de dim ension 2  pour tout
v>.N.

E n effet, on  peut supposer que 0 2<m e t  q u e  p o so it l'o rig in e  d e
l'espace ( x ) .  D'après Weierstrass, en choisissant des coordonnées conve-
nables de l'espace (x ), on peut supposer que l'in tersection  de I ,  e t  la
variété linéaire dans D  défin ie par

x , = 0, .x2 = 0.........  x,= 0

est un  ensem b le d iscret dans un  vo isinage de l'o rig ine . A lo rs on  peut
décrire des domaines cylindriques 4 , 4 (k =  1, 2, ,  m - - 2 )  dans D  des
fo mes

: lx, 1< r  (i=  1, 2, . . • , , x » <p<P (j =2+ 1, . . . , m),
lx; l< r  ( i = l, 2 ,  . . . 1x; 1 <P = 2+ 1, ... m ; j 2-1-k),
P'<ixa+ki<P ,

satisfaisant aux conditions suivantes :

1) r ,  p ,  p '  sont des nombres positifs tels que p' < p .
2) j c  D, où  J  est l'adhérence de 4 dans l'espace (x).

m - 1  _

3 )  L 'in tersection  de f o e t  u  d k e s t v id e , z1, étant l'adhérence de 4
k•

k=1

Pour chaque i  ( i=  1, 2  1) , la  su ite  f i ' )  (z) ( = 1 , 2 , .  .)  converge
uniformément vers 

f o )
 (x ) dans D .  D onc, on  peut trouver un  nom bre

_
positif N  te l que l'in tersection  de 2 ', e t  u  4, so it v id e  p o u r to u t v>N.

k=1

O n voit facilem ent que toute com posante irréductib le de 2'„( 4  est au
plus de dimension 2 pour tout 1.)>N. C. Q. F. D.

3. L'ensemble des points critiques d'une application holomorphe

Soit D  un dom aine dans l'espace de m variables complexes x,, x2 , ,
x , et soit
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f , (x ) ,  f2 (x), , f„(x)

un système de n  fonctions holomorphes dans D .  Considérons l'application
holomorphe f  de D  dans l'espace C " de n variables complexes définie par

YI =fi (x) ,  Y 2 = .1e2 (x) ,  •  •  •  •  Y. =f„ (x) •

U n po in t a de D  sera d it point critique de l'application f  s i le  ra n g  d e  la
matrice

(afiax,) (i=  1, 2— , n ; j=  1, 2, . , m)

est plus petit que le m inim um  de m  et n en a. L 'e n s e m b le  E  des point
critiques de f  est un ensem ble analytique dans D .  O r, on  a le

Théorème 1 . Dans ces circonstances, supposons que I  existe effectivement.
A lors toute composante irréductible de E est au moins de dimension n -1  s i  1<n

et elle est au m oins de dim ension 2m — n-1 si m<n<2nz —1.

E n  e f fe t , so it  f o u n e  co m p o san te  ir réd u c tib le  q u e lco n q u e  d e  E.
Supposons, pour fixer les idées, que l'origine soit contenu dans D  et que
Eo soit une seule com posante irréductible de E  contenant l'origine.

C as 1 0  o ù  1<n_.< m . Puisque le rang de la m atrice

(3.1) caf (o)/ax i ) (i=1, 2 , ... , n ; j= 1 , 2 , , m)

est p lus petit que n, s'il est nécessaire, en appliquant une transformation
linéaire non singulière convenable de l'espace (y), on peut supposer que

af,(o)/ax i =o (i=1, 2, m).

S i le  ran g  d e  la  m atr ice  (3. 1) est n-1, on peut supposer, pour fixer
les idées, que

D(f, .........
D (x, .........

fa  1 )   # 0 A l'origine.

En regardant f,(x ), , f,,_,(x), x„  .x„, comme coordonnées locales
l'origine, on peut supposer que

f ( x ) = x ,  ( i= l, 2 , ... , n -1 )

identiquement dans un  vo isinage de l'o rig ine. A lors, dans ce vo isinage,
E  est l'ensemble des zéros communs de m —n+1 fonctions

a fla x ,(j= n ,  n+ 1 ,  m ).

Donc Eo est au moins de dimension  m—  (m —n 1) =n —1.



Les systèmes de fonctions holomorphes 423

D an s le  cas o ù  le  ran g  d e  la  m atrice  (3 . 1 ) est p lu s p e tit q u e  n —1,
considérons un autre système de fonctions holomorphes dans D de la forme

f  ( x )  =  ( x )  a x ,  ( i=  1 , 2 , .. . , n — 1) , (x) = f„(x) ,

ou a  est un nom bre com plexe non nul. Soit f *  l'application de D  dans
C" définie par

y; = f  (x) (1=1, 2. ........  n )

et soit E* l'ensemble des points critiques de f *  dans D .  On a

af;yax.,=afdax .,1- « ô  (i, j = 1, 2, ........  n —1)

où -= 1  e t ô ,= 0  p o ur i # j .  Si a (  O) est suffisamment petit en module,

D ( f  ......... 0 a l'origine.
D(xi,

T outes les af:/ax i (j=  1, 2 ........  m ) é tan t n u lle s  à  l 'o r ig in e , d 'ap rè s  ce
que nous avons vu ci-dessus, toute composante irréductible de I *  contenant
l'origine est au moins de dimension n — 1. Si l'on varie a  vers 0, chaque
déterminant fonctionnel

D, •  •  •  •  
D  l x  x ,2 , xi.)

converge uniformément vers

D (  f ,  f2 , . . . , f,)
D (x e , x,2 , , x 1 )

A l'intérieur com plet de D .  D onc, d 'après le lem m e 3 au n ° 2, est au
moins de dimension n —1.

Cas 2° où m<n<2m — 1. M aintenant, en choisissant des coordonnées
convenables de l'espace (x ), on peut supposer que

af(o)/ax„,=o (i = 1, 2 , . . .  ,  n) .

S i le  ran g  de  la  m atrice  (3 . 1 ) est  m—1, o n  p eu t sup p o ser, p o u r fixer
les idées que

D ( f ,  •  •  •  ,  L - i )  
D (x „ . . x.-1)

0 à l'origine.

En regardant f (x ) .........
on peut supposer que

f,(x ) =x ; (i= 1, 2, ........ m —1)

1(x), .x,„ comme coordonées locales  à l'origine,
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identiquement dans un  vo isinage de l'o rig ine. A lors, dans le  vo isinage,
est l'ensmeble des zéros communs de n —m + 1 fonctions

a fi gx„, (i=m, m+1, , n).

Donc E, est au moins de dimension m — (n —m+ 1) = 2m —n —1.
D ans le  cas où  le  rang de la  m atrice (3. 1) est p lu s  p e tit q u e  m — 1,

considérons un système de fonctions holomorphes dans D  de la forme

f  ( x )  f i (x) + ax,(i= 1, 2, . . . , m —1), f7 (x) = f,(x)
(j =m, m+1, n),

où a est un nom bre com plexe non nul. E n raisonnant pareillem ent au
cas 10 , on voit que  X 0 est au m oins de dim ension 2m —n —1.

C. Q. F. D.

4. Propositions

So it V une variété de Stein (connexe) de dim ension n + 1 1) , et
soit

(P), (P), • •  •  • (p)

un système de n fonctions holomorphes sur V . Considérons l'application
f  d e  V dans C" définie par les équations

y i =  (p )  ( i = l, 2, n).

Supposons que f  satisfasse à  la condition suivante :

1 ) Soit l'image de V par f .  Pour tout y E Z, la fibre (y) est irréductible
et de dim ension un en tant qu'ensem ble analy tique dans V .

Soit b=(b„ b„) un  po in t quelconque de Z ,  et so it p o u n  p o in t
régulier de l'ensemble analytique  f '  (b). O n peut trouver un systèm e de
coordonnées locales z„ z„ . . . , z„,, d e  V en  p o a y a n t  p o pour origine tel
que dans un  voisinge U  d e  p o l 'en sem b le  f - i(b) U  so it donné par les
équations

zi = 0, z, = 0 , ....... z„ = O.

Soit L  la surface analytique dans U  définie par l'équation

z„,,= O.

L'intersection de f i ( b )  et L  est le seul point p o . O r, si l'on  cho isit un
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nombre positif p  suffisamment petit, l'intersection de  f i ( y )  e t  L  est un
ensem ble discret dans U  pour tout y E (r ),  o ù  (r) est un polycylindre
dans l'espace (y) défin i par

LY1 - - b11<P, • • • , 151„— b .i< P .

Soit F  la com posante connexe de f  ( r ) )  r \ L  contenant p o e t  s o it  w  la
restriction de f  F .  En diminuant le nombre positif p , s'il est nécessaire
on peut supposer que r  soit à  l'in té r ieu r co m p le t d e  U .  Si l'on  prend
w comme projection, d'après W eierstrass, r  est un  dom aine multivalent
étalé au-dessus de (1)(6). O r, r  n'a aucun point frontière situé au-dessus
d e  l 'in té r ie u r  d e  (r). E n  p articu lie r , o n  a  ço ( r ) ,( r ) ;  d o n c  (r) est
contenu dans Z . D 'après ce que nous avons vu jusqu 'ic i, on  a la

Proposition 1(7 ) . Dans les circonstances ci-dessus,  l 'im ag e d e  V par
f  est un dom aine dans l'espace C " .  S oit b °  un point quelconque de et soit

(1)= 1 , 2 ,  . . . )  une suite de points de convergeant vers b ° .  A lo rs  p o u r
tout voisinage W d'un point quelconque p  de la fib re  f - ' ( b ° ) ,  on peut trouver
un nom bre positif  N  tel que toute f ibre f - i(b v ) ait au  m o ins un  po in t dans W
pour 1.)>N ( 8 ) .

Proposition 2. Dans les circonstances de la proposition 1 , supposons de
plus que toute f ibre f - ' ( y ) ( y E Z )  soit sim plem ent connexe en tant que surface
de Riemann( 9). A lors toute f ibre critique de l'application f  est une fibre multiple.

En effet, considérons l'ensemble I  des points critiques de l'application
f .  X  e s t u n  en sem b le  an a ly tiq u e  d an s  V e t, d 'ap rés la  co n d itio n  1 )
ci-dessus, X  e s t  a u  p lu s  d e  d im e n s io n  n. O n peut regarder, d 'aprés
R em m ertm , la  variété  de S te in  V com m e un ensem ble analytique non
singulier dans l'espace de m variables complexes, m étant un nombre entier
su ffisam m ent grand . D onc, d 'ap rés les lem m e 1  et lem m e 2  au  n °  2,
on voit facilement que  X  n 'a aucun po int iso lé dans le cas ou n =1 . Si
n> - 1, d 'ap rés  le théorém e 1 au  n °  3, toute composante irréductible d e  2'
est au moins de dimension n - 1 ( 1 ) .  Nous allons démontrer la proposition
2 par récurrence sur n.

D a n s  le  c a s  o ù  n -= 1 ,  to u te  co m p o san te  irréductib le  d e  2 ' est d e

6) Dans ce mémoire, un domaine multivalent peut général avoir des points de ramification.
7) C 'est un cas particulier d'un théorème da à  R em m ert. V oir Rem m ert [5] p . 358, Satz 28.
8) La suite des fibres (b")} (1)=1, 2, ...) converge analytiquem ent au sens de Fujita [1] et

la fibre f - 1  (V )  est la lim ite de la suite. Voir Fujita [1] p. 389-390.
9) Cette condition est moins restrictive que la condition 2) de (A 1 ) .

1 0 )  Voir Rem m ert [6].
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dim ension un. So it I °  une te lle  comosante de X .  T o u t  p o in t  d e  2 '
étant un point critique de la fonction f ,  la  re s tr ic t io n  d e  f i à  X° est
une constante. D onc I °  est une fibre m ultip le de f ,  car toute fibre de
f  est irréductible par hypothèse, ce qui m ontre que la proposition 2  est
vraie pour n=1 .

Soit n > l,  et supposons que la proposition 2 subsiste si le nombre des
fonctions j < n .  P our chaque i (i = 1, 2  n )  so it I  l'ensemble des
points critiques de la fonction f ,. X 1 e st u n  en sem b le  an a ly tiq u e  d an s
V ; il n'y a qu'une infinité dénombrable au plus de composantes irréduc-
tibles de X 1. S o ie n t

.12, • •  •  •  I  I  •  •  •

toutes ces com posantes. Pour chaque v (v=1 , 2 , ...), la restriction de f
/7 est une constante. D ésignons-la par b:. Soit b. un nombre complexe

en dehors de l'ensemble

131 = [M'y= 1, 2, ... ) .

La surface analytique S  d an s V définie par

f,  (P) = 13,

est une variété de Stein (connexe ou non) de dim ension n. Soit S °  une
composante connexe quelconque de S  et soit go, la restriction de  f  à  S°
pour chaque  j i .  A lo rs le  systèm e d e  n —1 fonctions go, (j=1, 2, ... ,
I, n ) satisfait aux conditions de la proposition 2. D e p lu s, un  p o in t
q  de S °  est un point critique de l'application

W= (Wi , • • . g o „ ) ,

si et seulem ent si q  est un point critique de l'application f  comme point
d e  V .  Donc, d'aprés l'hypothèse, toute fibre critique de f  située sur S
est multiple.

I l s 'ag it seu lem en t de la  fib re  critique su r un  po in t  b =  (b„ . . . , b„)
( E Z )  tel que toutes les bi EB i . O r, il existe au m oins une com posante
irréductible I °  de 2 ' te lle  q u e  E° ( b )  so it n o n  v id e . S i f - i(b )cE ° ,
elle est une fibre m ultip le. S i f - 1  (b) I°  étant au moins de dimension
un, au m oins une fonction f , n'est pas constante sur X°. Supposons, pour
fixer les idèes, que f i  ne soit pas constante sur X°. A lors on peut trouver
une suite

b'°=  (MP) ................ b,(,P)) (u=  1 , 2, . • .)

de points de Z , tendant vers b ,  t e l le  q u e  b1P) ( p =  1, 2, . . .) e t q u e



d e  f ( f ) .  A lors, d 'après la  p ro-
irréductible de  X . S i  T  est de

2 + 1 .  Toute
1, A  est égal

composante irréduc-
n —1 ou n - 2.

C. Q  F. D.
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f - 1 (b( e) )n r  soit non vide pour tout p .  Alors chaque fibre  (b (0 ) est
critique. D e  p lu s , d 'a p rè s  c e  q u e  n o u s  a v o n s  v u  c i-d e s su s , e lle  e s t
m ultip le. D onc, d 'après la proposition 1, la fibre f i ( b )  est aussi multiple,
ce qui dém ontre la proposition 2.

Proposition 3. Dans les circonstances de la proposition 2, soit X l'ensemble
des points critiques de l'app lication f .  A lors, si 2 ' n'est pas v ide, l'im age f (X )
de I  est un ensem ble analy tique dans le dom aine  d o n t  to u te  c o m p o san te
irréductible est de dimension n -1 , ou n -2 .

En effet, d'après les proposition 1 et proposition 2  ci-dessus, on voit
facilem ent que f (E )  est u n  en sem b le  fe rm é d an s le  d o m ain e  Z .  Soit
b=(b„ ,  b „ )  un point quelconque de f ( f )  et so it p o un  po int régu lier
d e  la  fib re  f - '(b). D ans un  vo isinage U  d e  p o considérons la surface
analytique L  q u i  intersecte transversalement f - 1 (b )  e n  P o . S o it  ( r )  un
polycylindre dans d e  l a  f o r m e

I.Y1— b1I <P , • • ly„ — b„I<p (p ) - 0 ),

p o . Alors,
d 'après ce que nous avons vu au début de ce n°, pour un nombre positif
p suffisamment petit, r  satisfa it aux  cond itions su ivan tes que l'on  d ira
conditions (N ') (1 1 )

1) L'intersection de r  et f - '(b ) est le seul point p o .
2) r  est contenue à  l'intérieur com plet d 'un voisinage de p o .
3) Soit ça la restriction de f  r .  En prenant ço comme projection,

est un dom aine multivalent étalé au-dessus de (r) sans point frontière
situé au-dessus de l'in térieur de (7).

A lo rs  le  n o m b re  d es  feu ille s  d e  r  est év id em m en t fin i. O r, T n E
é tan t l'en sem b le  an a ly tiq u e  d an s r,  ç a ( P rI )  est au ss i u n  en sem b le
analytique dans (y). D 'après la proposition 2  ci-dessus, on voit facile-
m ent que f (X )r ■ (r )= Ç o (r r ,x ) .  Donc f (E )  est un ensem ble analytique
dans Z.

Soit T  une composante irréductible
position 2, f - ' ( T )  est une composante
dimension 2, ( T )  est de dimension
tible d e I  étan t de dimension n ou n—

Je ne sais pas encore si l'ensem ble analytique f ( f )  de la proposition

11) Voir N ish in o  [3 ], p. 71, la condition (N).

e t so it  1" la com posante connexe de f - 1 ( ( r ) ) n L  contenant
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3  peut avoir effectivem ent une com posante irréductib le de dim ension
n  — 2 . D ans l'exem ple su ivan t f ( f )  est d e  d im en sio n  n - 2 ,  mais son
application f  a des fibres réductibles.

Exemple 3. Soit f  l'application holomorphe de l'espace C 3 dans l'espace
C ' définie par les équations

y 3 =X — 4  Y 2  = X 3  — X2.

Alors l'ensemble T  des points critiques de f  est défini par

x, = 0, x 3 —x2 =0.

Donc l'image f ( E )  est le  seu l po in t ( 0 ,  0 ) .  Une fibre f ' ( y )  de f  sur un
point y =  (y ,, y2 )  est irréductible et analytiquem ent homéomorphe au p lan
C , Si y 2 4 0 .  f - 1 ( y )  consiste en deux droites analytiques pour y=  (y1 , 0 )
(y2 4 0 )  f " ( 0 )  e s t u n e  d ro ite  an a ly t iq u e  e t e lle  e s t u n e  seu le  f ib re
critique.

5. Théorème 2. Ê tan t donné un système de n  fonctions holomorphes

(5. 1) (P) A(P) • •  •  •  ,  f .  ( P )

sur une variété de Stein (connexe) V de dimension n+ 1 considérons
l'application f  d e  V dans l'espace C" de n  variables complexes définie p2r

y i =  f; (p ) ( i= l, 2 ,  . . .  ,  n ) .

Soit l'image de V par f  et soit X  l'ensemble des points critiques de f .  Suppo-
sons que le système (5. 1) satisfasse aux conditions (A1)  a u  n °  1 .  Alors, toute
fibre critique de f  est une fibre m u lt ip le ,  e t ,  s i  I  existe effectivement, l'image
f ( 2 ' )  de X est une surface analytique dans le domaine ; c'est a dire que f (2 ')
est un ensemble analytique dans dont toute composante irréductible est de
dimension n - 1 .  De plus, si le deuxième problème de Cousin pour  V est toujours
r é s o lu b le ,  f  n'a aucun point critique.

Pour prouver la prem ière m oitié de de ce théorèm e, d'après proposi-
tion 2  et proposition 3  au  n °  4 ,  il s u f f it  d e  v o ir  q u e  f ( E )  n 'a aucune
composante irréductible de dimension n - 2 .  Supposons, pour le réduire

l'absurde, que f ( f )  ait une com posante irréductib le T  de dimension
n - 2  ( n - 2). Prenons un point régulier b °  d e T  te l q u e  T  so it la seule
composante irréductible de f ( f )  contenant h ° . S o i t  ( r )  u n  polycylindre
dans autour de b °  et so it ço, la restriction de f , à  f ( ( r ) )  pour chaque
j ( j=  1, 2, ,  n ) .  Alors, f - ' ( ( r ) )  est u n e  v a r ié té  d e  S te in  (co n n ex e )
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de dimension n +1, et le systèm e de fonctions

ÇlP 2 ' ' Wt.

satisfa it aux  cond itions (A1). D onc, on  peut supposer, pour fixer les
idées, que b °  so it l'origine de l'espace (y )  et que f ( E )  soit défini par

Yi = 0, y 2 = 0

dans un polycylindre 4  de la forme

[Yi I < r ,  IY2 < r ,  •  •  • Iy I <r,

r  étant un nombre positif suffisamment petit.
Supposons qu'il existe une application holomorphe g de 4  dans V  satisfaisant

a la condition

f  (g (y )) =y  pour tout y  E .

Soit z„ . . . , z ,, un systèm e de coordonnées locales en g ( 0 )  et supposons
que l'application g  soit définie par

z,=g,(y) (k= 1, 2 ........  n +1 )

dans un voisinage de l'origine. A lors on a

714-1
E  (af(g(0))/az0)(ag1(0)/ay,)=a i 3  ( i, i= 1, 2, . . . , n)
le=1

où 3,, =1 et ô = 0  p o u r i # j ;  il su it de  là  que le  rang  de la  m atrice

(a fia z ,)  ( i = l, 2 ........  n ; k =1 ,  2 ,  .......  n +1 )

est n  en  g ( 0 ) .  C 'est co n trad ic to ire  au  fa it q u e  f - 1 ( 0 )  est une fib re
m u lt ip le . Dans la suite, nous allons construire ef fectivem ent une telle applica-
tion g.

Soient 4 1 e t  4 , les domaines définis par

0< 1Y2 1< r , lyi 1 < r  (i= 3, 4, . . • n) ,

1.Y 1  < r r  
0 ‹  IY2 < r, Ln < 1 ' ( i  3, 4, . , n) .

Pour chaque j  ( j =  1, 2) f ' ( 4 ., )  est une varié té  de  S te in  de d im ension
n + 1  et la restriction du systèm e (5. 1) à  f - ' (43 ) satisfait aux conditions
(Ao ). D onc, d 'après le théorèm e 2  du m ém oire précédent, ( 4 , )  est
un espace fibré holomorphe sur 4 , dont la fibre est le p lan  G  et dont le
groupe est le groupe des transform ations linéaires holom orphes du plan
C .  Les premier et deuxième problèmes de Cousin pour 4 ,  étant toujours
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résolubles, on peut trouver, pour chaque j  ( j=  1, 2) , une fonction holo-
morphe 0.,(p ) sur (z 11 )  telle que l'application

(5.2)y i = f i ( P )  ( 1 =  1, 2, • • • , n) w =  ( P )

soit une application biholomorphe de ; )  sur (J i ,  1w 1<oo)
Dans f - 1 (4 1 ) n f - '(4 2 )  on a

(5.3)( P )  =  a (f(P) ) 0 2 (P) (f(P) )

où a (y) et 13 ( y )  sont des fonctions holomorphes dans 210 ( -■42 e t  a  (y ) n e
s'annule jamais. Soit p, un point régulier de la fibre f  ( 0 )  et soit

Z I •  z 2 , • • • • +1

un système de coordonnées locales de V en p„, ayant p, pour origine. On
peut supposer que la fibre f ' ( 0 )  soit définie par

z, = 0, z, = 0, . . . , z„ = 0

dans un voisinage U  de p0 . Soit L  la surface analytique dans U  daine
par

En diminuant r, s'il est nécessaire, on
connexe F  de f - 1  (4) ( - V., contenant p,
n° 4. Alors, en prenant la restriction
est un domaine multivalent étalé au

peut supposer que la composante
satisfasse aux conditions (N ' )  au
0 de f  F  comme projection, r

-dessus de J, sans point frontière
situé au-dessus de l'intérieur de J. Soit 1) le nombre des feuilles de F.

On peut choisir z 1 , . . . , z„ comme un système de coordonnées de r.
Soit c f  la surface analytique dans définie par

D ( , ........ W")  — 0D (z„ . . . , z„)

0, étant la restriction de f F  pour chaque i. Prenons un point b  de
41r\42 en dehors de 0 ( 0

-) . A lors la  fibre  f  ( b )  intersecte r  en 1 )  points
distinctes p ( 0  (1 = 1 , 2 ......... En prenant un voisinage suffisamment
p e t it  W  d e  b , on peut trover, pour chaque i (1= 1, 2, . , une
application holomorphe 0 1 de W dans r  satisfaisant aux deux conditions

01 (b)-=p ( i) , 0(0, ( y ) )  =y identiquement pour y E W.

D'après (5. 3) , on a

0
1 (Shi (Y)) = a (Y) 0 2 (ç ,  (y )) + 48 (y )  pour y E W,
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i  étant quelconque. D onc, on a

(1/v) Ê 0, (0 1 (y)) -=- a (y) (1/1) 0 2(0,60) + ie (Y) pour y E  W .
j= 1i

O r, pour chaque j  j  =  1 , 2 ), on voit facilem ent que la fonction (1/v) Ê
0

; (0; (Y )) peut se prolonger en une fonction holom orphe  h 1 (y ) dans
D e plus, on a

h, (y) =a (Y)h2 (Y) +13(y) pour y E

Pour chaque j  (1= 1 , 2 ) ,  soit ?I l 'ap p lica tio n  in v erse  d e  (5. 2). Alors,
l'application holomorphe g  de 4 1u 42 d a n s  V définie par

g (y) =  (y, (y ) )  pour y E  d ;  ( j  =1 ,  2),

satisfait

(5. 4) f (g (y )) = y  identiquement dans 4 1' i 42 .

O r, on  peu t regarder la  varié té  de S te in  V  com m e un ensem ble analy-
tique dans l'espace de m  variables complexes, m  étant un  nom bre entier
su ffisam m en t g ran d . D o n c , d 'ap rès  H arto g s , l'app lication  g  peut se
prolonger en une application holomorphe 'g de 4 dans V(12) . D 'a p r é s  (5 .4)
on a

f(g .(y )) = y  identiquement dans J.

Donc, d'aprés ce  que  n o us avo n s vu  d é jà , f ( f )  ne peu t avo ir aucune
composante irréductible de dimension n —2.

Il s'agit du cas ou le deuxième problème de Cousin pour V est toujours
résoluble". Supposons, pour le réduire  à  l 'ab su rd e , q u e  X  ex is te
effectivem ent. So it S  com posante irréductib le de la surface analytique
f ( E ) .  Alors, f o = f ' ( S )  é tan t u n e  su rface  an a ly tiq u e  d an s  V , d'après
l'h ypo thèse concernan t le  p rob lèm e de C ousin , on  peu t trouver une
fonction holomorphe F (p) s u r  V  qui prend la valeur nulle justem ent en
fo avec l'ordre un.

O n peut supposer, pour fixer les idées que l'origine soit contenu dans
S  et que f (2 ')  soit définie par

y i=

dans un p o ly cy lin d re  J(C Z ) de la forme

12) Voir, par exemple, la démonstration du Théorème 2  au n" 5 de Fu jita  [2 ].
13) L'idée de la démonstration suivante est due  à  Nishino. Voir N ishino [4] p. 272-273.
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IY1  I , IY 2 , • • • , <r,
r  étant un nom bre positif suffisam m ent petit. Soit 4 , le domaine cylind-
rique dans de la form e

< 7.• 1.Y21 <r• • • • • 1Y,, < 1".

Puisque la restriction du systèm e (5. 1) sur f -  ( 4 1)  satisfait aux conditions
(A0 ) , on peut trouver une fonction holomorphe 0 ( p )  sur T l  (4 1)  telle que
l'application

( 5 .5 ) y ,  =  (p) ( i = l, 2, . n ) ,  w =  0 (p )

soit une application biholomorphe de (4 1)  sur le domaine

(4 1, iw 1< œ ).

Soit p ,  un po int régulier de I o r \ f - '  (4 )  et soit

Z 2 ,  Z 2 ,  •  •  • Zn-I-1

un système de coordonnées locales de V en p ,  ayant p , pour origine. Pour
fixer les idées, on peut supposer que T o so it défin ie par

z1 = 0

dans un voisinage U  (  f - 1  ( 4 ) )  de p 0 . Soit L  l'ensemble analytique dans
U  défini par

Z2 0 ...........  z,,, = 0,

et so it C une courbe ferm ée sur L  définie par

p , z2= 0 ,. 

p  étan t un  nom bre positif su ffisam m ent petit, L 'o rd re de zéros de la
fonction F ( p )  su r  f o é tan t u n , la  v a r ia t io n  d e  l'a rg u m en t d e  F ( p )  est
27, lorsque le point p  décrit la courbe C dans un sens convenable. Soit
gr l'application inverse de (5. 5). Posons

G  (y , w) =  F(P ( y ,  w ) )  pour ( y ,  w )  ( J D  IW 1< ° ° ) •

G  (y, w )  est une fonction holomorphe dans (4 ,, I w I < 0 9 )  qui ne s'annule
jam a is . S o it  C' l'im age de C  par l'app lication  (5 . 5 ). Alors la variation
de l'argum ent de G  (y , w ) le  long  de C' est aussi 27.

O r, To étant contenue dans X, l'ordre de zéros 1.) de f i  (p ) su r f o est plus
grand  que 1. L'im age C' d e  C est homotope à  C0 dans (4 k , l w  < c ° )
où CÛ est une courbe ferm ée de la form e
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I=Po , Y 2 = 0 , - y„=0, w=0,

Ps étant un  nom bre positif. So it 2ter la variation de l'argument de G(y, w)
le long de C c,. A lo rs , c e lle  d e  G (y , w ) le  lo n g  d e  C ' est b ier, ou v(>1)
e t  p  sont des nombres entiers. Puisque 2v ienr=2;r, c'est une contradiction.
Donc le théorème 2 est démontré.

E n  p articu lie r , le  d eu x ièm e  p ro b lèm e  d e  C o u s in  p o u r C "+ ' étant
toujours résoluble, on a le

Corollaire. Po u r u n  sy s tèm e  d e  n  fonctions entières de n +1  variables
complexes, les conditions (A 1)  sont équivalentes aux conditions (A o ).
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