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Sur des conditions nécessaires pour les équations en évolution
pour que le probléme de Cauchy soit bien posé

dans les classes de fonctions C* 11

Par

Keiichiro KitTaAGawa

§10. Introduction a la deuxiéme partie

Cette note constitue la deuxiéme partie de notre mémoire [9]. Nous
redonnons briévement lintroduction pour les lecteurs qui n'ont pas la premicre
partie de ce mémoire sous la main.

Il s’agit du probléme de Cauchy homogéne:

<L(t, x; 0, 0 u(t, x) =0 (t, x)e[0, T,] x R?

(PO o7 'u0, x)=pix) j=1..,m

pour une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles a coefficients de la
classe de Gevrey:
L(t, x; 0, 0 )u(t, x) = [0 — Y. aj(t, x; 0,007 Ju(t, x) =0
ji=1

Comme nous avons dit a la premiére partie, notre intérét principale est de
donner des conditions nécéssaires pour que le probléme de Cauchy homogéne (PC)
dont le plan initial est fixé a t = 0 soit (uniquement) soluble dans la catégorie de
fonctions C* (Gevrey).

Par l'introduction de la notion du polygéne de Newton, nous réunifions en un
théoréme (théoréme 1) quelques unes des conditions recherchées: la condition pour
la parabolicité dans la catégorie de fonctions C* [1], [14], [26]; la condition pour
I'hyperbolicité, soit sur la partie principale (théoréme de Lax-Mizohata) dans la
catégorie de fonctions analytiques ou de Gevrey [3], [4], [10], [11], [15], [18],
[25], soit sur la partie inférieure (condition de Levi) dans la catégorie de fonctions
de Gevrey ou de C*® [3], [4], [5], [12], [19], [20], [21]. [23], [24]. Nous I'énon-
¢ons, au théoréme 1, comme la condition nécessaire pour ['existence (non
nécessairement unique) de solution C® par lintroductin d'une notion “(s)-
soluble”. Et comme la condition nécessaire pour l'unicité locale de solution
[6], [8], [16] nous énongons le théoréme 2.

Comme des corollaires directes de ces deux théorémes, nous énoncons trois
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théorémes: Le théoréme 3 donne un raffinement d'un théoréme de S.Mizohata
[16] sur la proprieté de la propagation a vitesse finie et un raffinement aussi d'un
théoréme de K. Kajitani [6]: Le théoréme 4 donne un raffinement du théoréme de
Lax-Mizohata; Le théoréme 5 donne un raffinement des théorémes de V. Ya.Ivrii.

Dans la premiére partiec [9] de notre mémoire, mettant l'accent sur
I'explication de lidée de la méthode améliorée de I'énergie micro-locale de
S.Mizohata [8], [15], [17], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [27], nous nous
sommes limités & énoncer un cas spécial du théoréme 1, mais nous avons donné sa
démonstration détaillée. Dans cette note, nous donnons nos résultats en pleine
forme, mais, leur démonstration étant toute pareille a celle a la note précédente,
nous ne le répétons plus et nous nous contentons de remarquer seulement les
points & modifier & cette démonstration. Nous prions au lecteur de conférer la
démonstration a la note précédente.

Nous énongons nos résultats a la section 11 suivante: A la section 12 nous
énoncons la proposition fondamentale sous la pleine forme avec la remarque sur
les points & modifier & sa démonstration a la note précédente: Nous faisons une
modification de la proposition fondamentale a la section 13: Nous donnons les
démonstrations de nos théorémes a la section 14.

§11. Enoncé des théorémes

Nous répétons l'explicatin de notre écriture pour qu'on puisse lire les
théorémes sans se référer a la premiére note.

Pour deux vecteurs a = (a, ..., a,), b = (b,,..., b;), nous écrivons:
a=>b siag=b;;j=1,..,d a<b siaj<b;;j=1,...,d
a+b=(a,+by,....a,+by) ab = (a;by,..., a;by)
a®=(a%,..., a5 a'=(a,!,..., a5
lal = (layl, ..., [a4])

d
day=a, + - +a;= Z a; pla)y=a,..a,= Hl a;

i=

Pour un scalaire aeR, nous considérons un vecteur de RY: »(a) = (a, ..., q)
Pour la simplicité de l'écriture, nous abrégerons »(a) par a et aussi f(a) par
a. Ainsi on écrit par exemple:

a* = pa*)=aj ...a3* pour a=(ay,...,a,) et a =(ay,..., &)
a* = p(v(a@)) =a™* "% pour aeR et a = (ay,..., %)

De méme nous écrivons:

6a1+~~~+a ] a
a:zaal - aad;pas <—,ax> L= = 1) f8(x; &) = EDEf(x; &)
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m
Soient: | fI| = || f | L2we) pour une fonction f || fIl = Z I f;II pour un vecteur

f=(f1,....fm): la(e, D)|| = lla(°, D)l 2gay-r2mey POUT un opérateur pseudo-
différentiel borné a(x, D).

Ensuite nous expliquons les espaces fonctionnels que nous utiliserons: les
classes de Gevrey. Soient € un domaine de R? et s=(s;,...,s) et
R=(R,,..., Ry des vecteurs. Quelques-uns des s; peuvent eventuellement Etre
infinis: soit par exemple, pour la simplicit¢ de I'écriture, s=(s,s") avec
s =(51,.,8,), 8" =(00,.,0); 1 <sj< o0 (j=1,., £). Nous écrivons a = («, «") =
(alv" d,, al +1o°> “d)-

P%(Q) = {f(x)e C*(Q); YK compact = 2, Ya"; Sl;pllaif(x)l/a’!s'R’“' < oo}

Y2@Q) = U 7r(€Q), v<‘>(Q)EROOV7z(Q)

R>0

= {f(x)e H*(Q); "o"; Sup || 03f [l 2/ 1 R™ < o0}

HYQ)= U Hx(Q), H®Q)= () Hx(®)
R>0 R>0

ot H*(Q) = {f(x)eC®(Q); 0% |l L2 < 00 “at}.
Ainsi on a Y®(Q) = y¢*>(Q) = C*(2) et H™(Q) = H(*’(Q) = H*(2). Nous
disons qu'une fonction de y®(Q) ou de H®(Q) ((2) ou de H(Q)
respectivement) est d’indice (s) ({s) respectiement).

Soit, pour deux espaces vectoriels topologiques E et F, C™(E, F) l'espace de
fonctions m-fois continuellement différentiables, définies dans E et a valeur dans F.

Nous supposons que les coefficients soient des fonctions de la classe de Gevrey
d'indice (s~) ou {s™~) et nous considérons le probléme de Cauchy dans la classe de
Gevrey d'indice (s) ou {s); Sur ces indices nous supposons:

1<s"<s< ;s <.

Nous expliquons ensuite le polygone de Newton (4),,(f, X) pour le poids (p, 6)
attaché au point (f, X) qui est introduit dans [19].

Nous considérons le poids (p, d); p =(py,.»> Pa)» 6 =(d1,., 65) que nous
supposons:

0<d<p< .

Soient

Lt x: 8, 8 u(t, x) = [ — i (t x: 88" u(t, x) = 0

ou ajt, x; &= Zala(t x)& —ZZ )70 (x — X)URg,, (1, x)E
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a(jok) s(ps — 5v(jak))>
—> - au plan
J J
XY. Nous y ajoutons un point (1,0) exprés. Nous appelons le polygone de
Newton pour le poids (p, 8) attaché au point (£, X), noté par (4),,(f, %), le plus petit
polygdne a cotés de pente non négative contenant tous ces points.

Nous faisons correspondre a (jak) le point <1 +

(0, ¢

I“°//////

(Polygone de Newton)

Pour un nombre ¢ > 0 donné, soient P_, P¥* le point de contact de la tangente
au (4),5(t, X), a pente non négative, tirée du point (0, ¢) et o, la pente de cette
tangente: Quand cette tangente n'a qu'un point de contact, P, = P* est ce point de
contact: et quand elle a un co6té commun avec le (4),5(f, X), P, est le sommet a
I'extrémité gauche de ce c6té et P¥* est celui 4 l'extrémité droite de ce cdté. Quand
il n'y a pas de telle tangente, P, et P* sont convenus d'étre respectivement le
sommet P, a ['extréme droite du (4),4(f, X) et le point d l'infini, et ¢, est convenue
g. = — 0.

Pour un point P du (4),,({, %), soient [], et [], les cotés du (4),4(f, %) juste a
la gauche et 4 la droite respectivement de P et o, et o les pentes de [], et [],
respectivement. Ainsi o5, = 0.

Pour deux sommets P et Q du (4),(f. X) donnés dont Q est a la droite de P,
que nous écrivons P < Q, soit [P, Q] ([P, Q) resp.) 'ensemble de tous les sommets
du (4),,(f, X) entre ces deux sommets, P, Q tous les deux inclus (P inclus et Q exclu
resp.): et soit {P, Q} l'ensemble de tous les points sur les cotés du (4),,(f, X) entre
ces deux sommets P, Q tous les deux inclus. Nous convenons [P, P] = {P} et
[Q, P]= ¢ pour P < Q.

Soit, pour un sommet P =(l+ ¢, p) du (4),( X) donné, le polynome
caractéristique attaché a P:

PN, x5 &; 1, %)

=" ZP (t — )7 =ai 0 Um g (f) %+ xp) EXAmTI
(jak)e I'g

ou Ii= {(jak). (1 ., oliak) olpx ~ 5v(jock))>e +}
B ’ ’ P

J J
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et x5 =(X51,..., Xga): X5; =081 6, #0, x5 =x;81 6;=0 (j=1,...,d)

Remarquons que l'on a

PR x; & X)) =" — Y XU ag(d %+ xp)E AT
(jak)e Fp

o(jak) a(pa — 5V(j&k))> _ P}
i’ J

ou [p= {(jcxk); <1 +
Soient enfin:

Sj

) .=,
@,5 = max &, et 4,5 = MmL
i S j
Remarquons que, s~ étant supposé s~ < + oo, l'on a:4,; >0

Ayant ainsi expliqué notre écriture, nous envisageons le probléme de Cauchy

(PO).

Definition 1. (1) Disons que le probléme de Cauchy (PC) est (s)-soluble s'il
existe un domaine Q, et un nombre positif T, tels que les coefficients sont de
CO([0, Ty, y7(R,)) et que, pour toutes les données ¢ (x)e HO(RY)(j = 1,., m), il
existe une solution u(t, x)e C™([0, T], C*(2,)) du (PC), au sens que l'on ait:

L(t, x; 0,, O )u(t, x) =0 (t, x)e [0, Ty] x 2,
0171 u(0, x) = @j(x) xXeR,, j=1,.,m.

(2) Le probléme de Cauchy (PC) est dit t-localement (s)-soluble s'il existe un
domaine ©Q, et un nombre positif T tels que les coefficients sont de C°([0, Tp],
Y 7(R,)) et que, pour toutes les données @;(x)e HO(RY)(j = 1,., m), il existe un
nombre positif T(T < Tp) et une solution u(t, x)e C™([0, T], C*(2,)) du (PC).
(3) Le probléme de Cauchy (PC) est dit localement (s)-soluble & un point x = % s'il
existe un voisinage @, du point x = X et un nombre positif T, tels que les
coefficients sont de C°([0, T,], y“(€2,)) et que, pour toutes les données
@i(x)e HO(RY)(j = 1,., m) il existe un nombre positif T(T < T,), un voisinage 2 (2
c £2,) de x = x et une solution u(t, x)e C™([0, T], C*(2)) du (PC).

(4) Le probléme de Cauchy (PC) est dit {s)-soluble s'il existe un domaine 2, et
un nombre positif T, tels que les coefficients sont de C°([0, Ty], y¢*>(L2,)) et que,
pour toutes les données ¢;(x)e H’(RY) (j=1,.,m), il existe une solution
u(t, x)e C™([0, Ty], C*(R,)) du (PC).

Remarque. H<>(RY) étant un espace de Frechet, compte tenu du théoréme de
Baire, ce n'est pas la peine de définir ni t-localement {s)-soluble ni localement {s)-
soluble 4 un point. (voire la proposition 11)

Notre définition est dans le courant de la notion “weakly correct” de V.Ya
Ivrii [5] plus faible que celle “correct” que l'on retrouve aux recherches sur la
condition suffisante [2], [28], [29].

Remarquons aussi que la définition “weakly locally correct” de V.Ya.Ivrii [5]
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est de type “t-localement soluble”.

Nous considérons les conditions suivantes:
(11-1) La partie réelle de la racine de p&(A)(t, x — x,; i¢; 0, X) = 0 soit non
positive pour tous t > 0, ¥(x, {)eR?,
(11-2) La partie réelle de la racine de p8°(4) (0, x — x;; i€; 0, X) = 0 soit non
positive pour tous "(x, &)eR?,
Alors on a le théoréme:

Théoréme 1. On a les énoncés suivants pour tout “(p, 6);0< < p < o0,
@ps < K‘,,;, Cops = 0.
[1] Soit s # co. Pour que le probléme de Cauchy (PC) soit (s)-soluble, il faut que,
pour tout X€,, l'on ait (11-1) pour tout "Pe[P,,pd, P,,,) et (11-2) pout P = P, .
[2] Soit s+# . Pour que le probléme de Cauchy (PC) soit t-localement (s)-
soluble, il faut que, pour tout %€, I'on ait (11-1) pour tout "Pe[P P, ) et (11—
2) pour P =P,,, 4 l'exception du cas: o,,, = 0.
[3]1 Soit s # 0. Pout que le probléme de Cauchy (PC) soit localement (s)-soluble
a x = X, il faut qu'on ait (11-1) pour tout "Pe [P.,5 Ps,,) et (11=2) pour P =P,  a
l'exception des cas: 0,,,=0: a,;=£6,5=p;— d; avec un j.
[4] Pour que le probléeme de Cauchy (PC) soit {s)-soluble, il faut que, pour tout
x€Qy, l'on ait (11-1) pour tout VPe[Pjpd, P, ) et (11-2) pour P = P, , au cas ou

P%,, < P,,, a l'exception du cas a, =6,; = p;— 0; avec un j.

aps’

Maintenant nous envisageons l'unicité locale de solution.

Définition 2. Nous disons le jauge a (0,x) la fonction vectorielle
g(t, x) = (g,(t, x),., gq4(t, x)) définie a un voisinage [0, T] x 2 de (0, X) telle que
g;(t, x) y sont non négatives continues et g;(0, x) =0 (j = 1,., d): Nous disons que
le probléme de Cauchy (PC) a la propriété de I'unicité au jauge g(t, x) d (0, X) si
toute la solution C*® du (PC) s'annule au point (¢, x)e[0, T] x 2 tant que des
données initiales s'annulent dans l'ensemble {y; |y — x| < g(¢, x)}.

Nous envisageons le polygone de Newton (4),5(0, x), attaché a (0, X), pour le
poids (p, 8). Soient, pour des vecteurs v/ (j=1,.,d) et un point Pe(4),50, X)
donnés, 12%,(x) des nombres définis par:

Max {0, X; p; — a(v/6) = 6(X — (1 + q)) + p} si 6 = Max{o7,0,} >0
s o\ _ si 6 =Max{a},0,} =0 et p;—a(¥d)<p
(%) = l+gq si 6 =Max{of, 0, =0 et p;—a(v/d)=p
o0 si 6 =Max{of, g, =0 et p;— (/) >p
On a le théoréme suivant:

Théoréme 2. Supposons que le (PC) soit {c0)-soluble. Alors le (PC) n'a pas
la propriété de l'unicité au jauge g(t, x)t"(x — X)* = (g,(t, X)t™(x — %)"',., gu(t, X)
t'(x — X)"%) a (0, X) ou gt, x) sont non négatives, continues et g;0, x)=0
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(j=1,.,d) et que (t2%p(%),., T23p(X)) < T = (14,., 7)) < 00 pour un Pe{P; Pg[P*,
P, ] = (4),5(0, %), po(A)O0, x; £; 0, X) # A"} et ceci pour tous "X(X€Q,), VI(j =
1,., d) et Y(p, 9).

Remarque. Dans [16], S. Mizohata a raisonné que, tant qu'on considére les
problémes de Cauchy uniformément bien posés, s'il y a la propriété de la
propagation a vitesse finie, il y a la propriété¢ de l'unicité au jauge 3g(x)t avec une
certaine fonction g(x) continue. Mais & notre situation ou le plan initial du
probléme de Cauchy est fixé & t=0. ce n'est plus raisonnable: S'il y a la
propriété de la propagation a vitesse bornée c'est-a-dire que la vitesse de
propagation est bornée, alors il y a la propriété de l'unicité a jauge Ct.

Exemple. (6) Lg(t, x; 0,, 0,) = 02 — t%*x2¢ 9?2

Le (PC) n'a, a l'origine, ni l'unicité 4 jauge x™t**1g(t, x) (m < €), ni l'unicité a
jauge x™g(t, x) (m > £) ou ¢(t, x) est non négative continue telle que g(0, x) = 0.

() Ly(t, x; 0, 0,) = 07 — (12 + x**)07 (k> 0)
b e P ol —k(m/ g — 1) 14
Le (PC) n'a, a lorigine, ni l'unicit¢ a jauge x™t g(t, x) mSE

¢ L.
(k + 1)), ni l'unicité a jauge x™g(t, x), <m > E(k + 1)) ou ¢g(t, x) est non négative
continue telle que g(0, x) = 0.

A interpréter ces théorémes-ci, nous remarquons tout d’abord un corollaire de
ce théoréme 2.

Theéoréme 3 (c¢f [6], (8], [16]). Supposons que les coefficients soient analyti-
ques par rapport a (t, x). Pour que le probléeme de Cauchy (PC) soit {oo)-soluble et
qu'il ait la propreiété de l'unicité a un jauge g(t, x) a un point (0, X); X€Q,, il faut
que L(t, x; 0,, 0,) soit kowalevskien.

Ramarque. Nous soulignons que nous ne considérons que le probléme de
Cauchy homogeéne dont le plan initial est fixé a t = 0. Ce théoréme est ainsi un
raffinement des théorémes de S.Mizohata [16] ou de K.Kajitani [6]. Nous en
discuterons a la note ultérieure.

Interprétons le théoréme 1: Nous distinguons, comme S. Mizohata [15] a fait,
le cas ou L(t, x;0, 0,) est kowalevskien du cas ou L(t,x;d, 0,) nest pas
kowalevskien.

Au cas ou L(t, x; d,, 0,) est non kowalevskien, ce théoréme | donne un
raffinement du théoréme cité ci-haut de S.Mizohata [15] et une extension a la
catégorie de fonctions de Gevrey et amélioration dans la catégorie de fonctions C®
des résultats de M. Miyake [14], ou de T.Sadamatsu [26] au cas ou les coefficients
sont de la classe de Gevrey.

Example. Reprenons l'exemple (1):
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(1) Ly(t, 0, 0,) = 0, + t*a(t, x)d% + t* b(t, x)02 + c(t, x)d,

ou a(t, x), b(t, x), c(t, x) sont analytiques en ¢ et telles qu'on ait a(0, x) = b(0, x) = 1,
¢(0, x) # 0.

D’aprés M. Miyake [14] ou T.Sadamatsu [26], pour que le (PC) soit (oo)-soluble,
il faut que ¢ > 1 pour k =2, 3, et ¢ > 2 pour k > 4. D’aprés notre théoréme 4 la
note précédente cette condition a été améliorée par 3¢ >k pour k>4. Le
théoréme 1 l'améliore encore par 3¢ > k.

Et au cas ou L{(t, x;d,, d,) est kowalevskien ils donnent d'une part des
conditions sur la partie principale du L(t, x; d,, 0,) comme un raffinement des
théorémes de S.Mizohata [11], [15], [18] ou de N.Nishitani [25], (cf. [3], [4],
[10]) et d’autre part des conditions de Levi de type de V. Ya. Ivrii [5] (cf. [12]) sur
les parties d'ordre inférieure du L(t, x; d,, d,). Nous l'expliquons dans la suite.

Supposons que L{(t, x; d,, 0,) soit kowalevskien et que I'on ait:
(11-3)  a;,(t, x) = t7a,(t, x) pour j, a; o(a) =j (a;(0, x) # 0)

Nous envisageons pour p = (py,..., pg). 6 =0=(0,..., 0).

Soient @, = a,q, £, =4, €t ¢, = Max (% a(pcx)).

a;a(a)=k,k=1,.,m
Soient hj(t, x; &), h4(t, x; £) les parties de aj(t, x; &) définies respectivement

par:
hit, x; O = Y aplt, x)E et e, x5 &) = T e ne
aa)=j s(pa)=jcp

Au lieu du polynéme caractéristique défini par

pA(t, x; &) = Z hi(t, x5 OA",

nous considérons le polynome défini par
pPPANL, x5 &) = 2 o(t, x; E)Am

Nous envisageons la condition suivante:

(11-4) La racine de p*(4)(0, X; i¢) = 0 est purement imaginaire pour tout YEeRY

Théoréme 4. Supposons que Lit, x; 0,, 0,) soit kowalevskien et que l'on ait
(11-3). Alors on a les suivantes, pour tout "p;s~ < p <s:
(1) Soit s # . Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que, pour tout X€Q,, I'on
ait (11-4).
(2) Soit s # co. Pour que le (PC) soit t-localement (s)-soluble, il faut que, pour
tout Xy, l'on ait (11-4) a l'exception du cas: a, =6, = c,,.
(3) Soit s # 0. Pour que le (PC) soit localement (s)-soluble au point x = X, il faut
que l'on ait (11-4) a !'exception d'un des cas:
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Q) ap=¢,=c

p=¢, 0u (ii) a,=4£,=p; avec un j.

(4) Pour que le (PC) soit {sy-soluble, il faut que, pour tout X Q,, l'on ait (11-4) a
l'exception du cas: a,= {6, = p; avec un j.

Ramarque. S. Mizohata [15],[18] et N.Nishitani [25] ont donné
linformation sur des racines de polynéme caractéristique et pour s =(s,..., s).
Notre résultat est ainsi un raffinement de ces théorémes.

Exemple. (8) Lg(t, x: 0, 8,) = 82 — t*(a(t, x)02 + b(t, x)?)

Pour que le (PC) soit (1, s)-soluble (1 <s), il faut que a(0,0)>0 et
b(0,0)> 0. Et pour qu'il soit t-localement (1, s)-soluble (1 <s), il faut que
b(0, 0) > 0.

D’autre part comme la condition sur la partie inférieure de L(t, x; 0, 0,), on a
le théoréme suivant:
Nous considérons la condition:

I'ensemble {( jok); (1 + U(]j.,ak), opa —jév(jcxk))) =P, aj (0, X) # O}
(11-5) {

soit composé uniquement des (jak) tels que |o| =j.

Théoréme 5. Supposons que Lit, x; 0,, 0,) soit kowalevskien. Alors on a les
énoncés suivants pour tout ¥(p,8);0< 0 <p < 0, a,; <84, 7,,20.
[1] Soit s # co. Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que, pour tout X€Q,, I'on
ait (11-5) pour tout "Pe{P, ,, P, }.
[2] Soit s # 0. Pour que le (PC) soit t-localement (s)-soluble, il faut que, pour
tout XeQq, l'on ait (11-5) pour tous "Pe{P,,p - Pﬁpé} a l'exception du cas ou o,,,
=0.
[3] Soit s # co. Pour que le (PC) soit localement (s)-soluble au point x = x, il
Sfaut que l'on ait (11-5) pour tous "Pe{P Pﬁpé} a l'exception des cas:a,,,
=0: a,; =4, =p; — d; avec un j.
[4] Pour que le (PC) soit {s)y-soluble, il faut que, pour tout x€Q,, I'on ait (11-5)
pour tous "Pe{P* . P, } a l'exception du cas: a,; =£,; = p; — d; avec un j.

aps®

aps?

Remarque. Ce théoréme 5 ne recoure pas bien le théoréme 1 de V.Ya.lvrii
[5], au cas ou r = m: Notre théoréme assure bien la condition (N,) au théoréme 1
de V.Ya.lvrii [5] et méme (N,) au cas d =1, (voire la Proposition 14 a
I'appendice), mais pas toujours la condition (N,). Ainsi notre théoréme recouvre
bien le théoréme 1 de V.Ya.lvrii au cas de d = 1, et il recouvre aussi la condition
(ii) et (iv) mais ni (i) ni (ili) du théoréme 1 au cas de dimension générale. Il
recouvre désormais le théoréme 3 de V.Ya Ivrii [5].

La difficulté¢ & montrer la condition (N,) & notre situation provient du fait que
nous ne considérons que le (PC) & données au plan initial fixé 4 t =0. Si l'on
considére les problémes de Cauchy “uniformes” dont le plan initial n’est plus fixé,
on se passe de cette difficulté. Nous le verrons dans une note ultérieure.
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§12. Proposition fondamentale

Nous rendons le probléme (PC) a celui pour un systéme d'ordre 1 en d,.
Soient

U(t, x) =" (uy(t, %), .., un(t, X)); uylt, x) = 87 Mu(t, x): j=1,.,m
D(x) = (@1(x), ..., Pm(X))-

Le probléme de Cauchy (PC) est équivalent au suivant.

[0, — At x: 0,)] U(t, x) = 0
(PCS) (U(o, X) = B(x)
ou (t, x;0,) = 0-.__..1 ..... 0
( e 1 )

am(t* X; ax)a ey al(t7 x; ax)
Nous envisageons, avec un £°eR? et un paramétre n de localisation:

([6,1 — ot x;n?E +0,)] U(t,x) =0

(PCS)eon U0, x) = &@,(x).

Le (PCS), est lié au (PCS) par Uo(t, x) = exp(— n?E%x) U(t, x).

Nous considérons au voisinage d'un point quelconque x = X, mais pour la
simplicité de l'écriture, nous supposons x = 0:

Soient 2, un voisinage de l'origine et T, un nombre positif.

Nous fixons des indices de Gevrey s™, s: 1 <s” <s< o0, s~ < 00 que nous
supposons, pour la simplicité:

s=(s,s") =(sy,., 8,, ©,., ©).
Nous écrivons de méme o = (o, &) = (®y,., Ayy Xy g0y 0Ag).
Nous fixons aussi un poids (p, 6): 0 < < p < 0.

Nous envisageons le polygone de Newton (4),; = (4),0, 0), et fixons un
sommet P = (1 + g, p) du (4),,.
Nous fixons des nombres «, ¢°, ¢ et A° en sorte qu'on ait:

(H) 0<a<é6=6,0<0"<0,:0<06<5;0<4°
Nous arrangeons des conditions a supposer:
(H-0) 0O<a; Pe[P,P,];0°<o0p.
(H-0) < ¢ au cas ou il existe un j tel que £ = p; — 8;; Pe[P¥, P,]; 6° < 0p.

11 existe un nombre p, > 0 et pour tout compact K de Q,, il existe une
(H-1) | constante C telle quon a:

|0, (t, x)| <3Cv! py Y(t, x)e[0, T,] x K , ¥j, Yo, "k
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Pour tout p, > 0, et pour tout compact K de €,, il existe une constante
{H-1)| C telle qu'on a:

|03 (2, X)| <3CVE"py ¥(t, x)€[0, T,] x K , ), "o, "k
Pour tout A > 0, il existe un voisinage de l'origine 2, < Q, tel que, pour

toute suite des données initiales @ = {@,(x)}; P,(x) = (@n1(X), ..., ©na(x))
ou ¢,;€ H>(RY), satisfaisant, pour tous j, a, a

105@n;ll <3C Ogln) (cony’™  ('n, o)

(H-2) | avec une certaine constante c, et une certaine fonction en n 4n), il
existe un polyndme C 44(n) et au moins une solution U2(z, x) du (PCS)0,
ayant une estimation a priori:

N

Sup  |UX(t, x)| < C 40(n)Og(n) exp(An=) > 1.
! te10. Aon a0}

Et au cas exceptionnel (12-1), Q, peut étre choisi Q, = Q, indépend-
amment de A

(12-1) a=t=p,—5; G))

Pour toute suite des données initiales @ = {®,(x)}; D,(x) = (@, (X), ...,
@n(x)) ou @,;€ H(RY, satisfaisant, pour tous j, o, &

105@n;1l <3C Boln)(con)f™  ("n, o)

(H-2) | avec une certaine constante c, et une certaine fonction en n Ogn), il
existe un nombre A, un polyndome Cgyn) et au moins une solution
Udt, x) du (PCS), ayant une estimation & priori

N

Sup lUgj(t, X)| < Co(n)Og(n)exp(Apn®) “n>» 1.
1 nexe o
te[0,4% — 0]

I

On a la proposition fondamentale dont la premiére partie est déja énoncée
sous la forme simplifiée et démontrée a la note précédente.

Proposition fondamentale. (1) Sous les hypothéses (H), (H-0), (H-1), (H-2), la
partie réelle de la racine de p8(A)(0, x — x;_,; E° + in; 0, 0) = 0 est non positive
pour tous *(x, n)eR?", et, au cas out I'on peut choisir Q4 = Q, pour tout A >0 dans
(H-2), la partie réelle de la racine de p4’(2)(0, x; E° + in; 0, 0) = O est non positive
pour tous “(x, 1); (X5_, N)€R, x R
(2) Sous les hypothéses (H), (H-0), (H-1), (H-2), la partie réelle de la racine de
pR(A)(O, x; €% + in; 0, 0) = O est non positive pour tous ¥(x, n); (X5_,, N)€ 2, x R%

Démonstration. Nous nous référons a la démonstration du théoréme 1 4 la
premiére partie de cette note. La démonstration se fait par absurde.” Par nier le
résultat & (1), on peut bien supposer:



12 Keiichiro Kitagawa
Il existe des x%(x§_,e (N Q,), &%= &% + in°(n° # 0), 54(0 < &),
A

mo(1 < my) tels que les racines 4;(0, x%; £%) = 1830, x°; ¢°; 0, 0) de
(H-3) | p82(4)(0, x°; ¢°; 0, 0) = 0 satisfont

Re 40, x°; (%) > 46, j=1,.,m,
Re 2,0, x5 {°) <0 j=mg+1,.,m
Par I'hypothése (H-0) on a:
(H-4) a<é

et il existe des nombres non négatifs y,, y, tels qu'en posant, pour la simplicité de
'écriture,

Pr=DP— V149,
I'on a:
(H-5) 0<p —n(=p—rig+1)
(H-6) Max{of. 0%} <y, <y, <ap
. p.—é.
(H-7) P — 7, < £ =Min-1—
j Sj
(H-8) a<p—7q+1)

Nous suivons la démonstration a la premiére partie: Nous considérons le
(PCS)z0, au lieu du (PCS): Le seul point a modifier a la premiére partie c'est le
choix de A, r et f: Le voici

Choix de A, r et F.

- 0 .
Au cas ou « < £,;, nous choisissons A tel que 4 < —_:—TBQH. Soient r et #
q

des nombres quelconques tels que l'on a:
{x;|x —x°|<2r} = Q,, 0<2r<r, 0<2f<#,.
Au cas ou @ = £,; 4 'exception du cas (12-1), nous choisissons 7 en sorte que
l'on a 0<2f<#, et nous choisissons 4 tel que l'on a A< Min{C(s~),

9o
q+1
cQ, 0<2r<ry, Ce qui est faisable car C(s™) est alors indépendant de r.

Au cas exceptionnel (12—1), nous choisissons r et # arbitrairement mais tels que
lon a: {x;|x —x° <2r} = Qy, 0<2r<r, 0<2f<F, Etnous choisissons 4

B%“}. Soit r un nombre quelconque tel que l'on a: {x;|x — x°| < 2r}

o . . X
en sorte que lon a A<{C(s~), q_:lB‘;“}. Ce qui est faisable d'aprés

I'hypothése sur Q, au cas exceptionnel (12-1).
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Ainsi on démontre (1) a la proposition fondamentale.
Nous passons maintenant a (2). Par nier le résultat a la deuxiéme partie on
peut bien supposer:

11 existe des x°(x2_,€Q,), (0= E° +in°(n° #0), 5,500 < &), me(l < my)
tels que les racines 4;(0, x°; (%) = 2830, x°; {°; 0, 0) de p’(A)(0, x°; {°;

(H-3 0, 0) = 0 satisfont

RC )»j((), xO;CO)Z4(50 j= 1,., mo
RGAJ(O,XO;CO)SO j=m0+1,.,m.

Par I'hypothése (H-0) on a:

(H-4) a < ¢ au cas ou il existe un j tel que £ = p; —§;; « < ¢ ailleurs.
(H-5),., (H-7) sont les mémes qu'a (H-5),., (H-7).
C(H-8) a<p—v,(q+1)

Si nous suivons le raisonement de la démonstration a la note précédente, A a
(H-2) n'est plus arbitraire ici a (H-2). Mais cette fixit¢t de 4 a (H-2) est
récompensée par (H-1), (H-4) et (H-8) si l'on fait attention au choix de py(r,) et
a la proposition 4 a la premiére partie: Au cas ou « = ¢, on choisit cette fois p, en
sorte que I'on a A < C(s™) pour A donné. Et par la modification a ces points a la

démonstration a la note précédente, on voit que (2) a la proposition fondamentale
est démontrée. C.Q.F.D.

§13. Modification de la proposition fondamentale

On a une modification de la proposition fondamentale.

Au lieu de (H-0) ou <{H-0) nous considérons de}s conditions:
[H-0] 0<ae<?¢; Pe[P, P,):c°<o}.
{H-0} a<¢;Pe[P* P,);c°<oa}p.

Proposition fondamentale-bis. (1) Sous les hypothéses (H), [H-0], (H-1),
(H-2), la partie réelle de la racine de p2(A)(t, x — x5_,; E® + in; 0, 0) = 0 est non
positive pour tous “t;0 < t(< A° si 6° = 0) et Y(x, n)eR?, et, au cas ot l'on peut
choisir Q, = Qq pour tout A >0 dans (H-2), la partie réelle de la racine de
p22(A) (¢, x; &% + in; 0, 0) = O est non positive pour tous ¥t; 0 < t(< A% si 6 =0) et
(X, m): (x50, MELy x RY.

(2) Sous les hypothéses (H), {H-0}, CH-1), (H-2), la partie réelle de la racine de
pR(A)(t, x; E° + in; 0, 0) = O est non positive pour tous ¥t; 0 < t(< A° si 6° = 0) et
Y(x, 1) (X5, MER x RY

Démonstration. Nous montrons d'abord (1). Nous la montrons par absurde.
La démonstration est pareille & celle de la proposition fondamentale. Par nier le
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résultat on peut bien suppoer:

I existe des x°(x§_,eNQ,), (°=¢E+in® (1° #0), 0 <ty <t,(< A° si
A

6°=0), £€>0, 5,>0 et my>1 tels que les racines Aty x°; (%) = 282
(¢, x°; ¢°; 0,0) de p&(A)(1, x°; £°; 0, 0) satisfont

[H-3]
Re A;(t, x°; (% <0 (j=1,., m) pour t <t,

Re 4;(t, x°; (%) > 404(t — to)*  j=1,.,my pour to<t<t,

Re 4;(t, x°; (% <0 j=mg+1,.,m pour t, <t <t,.

Remarque. Les racines A,(t, x°; £°) étant des fonctions algébriques en ¢, il n'y
a qu'un nombre fini de points singuliers (points de ramification) sur [0, t,].
Comme on voit dans la démonstration qui suit, on peut bien supposer, sans perdre
la généralité, que t =0 et t =t, soient les seules points singuliers sur [0, t,].
Nous le supposons dans la suite.

Par [H-0] ou {H-0}, on a:
[H-4] o<¢
Nous choisissons ici y, = a5 .

Les hypothéses [H-5] et [H-6] sont les mémes que (H-5) et (H-6).

y,=0p >0
(H-7] ( pi—9;

p—7y20g+1) <4 =Min1—-
j

Sj

L’'hypothése [H-8] est la méme que (H-8).
Choix de A a (H-2).

Nous choisissons 4 en sorte que l'on a: 4 < (t, — o)+,

0

4g+¢+1)

Au lieu de deux systemes [I] et [II] a démonstration de la proposition
fondamentale, nus considérons ici quatre systémes dont les premiers trois jouent le
role du systéeme [I] et le quatriéme celui du systéme [II].

Le premier systéme est le méme qu’au systéme [I] a la démonstration de la
proposition fondamentale:

Nous déterminerons B, ultérieurement et nous considérons dans [0, B;n™"'].
Nous posons:

Ult, x) = diag[1, n"7,., n ™= D70, (x) U(t, x)

Alors on a le premier systéme:
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0,V 8 (x; D)U»(t, x) = n"* [A'(t, x; D; n) V., (x; D)U, (¢, x)
+ FY(V,8:U)(t, x)] te[0, Bin~"]

A, x; D;n) = U Lo 0 = (A};(t, x; D; n))
(1 o 071
al(t,x;D;n),...,ai(t, x; D;n)
FY(V,8; U, x))E( 0 UL, x)
nPm Rt x; D),., nTPLEY(L X D))

Remarquons que nous avons choisi y, = g5 et considérons dans [B,n™ "
t,n 7] ’
D’aprés [H-6], nous avons, pour tout ye[y,, y,],
a(par — Ov(jok)) — y(o(juk) — gj) < pj  "(jok)

avec l'égalité pour (jak)e I'f au cas ol y =y, = gp et pour ( jozk)ef p aux autres
cas.

Soit
80 = Inf{pj — [a(pot — Sv(jok)) — y(o(jak) — @i)]; y€ (v, 1] (k)¢ I'F ).
Donc nous savons que, pour tout te[B;n™"", t,n%],

Qjuioe(t, X3 D) = nPit¥iak(t, x; D3 m) + n”*0af*(t, x; Dim)]

ot a}‘(t, x:n;n) = ta(jak)—ana(pa—&v(jak))-pj [xov(jak) ajak(()’ x?)CO“
(jak)ef:’,
+ p~ olpa—dvijak) {(xv(jak) ajak(t’ x)(n”éo + i) ntoc

_ (n _ ,5x0)v(jak) ajak (0, xg) (np CO)"}]

en sorte que l'on a:

arnrn xi gy = Y R TIO™ a, (0, x5)E
(jak)e I},
e D {0 g (07728, ) (10 4 i) D
— (170X g, (0, x9) (nP L0} ]
et a}‘*(t, x;n; n) = ta(jak)-ana(pa-év(jak))—pj+80

(ak)E Iy

X n- olpa= dvijok) {(xv(jak) ajazk (ts X) (npéo + ir’)a)nloc

qui satisfont a
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a6 x. s m)| L @l @ x, n;m)| < 3CuI™ VI pi pnen
(. "y, "x, Y Yte[Byn T, 1077
a}‘(n_“t, x;n; n) = z olak) = qj 5 0¥k ajak(oa xg)COG
(jak)e[';;
+ 0,y 40.8.n(1)  uniformément en te[0, t,],

ol 0,, ,.5,.»(1) est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre ro, o vers zéro
et By, n vers oo.

Rappelons-nous que les racines A;(t, x; {) = 4(t, x; {; 0, 0) de p2(t, x; ¢; 0,0)
= 0 sont des valeurs propres de la matrice

0 L. 0
0 o T
an(t, x;0),.cccoiar(t x; 0
o ay(Lx;0)= Y et a0, X0

(jak)el‘l';
Remarquons que les racines du polynéme p5°(4)(s, x°; (°:0,0) =0 sont
algébriques par rapport a ¢t pour x°, (° fixés. On a la proposition suivante.

Proposition 9.[7] Etant fixés x° et (°, pour tout t° donné, il existe un
voisinage {t; |t —t°| < &} de t = t° et un entier positif k, tels que, pour tout n(0 < n)
donné, il existe des matrices H(t) = (hj(t))ij=1,.m €t A(t) = (4;();j=1,.m telles que
hyj(t° + t%), A(t° + t*) sont holomorphes dans {t; |t| < &'/}, que det H(t) # O dans
{t; 1t — 1% <&}, que Ay(t) = A(t, x° 00, A()=0 (i >)), |40 <nl<j)si j
=1,.,m. et que 'on a:

H() 0. 1. 0 \H@® = A0

0 "".." 0 Se.. 1

ap(t, x°: 0%, o, aq(t, x°5 00

d 1~
(E{—H(t)>H(t) = (hij (t))i,j=1..,m

avec |hi(t)] < |t — 07 Ok <)ij=1..m

Par l'applicatin de cette proposition 9, on peut bien supposer, sans perdre la
généralité, que, pour 1 (0 <n) donné, il existe des matrices H'(t) et H 2(1) telles que

l'on a:

1 0 H'() !
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- (,ll(t, x°; C(?) 0 ) avec |Al(1)] < %
)

A1) Anlt, x5 C° te[0, t4]
H2(1) 0.... L. 0 H(t)~!

0 "..‘.0 "0.1

ap(t, X% 0%, e, ag (8, x°5 £°)

= (X 0) 0 ) avec [A3(t)] < %
( A% (o) :1,..(!, x%; (% telto, t,]

Soient

Hl(t)= H'(n™)

UZ(t, x) = HL(t)diag[1, (nPt9) ™, ..., (nPt9)~ "~ D]6,(x)U2(t, x)

= H'(n*t)diag[1, (0"~ P19~ 1, ..., (nP~ P9~ m- DU (4, x).
Alors, l'influence d'irrégularité en t de la transformation
diag[1, (n"t9)7!,., (n7t1) ="~ D]

étant estimée, pour te[Byn~", t;n"?"], par

3Cnptq(n-(p—mq+ 1))B1_(q+ 1))

compte tenu de [H-5], en choisissant B; convenablement grand, elle peut étre
rendu autant petite qu'on veut.

Et l'influence d'irrégularité en ¢ de la transformation H}(t) & t = 0 ainsi qu'a
t = n_“to est estimée par n—(p—7|(t+q))(nptq) (0 <t < 1) et n~ P A+ =y -y2
(n7"2ty — ) *(n"t9) (0 < 31t < 1) respectivement.

Ainsi par choisir ry, 7, petits et B, grand pour 5 > 0 donné, on a comme le
deuxiéme systéme:

0,V ,M(x; DYU2(t, x) = nPt'[A*(t, x; D3 n) V&) (x; D)UA(, x)
+ F2(V, 85 UY(t, x)]
A%(t, x; Dy n) =/ A(n"t, x°; (%) 0
( 0 .l,,,(n“t, x°: (%

+ (Ayt, x; Dy m) + (A5t m(n " tg — )"
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1 ,
[ ] avec lA't_}(ta x”’l,n)'Sm
. n iB,, 1[0, 1) "te[B;n™ ", ton™ "]
et 145 ml< 4m < Yx, "n, 'n > 1
A8 (6 x: 73 m) < 2Cu IV IT ph pyn ot
F3(V,; U2)(t, x) = Ha(0) 0
p=Pme=am fu (¢ x: D)., n~Pt =4 (¢, x; D)
x Hi(t) ' U, x).
Soient

HZ(t) = H*(n™0)
U(t, x) = HE(t)diag[1, (079) ™", ..., (27t9)~ "~ V]0,(x)UR(t, x)
= H2(n»r)diag [1, (1?7197, .., (0P P19 " DTUL(E, ).

Remarquons que l'influence d'irrégularité en ¢ de la transformation H?(t) & t
=t, est estimée par (t —t5) " (0<t<1)

Choix de n.
On choisit # en sorte que l'on a:

3(10 +1,)""! o
q+1 1 4g+¢+1)

(1, — o)™

Choix de n,.

Soit 7, un nombre positif tel que I'on a:

Mo Mo < %(tl —to), Redy(t, x°; &%) < % pour tout "t (t€[to, to +1o)), j=1,., m.
Ainsi par choisir ro, f, petits et B; grand pour n >0 et n, donnés, on a
pareillement au précédent, le troisiéme systéme:
0,V ,8(x; DYU(t, x) = nPt9[A3(t, x; D n) V,,8(x; D)U(, x)
+ F3(V,08: UD(E %)]
A3(t, x; Dy n) = [ A (nt, x°; (%) 0
( 0 ann X0 c"))

+ (At x; Dy m) + (A5 (s m)(e —n ")

avec Redy(n”t, x°; £°) <

S



Probléme de Cauchy I 19

(1] At x5 05 m)] < 7

310, 1); "te[ton ", (to + no)n‘”]>

~ n
AS(E; <
et I u( n)| 4m ( Vx’ V”a Vn > 1

|48, x5 5 n)| < 3CUIT VI phpgn™ P

0
noPmeTam e (e, x3 D), n TP, x; D))

x H2(t)"'U3(t, x).

F3(V,8; UM, x) = H3() <

Choix de n~
Nous prenons un n~ < Min{n, doné}

Alors, pour #~ > 0 donné, on a, grice a la proposition 9, une matrice H3(¢)
telle qu'en posant:

H3(t) = H3(n"t)
U, x) = H2()diag[ 1, (nPt9) ™", ..., (nPt9)~ "~ D70, (x) U(t, x)
= H3(n?t)diag[1, (n? P19, ..., (nP~ P9~ DU (¢, x).
I'on a, en choisissant r, et £, petits,
0,V uli)(x; DYUR(L, x) = nPta[A%(t, x; D; m) V8 (x; D)UA(¢, x)
+ FY(V,85 U, x)]

A%, x; Dy n) = [ A, (nt, x°; L°) 0 + (4(t, x; D3 m))
0 A7t x0; £°)
n- Yte[(to + no)n ™72, t,n"77]
v At C e <
[1V] avec |A;(t, x;n;n)| < m ( x, ", Yn»> 1

o * * A —pu+é
|2(e, x5 73 m)| < ICu1v I pl gy m™ o+

FH(V,8)5 UN(, x) = H(1) 0
n-PmeTamfei(t, x; D),., nTPtTIfH (¢, x; D)

x H3(@) "1 UA(t, x).

Choix de ry, fo, B;.
Nous avons choisi ry, fy, B; en sorte que lI'on a
{x; x| < 4v(rg)} = 2o, ro <Min{pg?, 1}, fo < Min{py?, 1}
et que l'on a tous ces quatre systémes.

Nous allons faire les estimations d'énergie. Les estimations se font tout
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pareillement a la section 5 de la note précédente.

Estimons Ui(t,x)(i=1,2,3,4) aux  systéme (11, (i1, [y, vl
respectivement.

Soit
EUDD =Y MRV, DUl i=123.
usﬁ,,,sz,,
EXUN@M = Y MY V.8 DUE )
usNyvsNy Jj=1
— Y IV.E s DYUL(E ) 1]
j=mo+1

Alors, grace a la proposition 4 a la note pécédente, on a:
OENUY () <P (Cy + Cox " HEN(UN()
+3P(njexp(— C(s™)n’) || Un(t, o)
O,EXU)(t) < n”ti(n + n(n~ "ty — ) "+ C3k " HEX(UM(t)
+3P(n)exp(— C(s™)n) | UZ(t, *) I
O,E3UR)(t) < nPti(n + nlt — n""te) " + Cyx~ HE3UN (1)
+3P(nyexp(— C(sT)n) [l U3, )
O,EHUMN () = nPti[254(nt — to)* EXUN(t)

+ (Bo(nt —tg)' = C3k™") Y MRV, (s DYUR(E °) 1]

usK,.vsNy

—3P(n)exp(— C(s™)n’) [ Un(z. o) Il
Choix de k.

Nous choisissons ici k¥ en sorte que l'on a
n~ —Cyk 1>0, k>1.
Alors on a, avec une constante C et un polyndme P(n) en n,

E'(U;)(Byn™"") < exp CCn™ ") [E'(U,)(0)

+3P(m)exp(— C(s™)n’)  Sup [ U, (& °) ]

te[0,Byn~71]
t((1)+l

EX(UR)(ton ™) < exp <3'7 Py ”) (E*(U7)(Byn™")

qg+1

+3P(n)exp(— C(s™)n’)  Sup (RN

te[Bln_v‘,lon_VZ]

30703 - (to + 1" v 1 \pp3c3
EX(U)((to + mo)n~"?) < exp 3’7—T*_1——”p 72 [E*(U)(0)

+ 3P(n)exp(— C(s™)n’) Sup Il UA (@ ©) I

te[ton = ¥2,(to +no)n = 72]
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et tant que E*(U¥((to + no)n~"2) > 0,

+e+1
X (E*(U)((to + no)n~"?) — *P(n)exp(— C(s™)n’)

E*U%(t,n" ") > exP(qA_(((tl B s 1))>

X Sup ([RIMADT)

te[(to+no)n~ V2,0 1n"72]

Remarquons que pour les solutions Wi(t, x) (i = 1, 2, 3) d’équations micro-
localisées :

O, Wit,x)=n"A,(t, x; D; Wi, x)
O,Wit, x) = nPtaAl(t, x; Dy Wi, x) (i=2,3)

on a, avec une certaine constante C,
I Wat <)l  exp (X CnPe) || Wo(0, <) |l. te[0, Byn™"]

OO exp(i q%nh‘f“) I W2 Bin " o)l te[Byn™" ton ]

Il Wae, <) Il = exp| + a1 ) WZ(ton™"2, ) ||| telton™"2, (to + no)n™ 2]
qg+1

Remarquons encore que l'on a
ENU) <PMINULII (=1,2,34)

Retracons la démonstration de la proposition fondamentale a la note
précédente. Tandisqu'a la note précédente on a donné les données provisoires a ¢
= B;n"" 4 (6-3), on les donne ici a t = (¢, + no)n~ "> On remarque que p; — ¥,
est remplacé par partie par p — y,(g + 1) au calcul de l'estimation d'érreur.
Remarquons que l'on a p —y,(q + 1) < 4,5 et que le coefficient de n?~72@*1) est
estimé par 1. On voit alors que le raisonnement de la proposition fondamentale
est valable et on a

((to +ty)/20"""

1 ,,np—vz(qﬂ) +3CnPr 7 4 An“)
q

E*(U(t,n~ ") < 3C(n) exp (3

; s -
E4(U3)(t;n n>zBC(n)exp(2(q Tt T “"“’).

Ainsi on a la contradiction. C.Q.F.D.

Passons & (2). Par nier le résultat on peut bien supposer:
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11 existe des x°(x)_,€Q,), (°=E2+in° n°#0), 0<t,<t; (< A° si
6°=0), ¢>0, >0 et my>1 tels que les racines A;t, x°; (%) =
AB3(t, x°; £°5 0, 0) de pg(A) (¢, x°; {°; 0, 0) = 0 satisfont

{H-3} Re A;(t, x°; (% <0 (j=1,.,m) pour t <t,
Re 4;(t, x°; {%) = 40,(t — to)* j=1,.,my pour to <t <t
Re t, x°; (") <0 j=mo+1,.,m pour to <t <t,.

Les hypothéses {H-4},., {H-7} sont les mémes que [H-4],., [H-7].

{H-8} a<p=7iq+1).
Sous ces remarques (2) est déja claire. C.QF.D.

§14. Deémonstrations des théorémes
Soit s = (s, ") = (sy,..., §,, 00,..., 0);5;<00,j=1,..., .

(1) Démonstration du théoréme 1. Commengons par (1). Ceci est déja
démontré essentiellement a la note précédente: Redonnons la proposition 8
démontrée a la note précédente.

Proposition 8. [13] Supposons que le (PC) soit (s)-soluble. Alors pour tous R
>0, N et compact K = Q,, il existe des constantes C et M telles que, pour toutes les
données {@;(x); p;e HR (RY) j=1,., m} telles que

Y. Sup [dg;l/a ! R™ #£0,

j=1s")sM,x’
il existe au moins une solution u(t, x)e C™([0, T,], C*(2y)) du (PC) ayant
l'estimation suivante:

m—1 m
Y Sup [0t 9| <C Y. Sup | &el/a 1 R"
k=0 o(a)?(N j=19@")sM,a’

x€

Comme on a vu a la note précédente, par son application, on a l'estimation a
priori de la solution du (PCS):

1l existe, pour tous R > 0, N et compact K = Q,, des constantes C et M telles
que pour les données telles que l'on a:

105 @l <3Cyr Ogln) (cn)™
avec une constante C,. dépendants de a” et une fonction @gn) en n, il existe une

solution U2(t, x) du (PCS) ayant l'estimation:

Y. Sup [33Uy;(t, x)| < 3P(n) Oy(n) exp(An®)
k=1 a(a)?(N
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avec a = a,; un polyndme P(n) en n et 4 = Max {es;(c?’/R)"*;j=1,..., ¢}.

On a (1) par l'application de la premiére partie des proposition fondamentale
et proposition fondamentale-bis, avec £° =0, @ = a,;, 6°=0,0=0, A°=T,, 4
= Max {es;(c?/R)'*; j = 1,., £} avec € > 1, ou R; peuvent étre choisis arbitraires.

Passons maintenant a (4).

Il suffirait de mentionner la différence de celle précédente: L'espace H<* (RY)
étant déja de Frechet, la proposition 8 est substituée par la proposition suivante.

Proposition 10. Supposons que le (PC) soit {s)y-soluble. Alors il existe, pour
tous N et compact K = Q,, des constantes R, C et M ielles que, pour toutes les
données {@;(x); ;e H(RY) j = 1,., m} telles que

m

Y. Sup [[&%¢;ll/e/ ¥ R* #0

J=1 s(a")sM,a’
il existe au moins une solution u(t, x)e C™([0, T,], C*(2,)) ayant [estimation
suivante :

m—1 m
Y. Sup [ diu(t,x) <C Y Sup [&g;l/a!"R™
k=0 a(a)?(N ji=1s@")sM,a’

X€E

On procéde pareillement au précédent: La seule différence est que R est fixé
cette-fois. L'application de la deuxiéme partie de la proposition fondamentale et
la proposition fondamentale-bis avec (=0, a =a,; do=0=0, et A°=T,
montre (4).

Passons maintenant a (2) et (3).

Remarquons d’abord que I'on a la proposition suivante grace au théoréme de
Baire.

Proposition 11. Si le (PC) est localement (s)-soluble a I'origine, alors pour tous
R >0 et My> ordre L(t, x; 0,, 0,) donnés, il existe un T,(0 < T, < Ty) et un

voisinage de I'origine Q, (2, < Q,) tels que, pour tout R" > 0 et toutes les données
@j(x)e HR(R? (j = 1,., m), il existe une solution u(t, x)e C™~ ([0, T;], CM°(2,))n
C™((0, T,1, C°(2)))

d . . -
Preuve. Soit M =M, + I:E} + 2. Soit R celui a la proposition.
Prenons un systéme fondamentale de voisinages de l'origine {Q,},,, tels que

Qo :3)92 d,..., QQkE,---a ) n Qk={0}
=2

Nous envisageons une suite d’ensembles

E, = {QD = (@j(x)j=1,.m; @ (x)e HP(RY, 3u(t, x)e
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C'"“([O, i] HM(Qk)> n C"‘<<O, i] CO(Qk)>, 10~ Tut, °) |y < k,

1017 u(e, o) — 017 M uls, ©)llyy < klt —sl, Vs, te[0, 1/k], j=1,...,m
1 .
L(t, x: 0,, 0,)u(t, x) = 0 dans <0, E] X Q, 0/7'u(0, x) = ¢j(x) dans Q,‘}

ou | o est la norme de HM(Q,) = {f(x); (1 — DM [l 2, < ©}

E, sont evidemment des ensembles convexes cerclés. D’aprés 1'hypothese,
pour toutes les données ¢;(x)e HY(RY), il existe une solution u(t, x)e C™([0, T],
C>(Q)) pour un Tet un 2. Donc on a:

U B = HP(RY".

En plus, E, sont fermés. Montrons-le.

Soit {®,},,, une suite d'¢léments de E, qui tend & une limite @€ H (RY)™
Soit {u,},,; une suite de solutions du (PC) pour ces données {®,},,, dont
l'existence est assurée par la définition de E,. Soit {z,} une suite dense des points
de [0, 1/k].

Pour tous j(j=1,...,m) et t, fixés, les & 'u,(t,, ) sont bornées dans
HM(Q,). Ainsi par la methode usuelle on a l'existence d'une sous-suite u,, de u,
dont &/ lu, ,(t,, °) converge dans HM™~1(Q,) et faiblement dans HM(Q,,) une

vi(t,, °)€HM(Qk ) pour tous j et v. Compte tenu de la continuité uniforme des
6{“u,,(t, o), et du fait que @/~ 'u(t, x) sont uniformément bornées, on sait que les
6{'1u,,e(t, x) forme une suite de Cauchy pour la topologie faible de HM(£2,) donc
une suite convergente a v(t, x)e H¥(R,) pour la toplogie faible de H™(Q,) pour
tout j (j=1,..., m). Cette convergence est aussi pour la topologie de HM ™!
(£2,). On remarque aussi [vj(t, °)|l,y < k pour tout te[0, 1/k].

Compte tenu aussi de l'inégalité:

168~ Yu,(t, ©) — &~ Yu,(s, )|l < k|s — t| pour tous t,se[0, 1/k] et n, on a
I'inégalité
lv;(t, ) — vi(s, )|l < k|t — s| pour tous t, se[0, 1/k] et n.

Ce qui montre, compte tenu du lemme de Sobolev, que v,(t, x) = 8/~ 'v,(t, x)

et vy(t, x)e{u(t, x)e C"‘"(l:O, i], HM(Qk)>nC'"<(O, %J, C°(Q,,)>; 169~ Lu(t, ©) || a

. : 1] .
<k, 110]" u(t, o) — oI tuls, °)lly < klt — sl s, te[O, A
D'autre part, on a & 'v,(0,x)=®P,(x). Ce qui montre que @,

= (@))€ E;. Ainsi E, sont fermés.
Grace au théoréme de Baire, il existe un k tel que E, a un point intérieur. Ce
E, contient donc un voisinage de l'origine de H3(2,)". La proposition 11 est ainsi

=1,.,m
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démontrée. C.Q.F.D.
Remarque. On a la proposition pareille pour le (PC) t-localement soluble.

La démonstration de (2) ou (3) se fait alors pareillement a celles précédentes,
mais il faut remarquer que T; et 2, sont dépendants du R: Le fait que T; dépend
du R nous géne & lapplication de la premiére partie de la proposition
fondamentale avec ¢° = 0. Mais quand on exclue le cas ou o, =0. la premiére
partic des proposition fondamentale et proposition fondamentale-bis est ap-
pliquable avec &° =0, @ = a,; ¢° suffisamment petit, 0 =0 et A°=T, et on a
(2. A (3), a cause du fait que 2, dépend de R, on est obligé d'éxclure encore le
cas ol @ =4 = p; — J; avec un j. C.Q.F.D.

(2) Démonstration des théorémes 2 et 3. Nous montrons le théoréme 2 par
absurde. Et nous supposons d'une part que le (PC) soit {oo0)-soluble et d'autre
part que le (PC) ait, pour un X(X€£,), un v = (v},., v¥) et un (p, 9), la propriété de
l'unicité a jauge g(t, x)t°(x — X)* a (0, X) avec un 1 = (14,., 7, tels que (9%p(X),.,
3p(X)) < 1 < 00 pour un Pe[P§, P,] < (4),50, %) avec pp(A)0, x; {; 0, %) # A™.
Alors on peut bien supposer qu'il existe un {° = &% + in® (n° # 0) et un x°(x° # 0)
tels qu'il existe au moins une racine A(0, x°; {°) de pf’(4) (0, x°; ¢°; 0, X) = 0 dont
la partie réelle soit positive. Supposons pour la simplicité d’écriture que X = 0.
Soient P = (1 + g, p) et 6 = Max{a,, 65 }. Il existe alors un 6~ tel que lI'on a:

6<67:0<6"<0p;0<p—6"(149) <4,

pj— (Vo) —6"t;<p—6"(1+gq), (j=1,.,4d).
La proposition suivante due a S.Mizohata [16] est prépondérante.

Proposition 12 (S. Mizohata). Supposons que le (PC) soit {co)-soluble et que
le (PC) ait la propriété de l'unicité a jauge g(t, x)t'x" a l'origine.

Pour un domaine relativement compact Q < 2, il existe des nombres M et C
> 0, tels que la solution UJ(t, x) du (PCS), satisfait

Zl |Uni(t, x)| < 3C(n)exp(CrPy(t, X)'x") ZM *®@;ll te[O, Tol, xeQ
j= a(a)s
ji=1,.,m

Preuve. Sous 'hypothése que le (PC) soit (oc0)-soluble avec la propriété de
l'unicité a jauge g(t, x)t*x" a l'origine, l'application {¢;} - u, qui donne la solution
u(t, x) du (PC) aux données initiales ¢(x) (j = 1,..., m), est, grace au théoréme du
graphe fermé, continue de H*(RY)™ a C"([0, T,], C*(£2,)). Donc on a l'estimation
suivante:

Pour tout domaine relativement compact Q < Q, il existe un entier M et une
constante positive C tels que l'on a

m—1

Sup Sup|dfu(t, )| <C Y Y, 110l

k=0 te[0,To] xefN k=1 s(a)sM
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.....

Grace a I'hypothése que le (PC) ait la propriété de 1'unicité a jauge g(t, x)t*x" a
l'origine, le changement de valeur de ¢;(x) (j=1,., m) au dehors d'un certain
domaine 2~ relativement compact de R?, ne change pas la valeur de du(t, x) dans
[0, T,] x . Donc on a

m-—1

Sup Sup|dfu(t, x)| <3C Y. Y Sup |0%@(x)].
k=0 t€[0,To] xef k=1 s(a)sM xe 2~

Fixons j, k et (¢, x) une fois pris (j,k=1,...,m), t<T,, xeQ et nous

envisageons l'application qui donne 4 une fonction ¢(x) la valeur 0, x) de la
0)

solution u(t, x) du (PC) avec la donnée (0,.,0, ¢, 0,.,0). Celle-ci conne une
distribution T#(t, x): <T¥(t, x), ) = d¢u(t, x)
telle que

[<TY(t, x), @3] <3C 3, Sup |Fe(x)].

s(@)sM xe 2~

.....

l'origine, cette distribution a son support dans {y;|y — x| <g(t, x)t°x"}. Grace
alors au théoréme de Whitney [16], on a

KT x), 9| <C Sup |50yl

a(@)sM |y —x|<g(t,x)t*xv
Ainsi on a l'estimation suivante pour la solution du (PC),

k=0, 1,...,m—1>

|Gu(t, )| <2C Y 3 Sup |80 ( te[0, To, xeQ
> 401

Jj=1 s(@)sM |y —x|sg(t,x)txV
Appliquons cette inégalité a la solution u,(t, x) du (PC) pour la donnée exp
(—n”&°x)e;(x) (j=1,...,m). Alors on a

exp(n”£°x)| O u,(t, X)|

m

<C} % Sup  exp(n®&°x)|d5(exp(— n”E%y)p ()l

Jj=1 o(a)sM |y —x|sg(t,x)1*xv

<3CnMexp(n®|E°g(t, )t°x") ). ) Sup  [dFe;(y)
Jj=1o(a)<M |y —x|sg(t,x)t*x
La solution U?2(t, x) du (PCS);0, pour la donnée @ étant donnée par
U,(t, x) = exp(— n?E%x) U(t, x) avec la solution U,(t, x) du (PCS) pour la donnée
exp(— n?&%x)®P(x), compte tenu du lemme de Sobolev, par remplacer M par une
valeur plus grande, on a l'estimation:

i

|Uni(t, x)| <3C(n)exp (CrPg(t, x)t'x") Y. 110°®P;| te[0, T), xeQ
s(@)sM
ji=1,.,m

IA

C.QF.D.
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Revenant 4 la démonstration du théoréme 2, grace a cette proposition 12, on a
l'estimation & priori:
m

Y. Sup |URt )|

j=1 |x|sBn=¢_
te[0,Ton"° ]

d
<3C(m)expPC Y ( Sup  gilt, x))n o0y N 57|
k=1 | M

x|sBn=¢ o(a)s<

te[0,Ton=°"] Jj=1,..m

<3C(n)exp (C Sup glt, )n®) Y. ||° ;|
|x|<Bn-¢ s(@)sM
1e[0,Ton~ 9" 1,k=1,.,d j=1,,m

ole=p—06~(1+¢q

Alors la premiére partie de la proposition fondamentale avec (° = £+ in°
choisi au début, 6 =6~,0=6,4°=Ty,a=p—6"(1+¢q), 2, =(x;|x| < B} c
Q, implique la contradiction, car on a, pour tout 4 donné,

Sup {gi(t, x); te[0, Tyn *~1, x| < B, % k=1,..d} <A (‘n>1)
et le théoréme 2 est démontré. C.QF.D.

La démonstration du théoréme 3 est déja claire. En efiet, il suffit alors
d’appliquer le théoréme 2 avec p=1,6=0cet v;=0 (j=1,.,d).

(3) Démonstration des théorémes 4 et 5. Envisageons d'abord poe(A)
(t, x; &8 %). Soit P=(1+gq,p). Soit p~, 67 deux vecteurs réels tels que
67 >0 si §; =0 dailleurs arbitraires. Soit r un nombre réel défini par

= Sup{d(p~a —;SNV(jdk)); <1 + 0(1;116)’ alpa — fv(jak))> c F;}

Soit
PP (A, x; & B, %)
=Am— Y (= DU g (6 R x, ) EATT
(jak)e RSP~ 0~
o(jok) a(po — 6v(jok))
. 9 j

ou g% = {(jak); (1 + )ef}f, a(p~ o — 8~ v(jok)) =jr}

et X;~;=x; si §;=0; =0, x;~; =0 ailleurs.
On a alors la proposition suivante:

Proposition 13. Si les parties réelles des racines de p%°(2)(t, x — x4, i¢; 0, X)
= 0 sont non positives pour tous (x, £)e R*%, alors les parties réelles des racines de
pa% 8 (A)(t, x — x5, i€; 0, X) = O sont non positives pour tous vecteurs réels p~ et 6~
tels 57 >0 si 6;=0, et pour tous (x, {)eR*.
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Preuve. 11 suffit de considérer les x = k™% x° et & = k? &° pour x° et &£° fixés et
un scalaire k > 0 suffisamment grand. C.Q.F.D.

Grace a cette proposition 13, le théoréme 5 est clair. En effet il suffit
d'appliquer cette proposition pour p~ =(—1,..., — 1) et 6~ = 0 et de considérer
— &9 au lieu de &° si 'on a besoin.

Et compte tenu du théoréme 5, le théoréme 4 est alors clair. En effet grace au
théoréme 5, tant que l'on considére le sommet Pe[P, ., P, ] du polygone de
Newton (4),0(0, X), il suffit de considérer seulement les parties principales de
Lt, x; 0,, 0,). Le polygdne de Newton (4),0(0, X) est donc de la forme a la figure
en bas. Compte tenu du fait s <p <s, on 2,<1<4, et a,<c, Sous ces
remarques le théoréme 1 donne tout de suite le theoreme 4, C.Q.F.D.

(A )po(O x)

77

(4) Sur la remarque juste aprés le théoréme 5. Nous expliquons les conditions

(Ny) et (N;) de V.Ya..lvrii [5].

Soient

Lt x; =" Y aylt, )& i x4 &)
ot Lt x;4E=A"— Y ault, x)&Am

L,@t x;4&=— Z aj(t, x)E*A"9 (¢=0,.,m—1)

o(a) -m+
l...m

Soient, suivant V.Ya Ivrii,
p:0<p, <1 (k=0,1,.,4d).
Nous écrivons:
b =(po> ) = (o> (', P); 2= (&, ) = (X0, X) € = (% &) = (&0, 0.

Soient
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% = (0, (0,., 0)); &2 = (0, (0,., 0, 1))

Alors la condition (N,) de V. Ya Ivrii (Nous considérons seulement le cas r = m.) est
la suivante:

m(s)(x, éo) =0 pour 9, 5 tels que o(f +(6— 7)p) < m(1 — p,) entraine

N;
) 9, £ = 0 pour 7, & tels que o(j + (6 — 7)p) < m(1 — po)

—0e=1,.,m—1

Et la condition (N}) est la suivante:

D(%, 60) = 0 pour 7, 5 tels que 4(7 + (5 7)p) < m(1 — p,) entraine

oy (£
Ly %, £) =0 pour 7, § tels que o+ (§ —p) <m(l = po
—:(m—é) e=1.,m-1
Alors on a:
Propositon 14. Soient ijTl+pj (j=1..d-1), Pa= 7 30, =p;
G=1,.,d-1), 6,=p,.
Alors ona _— = a,5 < 8,5 pour d =1 ets_1 = ays = bp5 pour d > 1 et la

condition (NJ) est équivalente a

a(po — Sv(jak)) < po(l N a(jak)) N 1
- J

as(d) =j entraine

j s—1
M) (por — Sv(jok)) (jock ) 1
alpa — ov{ ja o
—p—-—j—]—-<p0<l+%>+m a(a)<j.

Et la condition (N}) est équivalente a

olpa — Sv(jok) _ <1 N (Jak)> N
J

a(a) =j entraine

J s—1
R T k) (ak)) | 1
a(pa — ov( ja o
2o — o) ; ! gpo<1+——°’j >+s——l a0) <.

Preuve. Envisageons la condition pour ¢ fixé (¢ =1,., m):
s
-1

() LB &)=0 pour j, § tels que a()?+(5—)?)ﬁ)<m(l—p0)—s

x (m — ¢). Remarquons que l'on a:

! —q\!
LG E) =— T agpe0) -t o))

- él“'}'lm—k—yol _
a(ﬁt;‘==k1—n'l”+l (#—Y)!(M—j—yo)! é=fo
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= =7l '( ),akum(o) k=m—yo, ' =7y, ug=2€—7y0—9() =7,

Fixons j a« en sorte que l'on a s(a)=j— m+ ¢. Appliquons (1) pour §=
(m—j,o,y,) et 0. Alors on a a;,4(0) =0 tant que

(m — ) (1 = po) + a(o'(1 — ) + a(1 — pa) + o(pS) < m(1 — po) — s%l(m —0 et

oy = 74 donc a posteriori:

03] iy (0) = 0 tant que (m — j)(1 — po)
. s
+ a(e'(1 — p') + po) < m(1 — po) — S—_—T(m — ).
Supposons en revanche (2). Fixons (7, 5) tel que

o + (6 = 1)) < m(1 = po) = ——(m — o).
Soit

jEm—y, &=y, ag=€—y,—a(y).
Alors on a

(m = (1 = po) + (@ (1 = p) + (1 = pa) + o(pd) < m(1 = po) = ——(m — &)

Donc d'aprés (2) on a

e:g( {0) =
Ce qui montre (1). Ainsi on a vu que (1) est équivalente a (2). Compte tenu de
o) =j—m+ ¢ au (2), (2) est équivalente a

() Si(0) = 0 tant que a(Bp) < j(1 — po) — o(@'(1 — p'))

1(a(oz) —j) et s(@)=j—m+ ¢.
Grace a l'expension de Taylor, on voit que (3) est équivalente a

1
4) o(jok)po + a(v(joak)p) = — j<s_—1 + Po) +

{:(Er))+

1
p/zs—l-i_p Pd_—‘ ' =p, 0;=p,.

slad sa)=j—m+ ¢.

Soient
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Pour ce (p.9d), les coefficients étant supposés analytiques, on a:

1
s_

1
1=a‘,,,<£,,‘s pour d=1et;_—1=a,,,,=ﬂp,, pour d > 1

et (4) est équivalente a

T . 1
) olpx = Svljak) p0<1 + —6(’.“")) +— s)=j—m+e.
J J s—1
La proposition est alors claire. C.Q.F.D.

Grace a cette proposition, il est alors clair que le théoréme 5 montre la
nécessité de la condition (N}) pour que le (PC) soit {s)-soluble, et, au cas de
dimension d = 1, la nécessité de la condition (N,) pour que le (PC) soit (s)-soluble
ou qu'il soit t-localement (s)-soluble au cas p, > 0. Il suffit en effet de considérer
la perturbation de (p. d).
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