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Finitude des lacunes dans le spectre de Popérateur de
Schrédinger et de celui de Dirac avec des potentiels
electrique et magnétique périodiques

Par

Alain GRIGIS et Abderemane MOHAMED

§1. Introduction et énoncé des résultats

On considére sur R” un réseau I'={a;a =7, ke, k = (ky,..., k,) e Z"},
ou {ey,...,e,} est une base de R" Le réseau dual sera noté I'*,

I ={yeRyae2nZ Vael}.
Soit ¥(x) une fonction réelle définie sur R" et I'-périodique,
(1.1) V(x — a) = V(x), Vael .
Si V(x) e L*(R"), il est connu que l'opérateur de Schrédinger,
(1.1) Hy= -4+ V(x),

est essenticllement auto-adjoint, c’est a dire qu’ il admet une unique extension
auto-adjointe sur L?(R") que nous noterons aussi H, et qui contient CP(R"),
les fonctions indéfiniment dérivables et & support compact, dans son domaine.
Quitte a faire une translation du spectre de H,, sp (Hy), en ajoutant a V(x) une
constante, on se ramenera au cas ou la moyenne de V(x) sur le tore T" = R"/I"
est nulle

(1.17) J V(x)dx =0.
’l‘n
Les spectre de H, est composé de bandes:
(12) sp (HV) = kL)l bk b bk = [bI:’ bl‘:] .

Pour tout entier k, b, est 'image de la k'™ valeur propre, 4,(6), de I'opérateur
de Floquet Hj = (D — 6)* + V(x) sur L*T"), le paramétre 6 variant sur R”"

(1.3) b, = {4(0); 6 eR"},
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0 .
(D =(Dy,...,D,) avec D; = _ia_x>‘ La suite des valeurs propres (4;(0));, est

J.
rangée par ordre croissant et chaque valeur propre est répétée autant de fois
que sa multipliciteé.

Plus généralement si P = p(x, D) est un opérateur différentiel ou pseudo-
différentiel sur R", d’ordre m, elliptique et & coefficients assez réguliers et I-

périodiques, i.e.,
p(x - a é) =p(xa é)’ Vael et V(x, é)e T*(R")’

alors P admet une unique extention fermée sur L?(R") contenant CP(R") dans
son domaine et son adjoint s’obtient de la méme maniére en partant de I’adjoint
formel p*(x, D). La théorie de Floquet permet de voir que le spectre de P est
constitué des valeurs propres des opérateurs de Floquet P? définis sur L%(T") par

Pu = p(x,D —0)u, VueD(P’)=W"(T",

le paramétre 0 parcourant R", (W™(Q2) désigne I'espace de Sobolev d’ordre m sur
Q, et si P est un opérateur, 2(P) désigne son domaine).

La conjecture de Bethe-Sommerfeld affirme que les bandes recouvrent toute
une demi-droite, c’est a dire que les lacunes ou “gaps”, (quand elles existent ce
sont les intervalles ouverts b}, b, ,[,) sont en nombre fini, ou encore, du fait
que H, est semi-borné inférieurement, qu’il existe un réel ¢ tel que [c, +o[ =
sp(Hy).

Quand n = 1, on montre que la conjecture est fausse sauf pour des potentiels
analytiques dits & un nombre fini de bandes, voir par exemple le livre de Eastham
[EA], [SK]; et, [GR] et [RA] pour des contre-exemples analytiques. Pour
n=2 elle a ét¢ démontrée par Dahlberg et Trubowitz [DA-TR], et pour n =3
par Skriganov [SK],, pour des potentiels V(x) dans L*(R"), voir aussi [VE],.
Pour n > 3, le résultat le plus récent est celui de O. A. Veliev [VE], qui démontre
la conjecture pour des potentiels indéfiniment dérivables, V € C®(R"). D’autres
propriétés des “gaps” et des valeurs propres de l'opérateur de Floquet peuvent
se retrouver dans les travaux récents de J. Feldman, H. Knorrer et E. Trubowitz,
[KN-TR] et [FE-KN-TR], ,.

Nous donnerons une autre démonstration de la conjecture de Bethe-
Sommerfeld, pour n>1 et V(x)e C°(R"; R), qui permet de retrouver les cas
connus quand 2 <n <3 et V(x)e L°(R") et le cas non connu de l'opérateur de
Schrodinger avec un potentiel magnétique périodique

(1.4) H, () = Z — (X)) + V(x),
ou ¢(x) = (¢y(x), ..., c,(x)) est un potentie]l magnétique vérifiant

(1.5)  ¢(x)e C*(R"; R") et ¢(x — a) =¢(x), Vael et YxeR".

Le champ magnétique B(x) sera identifié a la deux-forme B(x) = d(27=1 ci(x)dx;).
Dans le cas ou le champ magnétique B(x) n'est pas nul, les démonstrations
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classiques consistant a considérer H,(¢) comme une simple perturbation de H,(0)
ne marchent pas car H,(¢) — Ho(ﬁ) n'est plus un opérateur borné sur L?(R").

Nous partons de I'idée que la conjecture de Bethe-Sommerfeld est équivalente
a dire qu’il existe un 4, > 0 tel que l'on ait

(1.6) Nuax(A?; Hy(©)) > Nuin(A% Hy€)), YA > Ao,

ou Nuax(4%; Hy(¢)) = Max {N(4* H)(C); 0 e R"},
Hy(@) = ).5-(D; — 6, — ¢;(x))* + V(x),

et Nin(2%; Hy(€)) = min {N(2*; H}(¢)); 6 e R"} ,

(si G est un opérateur auto-adjoint, N(4; G) désigne le rang de sa projection
spectrale sur ]—oo, A[).

Dahlberg et Trubowitz [DA-TR] ont estimé Ny,,(42; Ho(0)) et N,...(A%; Ho(0))
et, par des arguments de perturbations, il en ont déduit (1.6), (avec 2=0 et
n =2). Skriganov [SK], a suivi la méme idée mais le résultat est plus difficile
a prouver quand n =3 que quand n = 2.

Ces méthodes de perturbations ne marchent pas quand le potentiel magné-
tique est non nul. Notre méthode consiste a estimer directement Ny, (4%; Hy(¢))
et Npin(4%; Hy (©)).

Pour estimer N(4%; HJ(¢)) qui est une fonction I™*-périodique en 6, nous
utilisons la méthode de L. Hérmander [HO], ,, qui consiste a étudier a l'aide
d’un opérateur Fourier-intégral, l'opérateur d’évolution associé a I'opérateur
pseudo-différentiel Q°,

(1.7) F? = exp (itQ%), pour teR,
avec
(1.8) Q° = |Hy(@©)|"?,

(si L est un opérateur |L| est I'opérateur auto-adjoint |L| = (L*L)?).
Les estimations classiques résultant de I'étude de F?, pour |t| borné, permet-
tent juste de voir qu’il existe ¢ > 0 tel que

(1.9) N(% H)(©)) = ¢, A" + 0(A"7%)

1
c, étant la constante de Weyl, (voir par exemple [VO]), c, = ;(2n)‘"|T"||S"'1I.

L’estimation (1.9) est insuffisante pour conclure, du fait que I'on ne sait pas si
le reste, le O(4"~'7¢), a une amplitude qui varie suffisamment comme fonction de 6.

Nous ferons, comme Dahlberg et Trubowitz [DA-TR], une étude du com-
portement asymtotique d’'un nombre fini de coefficients de Fourier de N(4%; HS(C)),
(M,(4%; Hy(¢)))ye 1~ pour en déduire 'amplitude de la fonction 6 — N(A%; HS(Z)),

(1.10)  M,(4% Hy(c)) = 2rn)™"|T"| e N(A%; HY(C))do , si bel,
R"/ I+

(on a utilisé I'égalité |R"/I™*| = (2n)"/|T").
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Nous obtenons un développement asymptotique de M,(4%; Hy(¢)), modulo
un O(1) qui permet d’avoir le théoréme suivant.

Théoréme [1.1] Sous les hypothéses (1.1) et (1.5), et si V(x) e C*(R"; R), alors
(1.11) My(A%; Hy(@)) = Y, ;A" + O(1),  ceci quand A > 1,
j=0
ot les a; sont des constantes avec a, qui est nul et a, qui est la constante de
Weyl:
(1.12) a, =c, et a; =0.

Si bel et si b+#0, il existe une constante C,(B,b), ne dépendant que de
V, du champ magnétique B(x) et de b, telle que l'on ait

(113)  |M,(A%; Hy(©)) — [T"|(2m|b])~"*1/22"71/2{d, (b, B) sin [4]b| — n(n — 1)/4]
+ (A1b])"'d, (b, B) cos [4|b] — n(n — 1)/4]
+ (A1b])"d5(b, B, V) sin [A|b| — m(n — 1)/4]}]
< Cy(B, b)(1 + A"=912)

ceci Vb e I'\{0} et VA > 1.

Les constantes dj(b, B), pour j=1, 2, sont complexes et ne dépendent que
de b et du champ magnétique B(x), celle d;(b, B, V) dépend de plus de V(x), et,
pour tout entier k >0, il existe une constante C,(B), ne dépendant que de B(x),
telle que l'on ait

(1.14) |d, (b, B) — 2| + |Re (d,(b, B) — d,(b, 0))| < G(B)IbII ™",
(dy(b,0) = —(n — 1) — (n* — 1)/4), et
(1.15) |d3(b, B, V) — ds(b, B, 0)] < CB) LIV [l Locrry »

n

ceci si b est un multiple d’un premier, i.e. si b=m Z p;e; avec m et les p;e Z\{0},
=

les |p;| étant des nombres premiers distincts deux a deux. On a noté bl le

nombre ||b|| = inf {|p;l, j=1,...,n} et Re(z) la partie réelle de :.
Les estimations (1.13) et (1.14) permettent alors d’avoir le théoréme suivant.

Théoréme [1.2]. Sous les hypothéses du théoréme [1.1], il existe une constante
p, > 0, ne dépendant que de n et du champ magnétique B, et une constante Cy(B),
ne dépendant que de V, et du champ magnétique B, telles que, si n> 1, on ait

(116)  Nyox(4% Hy(©€)) — Niia(3%5 Hy(©)) > p, A% — Cy(B)(1 + 2°"71), VA>T,

— -3
lsin—l¢4Net6(n)=n si n—1€4N.

2

Corollaire [1.3]. Sous les hypothéses (1.1) et (1.5) et la suivante, V(x)e
L®R")si2<n<3, et V(x)e C*(R")sin> 3, il existe un réel A tel que

avec 4(n) = ke
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(1.17) [4, + o[ = sp(Hy (7)) .

Nos méthodes permettent traiter d’autres opérateurs elliptiques; nous trai-
terons le cas l'opérateur de Dirac avec un potentiel magnétique et électrique
périodiques au paragraphe § 3. Nous construirons I'opérateur d’évolution et dé-
montrerons les résultats ci-dessus au paragraphe §3.

Quitte a changer de jauge on se rameénera au cas ol on a

(1.18) J E(x)dx=0.
T"
Il existe alors alors une unique fonction g(x) e C*(T"; R) vérifiant

"0
(1.19) Ag(x) = div (¢(x)) = Zl Ecj(x) et J g(x)dx =0.
J= 'j

™
On peut donc se ramener au cas ou on a de plus
(1.20) div (¢(x)) =0.

Le potentiel ¢(x) vérifiant (1.18) et (1.20) est uniquement déterminé par le champ
magnétique B(x). Il est facile de voir que la série de Fourier de ¢(x) vérifiant
(1.18) et (1.20) s’obtient, de maniére unique, a partir de celle du champ magnétique
B(x).

Nous tenons a remercier vivement Y. Colin de Verdiére, J. C. Guillot et
B. Helffer pour l'intérét porté a ce travail.

Dans la suite, toute constante ne dépendant que de V(x) et ¢(x) sera notée C.

On utilisera la notation o.p.d. pour opérateur pseudodifférentiel. Nous ren-
voyons & [HO], pour les notions de base des o.p.d..

Dans toute la suite, le produit scalaire sur L?(R") et celui sur L2(T") seront
notés <.|.>, et les normes associées par ||.|.

§2. Démonstration des résultats

§2.1. Les o.p.d. sur le tore et la racine carrée de H. Si P est un o.p.d.
sur R",

Pf(x) = 2m)™ Lm e p(x, §)f(y)dyds,  ¥f e SR,
*(R7)
de symbole p(x, &) I'-périodique en x, p(x — a, &) = p(x, &), Va e I', alors P induit
sur T" un o.p.d.. Plus généralement si #eR", l'o.p.d. de symbole p(x, & — 0)
induit sur T" un o.p.d. que nous noterons P’ plus précisément si f(x) est une
fonction C* et I'-périodique sur R”", alors p(x, D — 0)f(x) est aussi I-périodique.
Le noyau distribution de cet opérateur P® sur T" est

KP(x,y)= Y p(x,y — 0)e"* =2m)™ Y _[ p(x, & — )e’s=rrage

ye I+ ael’
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les variables x et y parcourent une cellule élémentaire /" mode¢lisant T", la cellule
de Wigner-Seitz par exemple,

A :={zeR%z=r16, + "+ 1,,avec ;€ [—3,3]}.

La formule de composition des o.p.d. est conservée. De plus, si p(x, ) est
d’ordre k, alors P° opére continiment de l'espace de Sobolev W'(T") sur celui
W' (T"), ceci Vte R. La théorie de Floquet montre que, si U est I'isométrie
entre L2(R") et L2(X" x A'*),

21 U(f)(x, 0) = 2r) "2 [T"|'2 3 e®"f (x — a),

ael’

(o* désigne la zone de Brillouin, une cellule €lémentaire du reseau dual), alors
on a

(2.2) Pf(x) = UT[PPU(f)(x, 0)], Vf e #(R").

Nous considérerons une autre classe de symboles. Si p(z, y, &) est un symbole
d’ordre k sur (R")3, i.e. pour tout multi-indices ¢, y et w, il existe C; , , > 0 tel que

020308°(2, y, &)l < Cpy, oY,
<¢> =P+ D" etsip(zy+ad)=p@zy)
Y(z, y, &) € (R")? et Vae ',
alors I'o.p.d., P, défini sur ¥(R") par

R27

Pf(x) = 2m)™" f e p(x — y, y, )f (y)dyd¢ ,
induit un o.p.d., P° sur T" de noyau distribution

KP°(x,y)=(Q2mn)™ Y. p(x — y + a, y, E)elErrage

ael’ JR"
On se place sous les hypothéses du théoréme [1.1].

Proposition [2.1]. Sous les hypothéses du théoréme [1.1], et si on a (1.1'),
(1.18) et (1.20), alors Popérateur Q = Q,(c),

(23) Q= IH,@©)",

est un o.p.d. dordre 1. Plus précisément, il existe un symbole q(x, &) e S'(T*(R"))
qui est I-périodique (en la variable x), et qui vérifie les propriétés suivantes.

24) q(x, D) est proprement supporté
(2:5) q(x, &) — [1&] — 31EI7 (2&(x) — [€()* — V(%)
+ [E7HEC)) + i1E]77E0.(EE(x))] € STAHT*R\{0}),

et pour tout entier N >0, il existe Cy >0 tel que
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(2.6) I(Ho(0) + 1)Y(Q — q(x, D)) (Ho(0) + 1)V < Cy .

Ceci résulte du calcul de [SE] de la racine carrée de H,(¢), (voir aussi
[(HO]J,).

Comme pour tout 0 € X'*, il existe un opérateur Q° sur L?(T"), de domaine
WY(T"), tel que

(2.7 0f(x) = U'[Q°U(f)(x,0)], Yfe W'R"),
on a forcement
(2.8) Q° = |H|".

On écrira que q(x, &) ~ Y <, q;(x, &), avec g;(x, 1) = 1ig,(x, &), VT > 0 et V(x, &) €
T*(Rn)’ ql(x’ é) = lél Ct

(2.8) J qo(x,E)dx =0.
TVI

On a le résultat de perturbation suivant.

Proposition [2.2]. Sous les hypothéses du théoréme [1.1], si T est un o.p.d.
sur R" d’ordre-m, avec m e N, tel que T soit auto-adjoint sur L2(R"), alors il existe
une constante Cr > 0, ne dépendant que de T, V(x) et ¢(x), tel que l'on ait

29)  N(—A"Cp; Q% < N(; Q° + T?)
SNUA+A™Cr;0%, VA>1 et VOeR".

Preuve. La I'*-periodicité en la variable 8 du spectre montre qu’il suffit de
considérer 0 dans X'*. L'opérateur T%Q° + i)" est alors uniformement borné.
Si 4,(6) est une valeur propre de Q° et si E, est le sous espace propre associé,
alors

IQ° + T? — A4(0))ull = 14(6) + il ™™ITQ° + i)"ull,  VueE,,
ce qui montre que le nombre des valeurs propres de Q° + T® dans I'intervalle
[—140) + il ™™ TQ° + D)™l + A, A+ 1 4(6) + i ™I T(Q° + i)™1|]

est supérieur ou égal a la dimension de E,.

Comme l'opérateur T%(Q® + T® + i)™ est aussi uniformément borné en e
A'*, le méme raisonnement, en intervertissant les roles de Q et Q + T, permet
de conclure.

La Proposition [2.2] permet de supposer que q(x, &) =0 si [£] < C et que
299 Of(x) = q(x, D)f(x) + Tf(x),  V¥fe W'R"),

avec T qui est un o.p.d. d’ordre —N, (on supposera N > n).
Comme g(x, &) est I-périodique, pour tout a € I" et pour tout 8 € R”, on a

e~ (exp[itq(x, D)1f)(x — a) = (exp[itq(x, D — 0)1£%)(x),
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avec ff(x) = e®*"9f(x — a); on vérifie alors facilement que I'on a

Ulexp [itq(x, D)1f)(x, 8) = exp [itq(x, D — 0)JU(f)(x,0),  ¥f e #(R"),
et donc que
(29") U exp (itQ) = exp (itQ°)U ,
(Q%9)(x,0) = q(x,D = 0)g°,  sig’(x)=g(x,0), VxeT".

§2.2. Construction de Popérateur d’évolution sur R". On construit, comme
dans [HO],, exp (itQ) comme un opérateur Fourier intégral, de phase

(2.10) Yilx, 3, &) = &x — y) + tlel,

exp (itQ)f(x) = (5) *f(x) = (2m)™" j e e ds(t, y, &) f(y)dydl .

R2n

Comme Q(S,)¥f(x) = 2n)™" J e' Y=y 8g(x, E)s(t, y, E)f(y)dydE, en faisant un

R2n
développement de Taylor de g(x, &), en x et au point y — t&/|¢], on peut écrire
Q(S,)¥* comme un Fourier intégral de phase ¥, et d’amplitude fonction de (t, y, &),
ceci modulo un opérateur régularisant.

Pour résoudre aisément les équations de transport donnant Iamplitude
s(t, y, €), on doit I'écrire sous la forme suivante,

2.10) s(t, y, &) = €' ¥ 9p(t, y, &),

avec ¥!(y, &) = J goly — &, O)dr, <é B |—§—|>
0

Soit alors @, la nouvelle phase

(210 Bx,y, &) = F(x, 3, &) + V(3. &) = Pulx, 3, &) + 1¥°(5, 1€, §)

(on a utilisé le fait que ¥!(y, t€) = ¥!(y, &), VreR). 1l est facile de voir que
la fonction ¥°(y, z, n) est indéfiniment dérivable sur R3", et que, pour tout multi-
indice a, { et 9, il existe C, ; tel que

(2.107) 10305030, 2, MI < Cogalnl ™, V(. z,m) e R,

Pour tout entier N fixé, on peut écrire

t

(2.11) exp (itQ) = (P)* + <J exp (i(t — t)Q)(R,)"”dt) + exp (itQ)R°,

0
(P)® et (R)* sont des opérateurs Fourier intégraux de phase @,(x,y, ), et
d’amplitude p(t, y, &) et r(t, x — y, y, &) qui ont leur support en la variable ¢ qui
évite un voisinage fixe de lorigine, et R® est un o.p.d. indépendant de t, de
symbole I°(x, &) I'-périodique en x et r°(x, &) € S™¥(T*(R")) avec N >n,
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212)  (P)?f(x)=(2m)™ LG e!®=Op(t, y, O)f(y)dyds,  Vf e FR"),
et
(2.12)  (R)*f(x) = 2m)™" I e % Or(t, x — y, , O)f()dydl,  Vf e SR).

R2n

Le symbole p(t, y, &) s’écrit sous la forme

N-1
(213) p(t9 Y, é)= ;0 p—j(t’ Y é)

Pour tout j, pour tout multi-indice w, é et {, et pour tout entier i et k, il existe
Cosix € Cusrix€R, ne dépendant que de w, 6, {, i et k, tel que I'on ait

(2.14) 10508070, p_ (8, p, ) S CypinCOHYRITITHCEY T IOIE,
et
(2‘14() |a:;a¢wa;sa§atkr(t’ z, ), é)l < Cw.p.{.i.k<t>[3N+'“)| K- <é> Nl _i;

(p=1€&, &> =(t]*+ 1) et [d], est égal a d, si d>0, et 2 0, si d<O).
Remarquons que si [£/>1 on a

(2.15) Polt, . &) =1

et compte tenu de (2.5)

2195, py(ty &)= —L {0:00:90(y — &, )] + (0 V1 (, £))(0:q0(y — T&, )

—iq_(y — 1 &)},
et plus généralement, si j >0, on a

jlal

' j izl
(2.15); p-j(t,y, &) = iL e“““l‘y'é’{k; a4y — 6 s jn,p, O+ L Y %

m=1 |a|=j—m
[k

N
(2‘15)1:0 ellﬁ,(}'.é)r(t, X=y) C) = kZI q—k(‘x -y + Y, é)s—N-H((ta Vs 6)

N-1 jlal m 1
+ Y —|6§‘[Z (j (1 —1)N"m0%q_,
N-m & k=1 0

m=1 |a|=

3

‘ a:q—k(y - tés é)s—m+k(r’ Vs é)]} dt 5

et

x (x =y + té + 1(y — t&), E)dv)s_puilt, y, i)],



1080 Alain Grigis et Abderemane Mohamed
N-1

avec la convention que g_y(x, &) =q(x, &) — Y q-j(x, &) et que
j=0

st y, &) = e Opy(t, y, &)

Les symboles p(t, y, £) et r(t, x, y, &) auront leur support dans {|¢| > C}.
Pour étudier le noyau du reste de la formule donnant exp (itQ,), on est
amené a étudier le noyau KR,(x, y) donné par lintégrale oscillante

(2.16) KR,(x,y) = 2n)™" f H(tx =y, y, E)e ®xrr94g

R"

La formule (2.14') montre que les intégrations par parties en |£| permettent de
gagner des puissances de |€|, plus précisement, si N est assez grand, pour tout
entier k et j, et pour tout multi-indice { et 4, |{| + [6] < N/2, il existe C, ;>0
tel que

(217)  1987KR (x, )| < G KM x =y KIx =yl = [tH7F +<D7F),

on a utilisé le fait que

(2.18) J o+ ) o < CET (2l — 1t + 7%,  VzeR".
Sn—l

De méme pour tout entier m >0, on a

(2.19) (P)*(f)(x) = 2m)™" J

R2n

) N-1
e"‘""’y‘g’[ ZO Pjmlt, X — Y, ¥, é)]f()’)dydé ,
=
ceci pour tout fe P(R"), si x est tel que &(x — y) 4+t #0, pour tout y dans le
support de f:p_j .(t x — y, 3. &) = i"[&(x — y) + I7"(Ed)"p_ (8, , €).

§2.3. Etude du noyau distribution de Popérateur d’évolution associé a Iopé-
rateur de Floquet.

Lemme [2.3]. Le noyau distribution, K,Q%x, y), de l'opérateur sur L*(T"),
exp (itQ°%) est donné par

(2.20) K. Q%(x,y) = ) e** VK, Q(x —a,y),
ael’

ot K,Q(x,y) est le noyau distribution de I'opérateur Q sur L*(R") et ou x et y
parcourent la cellule A de R" modélisant T".

Preuve. La I'-périodicité de g(x, D) montre que
KQ(x—a,y)=KQx,y+a, Vael,

ce qui permet de voir que
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U exp (itQ)(f)(x, 8) = 2m)™"2|T"|'2 } %7 bZr K.Q(x —a+ b, y)f(y — b)dy
ael €

X

=¥ | KO e )
cel Jx

x [2m)"[T"V2 Y e®O7Pf(y — b)1dy,
bero

ceci pour tout fe L(R"). Légalité (2.20) résulte alors de (2.1) et de (2.9").

Si maintenant g est une fonction réelle sur R, & support compact et assez
réguliére, pour tout b e I fixé, la moyenne pondérée par e®’ de la trace de g(Q°)
est donné grice a (2.20) par

(2.21)

J e Tr(g(Q"))d9=(27r)_"IT”Ij e’ Tr (g(Q%))d6 .
| A Jors x

= (2n)™" 1T J j J()K,Q(x — b, x)dtdx .
x Jr

On va étudier K,Q(x — b, y) pour x et y € " et b appartenant a un borné. Il
s'agit donc d’étudier K,Q(x, y), pour x et y € B, , pour un r, > 0 donné, on a noté
(2.22) B, :={zeR"|z|<r}, sir>0.

Soit yo € C3(R"), supp (xo) < B,,, €t xo(x) =1, Vx€ B, .

Lemme [2.4]). Le noyau distribution de xo exp (itQ)xo, est donné par
(223)  %o(IK(P)*(x, Y)20(¥) + Xo(X)KR(X, y)xo(¥) + Xo(X) KR (x, V)Xo () ,
ou K(P)%(x, y), KR,(x, y) et KR?(x, y) désignent les noyaux distributions des opé-
rateurs(B)*, R, = J'exp (i(t — 1)Q)(R,)*dt et R = exp (itQ)R°, &,, (P)*, (R)*

0
et R® étant ceux de (2.11).

Le nouyau K®R,(x,y) est continu en (t, x, y) et il existe un entier dy, =0, ne
dépendant que de n, une constante C(N), ne dépendant que de N, tel que I'on ait

(2.24) |KR(x, y)xo(M)] < CN)KEY e,
et
(2.25) |KR (x, Y)xo(y)] < CN)(EYN e,

si Al = (—4 + 1)"2R,.

L’égalité (2.23) résulte de (2.11). Pour se convaincre de (2.24) et (2.25), on
remarque que

2. x0 l wnerny < CllQ@ + i)"-@:XOfHLZ(R")
<C<t> Sup{”Rn,t"Lz(R"); TG]—ltI_ 1a|t|+ 1[},
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R,. est Tlopérateur Fourier intégral, de phase ¢, et d'amplitude
(1] + i)r.(x — y, y, E)xo(y). L'estimation (2.14') montre alors que, si N est assez
grand, le noyau de R, , vérifie, |[KR, (x, y)lLgem < C{TY?N73* %, et donc
IR Xo llwnimm < C<T>3N_3+d°-

Un raisonnement identique montre que [|xo(R,)* [ wngrn < C<{T)*N 734, ce qui
permet d’établir (2.24). L’estimation (2.25) s’obtient de la méme fagon, si I'on
remarque que [[(—4 + 1)"2(Q + i) "l L2rmy < C.

Lemme [2.5]). Pour toute fonction g € C§(R), on a

(2.26)
1

o J ei® Tr (g(Q°))d6 = J K[g(QR®1(x — b, x)dx
|| J e X

+ (2m)7! J- J()KR(x — b, x)dxdt
RxX

+ @m) ! f eI 25050 (x, £)4(t)drdxd? ;
RxX x R"

la troisieme intégrale est oscillante, K[g(Q)R°](x, y) est le noyau de g(Q)R® qui
est continu, et KR,(x, y) est le noyau de I'opérateur R, défini dans (2.23), p, étant
le symbole de (P,)* défini dans (2.11).

Le deuxiéme membre de I'égalité (2.26) trouve son sens dans (2.19) et (2.24),
et Pégalité (2.26) elle-méme est justifice par (2.21) et (2.23).

On vérifie facilement que (2.26) s’étend aux fonctions g qui sont telles que
()" g(t) et g()<t)3N "% soient dans L'(R).

§2.4. Comportement asymptotique de M,(4; Q). Soit alors 4> 1, et soit g,
la fonction caractéristique de ]O, A[,

(2.27) g,(0) =1, si0<t<4i, et g,(t) = 0 autrement,
on a
(2.28) g =it e —1).

Lemme [2.6]. Pour tout be T, il existe une constante C,, ne dépendant que
de b et V, telle que I’'on ait

(2.29) My(4; Q) = L%i_“lj e N(4; Q%)do
x‘
qui vérifie, pour tout A>1, on a
(229) |[My(4; Q) —(Q2m)™! J Ga(0)e I ¥iDp(r, x, £)drdxdE| < C, -
RxX xR"

Preuve. Soit y,(t) une fonction de troncature sur R, C*, paire, égale a 1
sur [—C,, C,] et a support dans [—2C,, 2C,], C, =1+ |b|. On écrit que
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(2.30) 9.(Q) = g3(Q) + if(Q — A — i(Q),

ou les transformées de Fourier de f(7) et g2(r) sont données par
R 1—yx,(0) o e —
fo==—H2 et 4800 = 1(09:0 = 10—~ -

Mais on a

(2.30) f@=r0+ '),

avec f°(t) = x,(1)f(zr) qui vérifie

(2.31) fPeCEm),

et pour tout entier k>0 on a

(2.31) @) = (=) 1 = x;, 2011 (),

la transformée de Fourier de f1'*(r) étant f1¥(t) = ;—;(1 _tXI (t)>.

Les propriétés (2.31) et (2.31') et lellipticitt de Q montrent aisément que
f(Q) est & noyau continu et borné,

(2.32) IKf(Q)(x, )| < C, Vx et yeR".

De plus, pour tout entier k > 0, on peut écrire que

(2.33) J@ - =fQ— N+ 1.2 - HfMQ -4,
ou X1(@) = (—i)7*[1 = 1, (27)].

Il est clair que, griace a (2.24) et (2.25), on a

(2.34) ‘Kg‘i(Q)(x —b,x) + Kf°(Q — A(x — b, x)

- @n™ f [42() + e ()] (¢, x, §e I ¥ Ddrdg
R x R"

@em™ J [3(0) + e ™ f°()][KR,(x — b, x) + K& (x — b, x)]dt
R

<C, Vxe A .

(Y (x, &) est celui défini dans (2.10)).
On remarque maintenant que, si I'entier k est choisi assez grand, (2.23)-(2.25)
montrent que

(234) |K[x1.(@ — Af"4Q — H)(x — b, x)

— @y J e" 39, () ® F1HO)p(t, x, &)eiImbe+ bl gp g
RxR"

<C, Vxe X .
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Comme on a

j f@)p(t, x, e HIbervigedr| < C.
RxR"

(il suffit d’intégrer par partie a l'aide de (t|£|)7'¢0, pour se convaincre), les
estimations (2.32), (2.34) et (2.34') prouvent (2.29'), ceci compte tenu de (2.30) et
de (2.33).

Lemme [2.7]. Soit p_j(t, x, &) un symbole dans C*(R x R?") tel que, pour
tout entier i et k et pour tout multi-indice w et {, il existe C; , > 0, ne dépendant
que de i, k, w et {, de fagcon a ce que I'on ait

(2.35) 1040508 05p— (8, X, &) < € g, YPTTETMp)7I7 10
avec p = ||

S’il existe C > 0, assez grand, tel que
(2.36) supp (p-;) = {(t. x, &) e R x R*; [{| > C},

alors, si b#0, on a

(2.37)

J !t x8p (1, x, £)g,()dEdt| < C,ATVPTT 4 1)
RxR"

C, étant une constante >0 ne dépendant que de b.

Preuve. Comme |9,8,(x — b, x, &)| = |t — b|, le théoréme de la phase non
stationnaire permet de négliger ce qui se passe quand |t[ > |b| + 1. On peut
donc supposer que

supp (p—;(t, x, &) = {(t, x, &) e R*"* ' |&| > C et [t| < |b| +2}.

On fait un développement de Taylor en ¢, au voisinage de t = bé, a l'ordre n
de s_j(t, x, &) = eitvoib by j(t,x, £). Par des intégrations par partie, on remplace
les puissances de (t — b&), (¢ — bé)¥, par (i0,)* appliqué & l'amplitude. On est
donc ramené a considérer le cas ou s_; est indépendant de ¢, d’'ou a étudier

(2.38) p_jalx) = f . ™%, (1E])eV b DD (x, £)dE .

Dans I'intégrale de (2.38), on fait des intégrations par partie a l'aide de i|b|™2bd,
jusque a obtenir un (@(1), la formule de Green donne alors des intégrales sur la
sphére {&;|£| = 4}, ce qui nous raméne a €tudier

(2.38) pl—j,}.(x) — jn-t j e—ilbéeibfwo(x,béf,f)p_j(x’ A, é)df .

sn—l
Sur S", la phase £ > —b& a deux points critiques, b et —b, et elle est non
dégénérée en ces deux points, le hessien est défini-positif en b et défini-négatif
en —b, par conséquent le théoréme de la phase stationnaire montre que
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PLja(x) = QAT V)
ce qui permet de conclure quand b # 0.

Lemme [28]. Si p_j(t, x, ) est comme dans le lemme (2.7) et si p_j(t, x, &)
s’annule a lordre k=1 en t =0,

alpp—j(o’x’c)=0’ si p<k,

alors on a

(2.39)

f et =9p_i(t, x, £)g(1)dédt| < C(1 + A"I7%).
RxR"

Preuve. On suit la démonstration du lemme (2.7), on est ramené au cas ou
p-; est a support dans {(z, x, £); [t| <2}. L’hypothése (2.36), (2.10") et (2.10”)
permettent de faire le changement de variable |&]| — |&] + PO(x, t€, f), et de se
ramener a @,(x, x, &) = ¥i(x, x, &) = t|&], ceci modulo l'addition a p_; d’'un autre
symbole vérifiant les mémes propriétés.

On remarque que t™**'p_(t, x, &) vérifie les mémes propriétés avec k = 1,
ce qui permet, grice a des intégrations par partie a laide de d,, k — 1 fois,
(p =|&|), de se ramener au cas ou j est égal a j+k—1 et k a 1. Enfin on
se raméne 4 k=0 et (¢e”** — 1) 4 la place de g,(t).

La phase en (t, &), t|¢|, n’a pas de point critique sur le support de I'amplitude,
(on a utilisé (2.36)). Les points critiques de la phase en (t, &), t|&| — td, sont
dans {(t, &); || = A et t = 0}, comme

1 . |
WA A e e = oar,

on déduit facilement (2.39).

§2.5. Démonstration du théoréme [1.1]. La proposition [2.6] montre que

Aty f))"“
14

x p(t, x, & + PO(x, t&, &))dxdé + 0(1), quand - +o0.

My(4; Q) = 2n)™ ! J g (e <1

R xX x R"

Un développement de Taylor en t et des intégrations par parties a I'aide de 0,
(p = |£]), permettent de voir que

My(4;Q)= Y a;A" 7+ 0(1), quand A-+o0,
=0

a, = c,, et comme ¥°(x, t&, &) est a moyenne nulle sur 4" et que p_,(0, x, &) =0,
on trouve que a, = 0. Le développement asymptotique de M,(4; Q) et les propo-
sitions [2.1] et [2.2] prouvent (1.11) et (1.12).

Démontrons maintenant (1.13). Soit be I'\{0}. 1l résulte de (2.13), (2.14),
(2.15)0, (2.29') et (2.37) que
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M,(4; Q) = 2m)™! L . 9u(6)e! 2= + p_ (¢, x, &)]dtdxdl
x X x Rn

+ O 4 1),

La formule de Taylor a l'ordre un appliquée a la variable ¢t au point bé et aux
fonctions e¥°*=%d et p_, (1, x, &) permet de voir en utilisant (2.37) et sa preuve que

My(1: Q) = 2m) ™" f Gi(t)e eIt bBOL 4 p_, (b€, x, £)]dedxde
RxX x R"
+O(1 + A92)
(on a utilisé le fait que f@;[n//o(x, té, €)1 = 0), et donc

My(4; Q) = @r)™" j ga(|E)e s b1 4 p | (b, x, £)]dxdéE

X x R
+ O(1 4+ A"=312)
On intégre par parties en ¢ & I'aide de i|b|”2bd;, la formule de Green montre que
(2.40)  M,(%; Q) = i(2m)™"A""! |b|2 f béeiabi-bLyoxibiL by
A xSt
x [1 + [b]"2b0,(b&Y°(x, bEE, &) + p-1(b¢, x, 4)]dxdé
+ O(1 + A"=32)

Comme la phase, £ » bé, n’'a que deux points critiques qui sont non dégénérés,
b et —b, en utilisant la formule précédant (2.40) et en intégrant par parties a
l'aide de la variable radiale |£|, on a aussi que

(240) M, (4 Q) = i@n)"A! j (&) teremb ey bty
A xSl
x ((bE)[1 + p_y (b, x, A&) — iA™ (n — 1)(b&) ™ 1dxdé
+ 01 + A2

ou y est une fonction de troncature sur R, égale & un dans un voisinage de 1
et de —1, et nulle dans un voisinage de zéro.

Lemme [29]. Si fe C°(R"\{0}), alors on a

2\~
(2.41) j "“’Ef(g dg </1|b|) {e—:mu-«n—n/nn)

2 _
x [f(B) + 5 (43S 6) — (n — 12(6) f’—4—lf(5))]

2l|b|

+eiulbl_«n_“mn)[ﬂ_B) ZAIbI(Aﬁf( 5)
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2 _
+o-as-h-" -y}

+ 01+ (A1bl) ")

d; est la dérivation suivant le vecteur b et 4; est le Laplacien sur I'hyperplan
orthogonal a b.

Pour s’en convaincre, il suffit de voir que la phase & — bé a seulement deux points
critiques b et —b, le théoréme de la phase stationnaire montre que, si & = (1, 1),
avec T = BC, alors

J e Mf(¢)dé = f X0 -sswrtng(y, <)) + e 40y, — <) 1dn
sn-1 Rn! t(r’)

+ O((Ab])7%),  ceci Yke N,

ou (7)) = (1 — |n|*)** et x est une fonction de troncature a support dans un petit
voisinage de l'origine et valant 1 prés de l'origine.

On fait le changement de variable n — 2'2(1 + (1)) 5, en négligeant dans
le Jacobien les termes qui s’annulent a 'ordre trois a l'origine, ceci compte tenu
de la phase stationnaire, on obtient que

j e“"’ff(f)d$=J xo(n)<1—5“;—’m|2>
sn-t Rn-1

x [e AP (x, (), To(m)) + €0 (2, (), —10(m))1dn
+ 0(1 + (A1b)72);

ou t4(n) =1 —|n%/2, t,(n) = (1 — |n|*/4)'? et y, est une fonction de troncature
comme x. Le théoréme de la phase stationnaire permet alors d’avoir (2.41).

Les estimations (2.40') et (2.41) prouvent (1.13). Les estimations (1.14) et
(1.15) s’obtiennent facilement en remarquant que la fonction
bg

$—=pp(x, &) = J go(x — ¢, §)dr

o

vérifie ¢,(x, b) = |b| y qo,w(ﬁ)ei“”‘, ou I*={werl* wb=0} est le sous-
we Iy

réseau du dual, de I’hyperplan normal a b, ceci si

Qo(x, &) = Y do.u(l)e™.

wel*

On se place maintenant dans le cas ou b est un multiple d’'un premier. Si
w e I;*\{0}, alors

n
w=Y we¥, avec w; € Z, Sup {lo;l; j=1,...,n} = [Ibll,
=
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((e}) est la base duale de la base (e)), par conséquent, il existe une constante
C,, ne dépendant que de I, tel que |w| > C/|lbll, Vo € I;*\{0}.

Par conséquent, comme ¢,(x, b)e C*(T") et que do,0(£) =0, pour tout entier
j» il existe C; indépendant de b, tel que I'on ait |gy(x, b) < Glibll .

Ceci prouve, compte tenu de (2.40) et (2.41), que, pour tout entier j, il existe
C; tel que l'on ait

(242) |d,(B) — 2| < GlibllI~ .
Si f,(x, &) = (b&)~te'*»=9  on vérifie de la méme fagon que, pour tout entier j, il
existe C; tel que I'on ait
163 fy(x, £6) + 11 + |45 fy(x. £B) < GlIblI~,
par conséquent, compte tenu de (2.40') et de (2.41), on a
(2.42') M,(A%; Hy(S)) = |T"(2r|b|)~"*1/230=12{d (b, B) sin [A|b| — n(n — 1)/4]
+ (IblA)~'d(b, B) cos [A]b| — n(n — 1)/4]

+ M—le—iu|b|—«n—1)/4)n)f ei%(x"‘)p_l(|b|, x, bydx
X

_ M—lei(ilbl-((n—l)/“»)n)'[ ei%(x,ﬁ)p_l(_wl, X, —l;)dx
X

+ O(1 4+ A7)
et pour tout entier j, il existe C; tel que
d9(b, B) — dy(b, 0)| S GjlIbII™" et dy(b,0)=n—1+(n* —1)/4.

Soient di(b, B) et d3(b, B) les constantes suivantes,

di(b, B) = i|b| L [p_1(1bl, x, B) + p_,(—1bl, x, —b)1dx,

d3(b, B) = |b| L [p-1(1bl, x, B) — p_,(—1bl, x, —b)]dx .

La propriété (1.17) et (2.5) et (2.15), montrent que di(b, B) et d3(b, B) ne dépendent
que de b et B(x) et que, pour tout entier j, il existe C; tel que

|d, (b, B) — d3(b, B) — d;(b, B)| < G;lIblI™!
et |dy(b, B, V) —d3(b, B)l < GlIblI /(1 + |Vl owy) »
ce qui établit (1.15) grace a (2.42'). De plus la propriété (1.18) permet de voir que

d3(b, B) = ilblj [IEx)1* — (bE(x))*1dx,
X

ce qui compléte la preuve de (1.14).
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§2.6. Démonstration du théoréme [1.2]. Si n—1¢4N, on remarque

sin s+1t
2

tout a # 0, ae R, il existe g, > 0, tel que, et pour tout ze C,

sin (25 + 2) > 1, VseR, et si n — 1 € 4N, on remarque que, pour

(1+§)sin(s)+§cos(s) +<1+22>sm(23)+ cos (25)| = e,/s, ¥s>1+2|z.

En prenant dans (1.13) b puis 2b, on en déduit, compte tenu de (1.14), que
si b est premier et assez grand, il existe p, = p,(b, B) > 0, ne dépendant que de
n, b et B, tel que

(243)  IMy(A% Hy @)l + IMy (2% Hy (@) 2 2p,4%", VA> 1+ 1b],

d(n) étant celui de (1.16).
On écrit que,

@m)~"|T"| j e™[N(2%; Hy(¢)) — Mo(A%; Hy(¢))1d6 = 0
X

et, grice a (1.13), (1.14) et a (2.43), on trouve qu’il existe be I" tel que

@n) T f eMIN(2 HYE) — Mo(A%; Hy@)1d6| > p 2% + 0(2~92),
X*

ceci VA>» 1. On en déduit alors facilement (1.16).

§2.7. Démonstration du corollaire [1.3]. Quand V est C*, (1.17) résulte de
(1.16).

Si Ve L®(R") et vérifie (1.1) et (1.1”), pour tout & > 0, il existe un potentiel
V., e C*(R"; R), vérifiant (1.1), (1.1") et

(2.44) V() = VXl Logrm < €.

Soit &€ > 0 assez petit et soit ¥V, comme ci-dessus. Pour tout 4> 1, on a d’aprés
le principe du mini-max,

(2.45) Nuax(A%; Hy(€)) 2 Nyax(A? — & Hy (©)),

(2.45) Nain(A%; Hy(€)) € Nyin(A? + & Hy (©)),

et

(2.45") Mo(3% — & Hy (@) < Mo(A2; Hy (€)) < Mo(32 + & Hy (@) .

Par conséquent (2.45)-(2.45”) montrent que
Nuax(32; Hy(€)) — Nuin(A%; Hy(€)) 2 Nyax(A%; Hy(€)) — Mo(2%; Hy (6))
> Nuax(A? — & Hy (€)) — Mo(A* + & Hy (€))
> [Nuax(4® — & Hy () — Mo(4* — &; Hy (©))]
+ [Mo(2* — & Hy (¢)) — Mo(A* + & Hy (©))] .
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(On a utilisé le fait que N,;,(u; H) < My(p; H) < Nyae(p; H)).
Comme M, (A?; Hy (¢)) = py(A) + O(1), py(4) étant le polyndme dans (1.11),
on déduit aisément des théorémes [1.1] et [1.2] et du fait que n —1¢ N que

Nuax(A? — & Hy (€)) — Mo(22 — & Hy (€)) > A" V2p, — C(V)(A" ™2 + 1),
et que

Mo(4? + & Hy (€©)) — Mo(2* — & Hy (€)) < neag(0)A""* + C(V)(A" +1)
ou C(V,) est une constante ne dépendant que de V.
Comme n—2<(n-1)/2, sin<3,
on conclut en prenant ¢ assez petit que 'on a encore, si 2<n <3,

NMax(lz; HV(E)) - Nmin('lz; HV(E)) 2 }_(n—l)/ZP" + @(1) .

§3. Le cas de lopérateur de Dirac

§3.1. Enoncé des résultats. On considére l'opérateur de Dirac Py, (¢) sur
# = L*(R"; C*™),

ol

(3.1) P, @) = [ L, A*(D — E(x))

AD —2x) -1, ] Ve .

(1, désigne la matrice identité d’ordre k), le potentiel électrique V(x) et celui
magnétique ¢(x) sont supposés réels, I-périodiques et C*.

L’opérateur A(D) est un systtme m x m elliptique, homogene d’ordre 1 et
vérifiant

(3.2) A*(D)A(D) = —41,, .
On s’intéressera plus particuliérement aux cas suivants:
n=3avecm=2 et AD)=A*D)=0D =Y} ,0D;;
n=2avecm=1 et  Py=)1,0D;;

Les matrices o; sont celles bien connues de Pauli,

01 0 —i 1 0
61= 1 O 3 62= i 0 et 03= 0 _1 .

11 est bien connu que P,(¢) est essentiellement auto-adjoint sur s#. Avec comme
domaine I'espace de Sobolev d’ordre 1, W!(R"; C*™), 'opérateur P,(¢) est auto-
adjoint. Le spectre de P,(¢) est constitué de I'union des spectres des opérateurs
de Floquet:

(3.3) sp(Py(©) =) sp(P}(c)), (le paramétre 6 parcourant R"),
]

ol PJ(¢) est lopérateur différentiel défini sur le tore T", auto-adjoint sur
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L3*(T"; C®*™), de domaine W!(T"; C?>™), et défini comme P,(¢) en remplagant
A(D — ¢(x)) par A(D — 0 — ¢(x)).

Le spectre de PY(¢) est constitué d’une suite de valeurs propres, chacune
étant répétée autant de fois que sa multiplicité: sp (PY(C)) = {4(0); k € Z*},
avec A_,_1(0) < 1_,(0) < 0 < 4(0) < A444(0), si k> 0.

Pour tout ke Z* on considére alors la bande b, qui est I'image de la
fonction 4,(6),

(34 sp (Py(c)) = kUZ' by et b= Lo) A(0) = [b:, b].

Il est facile de voir que, dans le cas de I'opérateur de Dirac classique quand
n =3, les bandes b,,_, et b,, se touchent ainsi que les bandes b_,,,, et b_,,
si k>0. La conjecture de Bethe-Sommerfeld pour I'opérateur de Dirac peut
étre formulée ainsi: il existe un réel ¢ > 0 tel que ]—oo, —c] et [¢, +oo[ soient
inclus dans le spectre de P, c’est a dire qu’il existe un entier k, > 0 tel que I'on ait

(3.5) {b,;l <b, Vk>k,, et

by <b*., Vk>k,.

Pour tout opérateur G et pour tout A >0, on définit N*(4; G) et N™(4; G)
le rang de la projection spectrale de G sur ]O, A[ et, respectivement, sur ]—A4, O[,
si le spectre de G sur [—A4, A] est purement ponctuel. L'entier N*(4; G) est le
nombre des valeurs propres de G dans ]0, A[ et N7(4; G) celui dans ]—A4, O[.
Soient alors N, (4; P2(¢)) et NZX.(4; PX(¢)) définis comme dans (1.6),

in

(3.6) Nitu(; PY@)) := Max {N*(1; PA)); 0 € R")
et
(3.6) Nia(% PA©)) = min {N*(L; PAC)) 6 € R"}.

Théoréme [3.1]. Sous les hypothéses du théoréme [1.1] et (3.1) et (3.2), il
existe une constante p,> 0, ne dépendant que de n et de I, et une constante
Cy(B), ne dépendant que de V et du champ magnétique B, telles que, si n > 1,
on ait

(3.7) Niax(%; Py(€)) — Nzin(A; Py(©)) > p, A% — Cy(B)(1 + A"~/
ceci YA > 1, d(n) étant celui de (1.16).

Corollaire [3.2]. Sous les hypothéses du théoréme [3.1], il existe A > 0 tel que
(3.8) J—o0, —A[U[A4, +oo[ = sp (P,(¢)).

§3.2. Démonstration du théoréme [3.1]. On notera OPS/(R"; C¥) les ope-
rateurs surL?(R"; C*) qui sont des o.p.d. d’ordre j.

On se place dans le cas ou (1.1”) est vérifié et, par un changement de jauge,
dans le cas ou (1.18) et (1.20) le sont aussi.



1092 Alain Grigis et Abderemane Mohamed
Remarquons que les opérateurs A%(c),
(3.9) A*(C) = AD — Eé(x)) et A~ (C) = A*(D —¢(x)),

définis sur L2(R"; C™), avec comme domaine commun I’espace de Sobolev d’ordre
un W!'(R"; C™), sont adjoints l'un de l'autre:

(3.10) [AT@E)]*=A"(C) et [47(@)]=47@).

Siles A4;, j=1, ..., n, sont le n matrices m x m, unitaires et telles que

(3.11) A(D) = Z A;D;
j=1
on a alors
(3.11") AYA, + ARA; = A AE + A AY = 20,1
et

(3.12) A~ (€)A*(¢) = Ho(@)1,, + T*(B) et A*(@)A™ (@) = Hy(@)1, + T (B),

.
-

avec T*(B) = i z [Djci(x) — Dyci(x)]1Af Ay
/2651
o TB=-3 3. (D) — Die1 4,4z

(Ho(?) est celui de (1.4)).

Lemme [3.3]. Il existe un opérateur unitaire U sur #, qui est un o.p.d.
d’ordre un et qui est une transformation de Foldy-Wouthuysen, i.e. tel que I'on ait

"1, 0 ]
0 -0 O]

avec Q@) = [1 + H*(@)]"2, et H*@) = A"(€)A*(€) = A*(D — ¢(x))A(D — &(x)) et
H™ () = A*(¢)A™ () = A(D — &(x))A*(D — E(x)).

(3.13) U*Py(¢)U = [

Preuve. Dans la suite, on omettra la référence a ¢. Soient g(2) et f(4) les
fonctions réelles suivantes définies sur ]—1, +oo[,

g(A) = 27121 + (A + )72 et fA=2""[A+ 1)+ @A+ DA,

on a g*(A) + A*(A) =L
Pour tout z e C\[0, +oo[, et pour tout ke N, on a

(3.14) ATHY —z1,) ' =(H - z1,)7'4*
et
(3.14) A"(H —z1,)'=(H*"—2z1,)'A".

L’ égalité (3.14) permet de voir que I'on a
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(3.15) AYf(H")= f(HT)A* et  A'g(H")=g(H")A",
de méme celle (3.14') montre que l'on a
(3.15) Af(H)=f(HY)A et A gH )=g(H")A".
Soit alors U l'opérateur continu sur 3£,

U [ g(H") —A‘f(H‘)] |

(319 Af(H) g(H™)

Les égalités (3.15) et (3.15") montrent que U est unitaire, U*U = 1,,, et le calcul
de [SE] montre que U est un o.p.d. d’'ordre 1 et on peut vérifier aisément qu’il
est a symbole I'-périodique.

Comme g*(A) 4+ 22g(Af(A) — A 2(A) = (1 + A~
et que g*(A) — 29(Af(A) — *A) =0,
on vérifie facilement en utilisant (3.15) et (3.15") que l'on a (3.13).

Lemme [3.4]. Pour tout entier N = 0, il existe un opérateur unitaire Uy sur
H, qui est un o.p.d., tel que l'on ait

oy | QVE) 0 .
(3.17) UEP, (@) Uy = [ A ~QZV(E)] +LE V,N),
o _[Li1@ V.N) Ly, V,N)
avec L(¢, V,N) = [L“('c', V.N) L,,GV, N)] ,

les L(c, V, N) étant des systémes m x m d’o.p.d. & symbole I™-périodique vérifiant
(3.18) L@ V,N)e OPST'(R"; C"), LyC V,N)e OPST'""¥R";C") sii#],

i et je{l,2}, le symbole principal de L;(c, ¥, N) étant & moyenne nulle sur le
tore T". (Si W(x) est un potentiel, on a noté Q#(¢) 'opérateur Q*(¢) + W(x)1,,).

Preuve. On fait une récurrence sur N. Pour N =0, il est facile de voir
que la transformation de Foldy-Wouthuysen U du lemme [3.3] convient, U, = U.
Si NeN et si Uy est un o.p.d. unitaire sur s# tel les propriétes (3.17) et (3.18)
soient vérifiées, on écrit alors que

E M*
(3.19) UXPy @)Uy = [ Mo F] ,

ou E et F sont des opérateurs auto-adjoints sur L*(R"; C™) de méme domaine
tels que E + F, avec le domaine commun, soit autoadjoint. L’opérateur M est
continu. Comme E et F sont des o.p.d. elliptiques de symbole principal |¢|1,,,
il existe des opérateurs auto-adjoints T et Tr € OPS™®(R"; C™), tels que E + Tg
et F + T, soient positifs, on peut supposer plus précisément que, (modulo
OPS™(R"; C™)), on a



1094 Alain Grigis et Abderemane Mohamed

(3.20) E>1 et F>1.
Les opérateurs G* suivants sont alors bien définis,
(3.21) G* =2[E+F + [(E + F)* + 4M*M]'?]7",
(3.21) G =2[E+ F+[(E+ F)? +4MM*]'2]71,
ainsi que les opérateurs J* suivants,
(3.22) J*=[1,+ G*M*MG*]™~2,
(3.22) J =[1,+G MM*G]'2.
Soit W l'opérateur défini sur # de la fagon suivante,
J* —M*G™J”
(3.23) W=[MG+J+ J- ],

R

Comme les J* sont des o.p.d. d’ordre zéro et que les G* sont d’ordre —1
et ont le méme symbole principal, R est un o.p.d. d'ordre —N —2. Gréace a
(3.20), la norme de R est <1, par conséquent U,,, = W[W*W] /2 est bien
défini et c’est o.p.d. unitaire qui vérifie

(3.24) Uy., — W e OPS™2(R"; C2) .

1 R
on a W*W=[ " 1 ], avec R = J-(MG* — G"M)J*.

On vérifie facilement que

E M* E C*
Uﬁﬂ[M —F:IUNH:I:C _F,:I,

avec Ce OPS™ Y(R";C™), E—E' et F — F sont dans OPS™!(R"; C™); comme
les symboles principaux de E, F, des G* et des J* ne dépendent pas de la
variable d’espace x, on vérifie facilement que les symboles principaux de E — E’

et de F — F' sont a moyenne nulle sur le tore.

Démonstration du théoréme [3.1]. On choisit N assez grand dans le lemme
[3.4]. La construction de l'opérateur d’évolution du paragraphe §2 marche en-
core, pour les systémes m x m elliptiques Q* avec

Q" =0y@+ L@ V,N) et Q =05,() - LEV.N),

car leur symbole principal est |¢|1,. De plus, leur symbole sous-principal, qui
est ici gg(x, &) = [V(x) — |€]71(&C(x))]1,,, est, grice a (1.17), (1.20) et (1.22), a
intégrale nulle sur le tore T"; de méme le symbole d’ordre —1, g%, (x, &), vérifie

J a2 (x, &)dx = %j [1 + [EC)1? + [€172(EE(x))* 11 dx -
™ ™

Par conséquent les estimations de M,(4; Q) du paragraphe §2 sont encore valables,
avec Q = 0%, et on a en particulier on a
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(3.25) My(A; Q%)= Y afi" 7+ 0(1), quand A— +o0,
j=0

(avec a¢ = me,, c, est la constante de Weyl classique et af = 0), et si be I'\{0}
est fixé on a I'équivalent de (1.13),
(3.26) |M,(4; Q%) — m|T"|(2r|b|)~"*D122"12{d, (b, B) sin [A|b| — n(n — 1)/4]

+ (A|b])'d, (b, B) cos [4|b| — m(n — 1)/4]

+ (A|b|)"'d4(b, B, V) sin [1|b| — n(n — 1)/41}]

< CV(B’ b)(l + A('l—5)/2) s

ceci Vbe I'\{0} et Vi>» 1, Cy(B, b) étant comme dans (1.13) ainsi que les d;(b, B)
et d4(b, B, V), ces derniers satisfont (1.14) et (1.15).
Mais (3.18) et une estimation du type (2.9) montrent que

(327)  N(A— Cya™™15(Q*)) S N4 PP@) < N(A + Cya ™5 (@%)),

ceci VO e A* et VA > 1, Cy étant une constante >0 ne dépendant que de V, B
et N. Le théoréme [3.1] résulte alors aisément de (3.25)—(3.27) avec N =(n+ 5)/2.

Remarque [3.5]. Le théoréme [3.1] et son corollaire sont valables pour
l'opérateur de Dirac & masse nulle PJ(¢) = P,(¢) — [ _; 1.

En effet la démonstration marche encore si on perturbe P2(¢) par un o.p.d.
R d’ordre —N de fagon a ce que la transformation de Foldy-Wouthuysen soit
bien définie, N étant suppos¢ >0 et assez grand. On prend

R = f(H*@))(B + 13,) + f(H @) — 124),
avec f = P,(¢) — P2(©) et f(t) = (¢t + )™M=,
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