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Finitude des lacunes dans le spectre de l'opérateur de
Schrödinger et de celui de Dirac avec des potentiels

electrique et magnétique périodiques

Par

Alain GRIGIS e t  Abderemane MOHAMED

§ 1 .  Introduction et énoncé des résultats

O n considère sur Rn un réseau F = {a; a = kiej, k = (k 1 , k„) E Z n },
où te , en } est une base de  W. L e  r é s e a u  d u a l sera noté /-*,

F* = {y e R"; ya e 27rZ, Va e F} .

Soit V(x) une fonction réelle définie sur R" e t  F-périodique,

(1.1) V(x — a) -= V(x), Va e F .

S i V(x) e  L (R "), il est connu que l'opérateur de Schrödinger,

(1.1') Hv  = —  + V (x ),

est essentiellement auto-adjoint, c'est à  dire q u ' il admet une unique extension
auto-adjointe sur L 2 (R") que nous noterons aussi Hv  e t  q u i c o n tie n t  q (R ^ ),
les fonctions indéfiniment dérivables et  à  support compact, dans son domaine.
Quitte à  faire une translation du spectre de Hv , sp (HO, en ajoutant  à  V (x) une
constante, on se ramenera au cas où la m oyenne de V(x) sur le  tore  T" = R"/F
est nulle

(1.1") V(x)dx = 0 .fT"
Les spectre de Hv  est composé de bandes:

(1.2) sp (Hi,) =  U b ,b k = [bk- , bn  .
k=1

Pour tout entier k, bk est l'im age de la  k k me valeur propre, A„(0), de l'opérateur
de F loquet le , = (D — 0)2  + V (x ) sur L 2 (T"), le paramètre 0  variant sur R",

(1.3) bk = {.1,(0); 0 e R"}
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(D  = (D 1 , D„) avec Di  = — La suite des valeurs propres (A ; (19)); , (3, estex;

rangée par ordre croissant et chaque valeur propre est répétée autant de fois
que sa multiplicité.

Plus généralem ent si P = p(x, D ) est un opérateur différentiel ou pseudo-
différentiel sur R", d'ordre m, elliptique et à  coefficients assez réguliers et
périodiques, i.e.,

p(x —  a, 0 = p(x , , Va e r  et V(x, E  T*(R") ,

alors P  admet une unique extention fermée sur  L 2(W ) contenant C(R") dans
son domaine et son adjoint s'obtient de la même manière en partant de l'adjoint
formel p*(x, D ).  La théorie de Floquet perm et de voir que le spectre de P  est
constitué des valeurs propres des opérateurs de Floquet P° définis sur L2(T ) par

eu  = p(x, D —  0)u, Vu e 9(P ° ) = Wm(T") ,

le paramètre 0 parcourant R", (Wm(Q) désigne l'espace de Sobolev d'ordre m sur
Q , e t s i P  est un opérateur, 9(P ) désigne son domaine).

La conjecture de Bethe-Sommerfeld affirme que les bandes recouvrent toute
une demi-droite, c'est à  dire que les lacunes ou "gaps", (quand elles existent ce
sont les intervalles ouverts ]  b, , bk- 4 . 1 [,)  sont en nombre fini, ou encore, du fait
que H , est semi-borné inférieurement, qu'il existe un réel c  te l que  [c, +co[
sp(14).

Quand n = 1, on montre que la conjecture est fausse sauf pour des potentiels
analytiques dits à un nombre fini de bandes, voir par exemple le livre de Eastham
[E A ], [SK ], e t, [G R ] e t [R A ] pour des contre-exem ples analy tiques. P our
n = 2 elle a été dém ontrée par Dahlberg et Trubowitz [DA-TR], et pour n = 3
par Skriganov [SK ],, pour des potentiels V(x) dans L(R"), voir aussi EVE],.
Pour n>  3, le résultat le plus récent est celui de O. A. Veliev [YE] 2  qui démontre
la conjecture pour des potentiels indéfiniment dérivables, V e  C (R "). D 'au tres
propriétés des "gaps" et des valeurs propres de l'opérateur de Floquet peuvent
se retrouver dans les travaux récents de J. Feldman, H. Kniirrer e t E. Trubowitz,
[K N-TR] et [FE-KN-TR] 1 ,2 .

N ous donnerons une  au tre  dém onstra tion  de  la  con jec tu re  de  B e the-
Sommerfeld, pour n >  1  et V (x) e C (R"; R ), qui perm et de retrouver les cas
connus quand  2  n  3  e t V (x) e  L (R ") e t le  cas non  connu  de  l'opéra teur de
Schredinger avec un potentiel magnétique périodique

(1.4) Hv(e) = (D — ci (x))2 + V(x) ,
J=1

o ù  . (x) = (c i (x), cn (x)) est un potentiel magnétique vérifiant

(1.5) è (x) e CNR"; R") et -e(x — a) = (x ) , Va e  r  et VX E W.

Le champ magnétique B(x) sera identifié à la deux-forme B(x) = ci(x)dx;).
Dans le cas où le champ magnétique B(x) n'est pas nul, les démonstrations
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classiques consistant à  considérer Hv (e) comme une simple perturbation de Ho (Ô)
ne marchent pas car 1-1 (F) — H0 (6) n'est plus un opérateur borné sur L 2 (R").

Nous partons de l'idée que la conjecture de Bethe-Sommerfeld est équivalente
dire qu'il existe un 2 0 >  0 tel que l'on ait

(1.6) Nma,Y ;  H ( ) ) >  Nini.(2 2 ; H ( ) ) ,>  Ao>

où Nmax(i1.2; Hv (C)) = Max IN(A2 ; e n  0  e

M ( ) =( D  —  O —  ci (x))2 +  V(x),
et Nmin(A2; Hv (è)) = min {1■1()1.2 ; HW)); 0 e R"}

(si G  est un opérateur auto-adjoint, N (À; G) désigne le rang de sa projection
spectrale sur ] —co, AD.

Dahlberg et Trubowitz [DA-TR] ont estimé Nm a x (22 ; H0 (6)) et Nm in (22 ; H0 (6))
et, par des arguments de perturbations, il en ont déduit (1.6), (avec - -d = Ô et
n = 2). Skriganov [SK] 2 a suivi la même idée mais le résultat est plus difficile

prouver quand n = 3  que quand n = 2.
Ces méthodes de perturbations ne marchent pas quand le potentiel magné-

tique est non nul. Notre méthode consiste  à  estimer directement Nm ax () 2 ; Hv (e))
e t Nm in (22 ; Hv (-C)).

Pour estimer N 0 . 2 ; Hr ( )) qui est une fonction F*-périodique e n  0, nous
utilisons la méthode de L . Hiirmander [H0] 1 ,2 ,  qui consiste à  étudier à  l'aide
d'un opérateur Fourier-intégral, l'opérateur d'évolution associé  à  l'opérateur
pseudo-différentiel Q0 ,

(1.7) Fie = exp (itQ°), pour t e R ,

avec

(1.8) = 1114-01"2 ,
(si L  est un opérateur IL I est l'opérateur auto-adjoint ILI = (L*L) 1/2 ).

Les estimations classiques résultant de l'étude de Ft'9, pour I t  borné, permet-
tent juste de voir qu'il existe e > 0  tel que

(1.9) N(22; H ue ) ) _  c5 ,52 . ( 9 ( 2.-i-e ) 5

1 sn-115c la constante de Weyl, (voir par exemple [V 0 ]), c „ =  (270' T"

L'estimation (1.9) est insuffisante pour conclure, du fait que l'on ne sait pas si
le reste, le 0(2" - 1 - e), a une amplitude qui varie suffisamment comme fonction de O.

Nous ferons, comme Dahlberg e t Trubowitz [DA-TR], une étude du com-
portement asymtotique d'un nombre fini de coefficients de Fourier de N(2 2 ; HW )),
(Mb(À,2 ; HvCéMbe r, pour en déduire l'amplitude de la fonction 0 -+ N(.12 ; Hre)),

(1.10) Mb(A2 ; Hv()) = ( 2 m) 7 1'1 j. e ibeN (A 2; H iewndo 5 si b e F,
R"/F*

(on a utilisé l'égalité I R"/F*I = (2707IT"I).
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Nous obtenons un développement asymptotique de Mb (A2 ; Hv (e)), modulo
un 0(1) qui permet d'avoir le théorème suivant.

Théorème [1.1] Sous les hypothèses (1.1) et (1.5), et si V(x) e C(R"; R), alors

M 0 (22 ; Hv ( )) =  EaA + CM , ceci quand 2  »  1 ,

où les ai  sont des constantes av ec a, qui est nul et a, qui est la constante de
Weyl:

(1.12) a, = c„, et a , = 0.

S i b e F  e t  s i  b 0 0, il ex iste une constante Cv (B, b), ne dépendant que de
V , du champ magnétique B(x) e t de  b, telle que l'on ait

(1.13) I M b (A2 ; H (0 ) —  T (2n1
( n + 1 ) / 2

2
(n

- 1)/2 fd,(b, B) sin [A I b I —  ir(n —  1)/4]

+ (A1b1) - i  (12 (6, B) cos [21b1 — n(n — 1)/4]

+ (21b1) - 1 d3 (b, B, V) sin [Albi —  it(n — 1)/ 4]}1

Cv (B, h)(1 + 2( 1 —  5)12 )

ceci Vb e r\{0} et V A »  1.
L es constantes di (b, B), pour j =  1, 2, sont com plexes et ne dépendent que

de  b et du cham p m agnétique B(x), celle d3 (b, B, V ) dépend de plus de V(x), et,
pour tout entier k > 0, il ex iste une constante Ck (B), ne dépendant que de B(x),
telle que l'on ait

(1.14) di (b, B) — 21 + 1Re (d2 (b, B) — d2 (b, 0))I Ck ( B1111 b k

(d2 (b, 0) = —(n — 1) — (n2
 —  1)/4), et

(1.15) d3(b, B, V) — d3 (b, 13,0)1 Ck(1 3 )111bIr k 11V 11

ceci si b est un multiple d'un premier, i.e. si b = m E pi ei  av ec m et les pi  e ZVOI,

le s  11;1,1 étant des nom bres prem iers distincts deux  à  d e u x .  O n  a  n o té  111 b 111 le
nombre 111b111 = inf 11N , j  =  1, ..., n} e t  Re (z) la partie réelle de z.

Les estimations (1.13) et (1.14) permettent alors d'avoir le théorème suivant.

Théorème [1.2]. Sous les hypothèses du théorème [1.1], il existe une constante
p„ > 0, ne dépendant que de n et du champ magnétique B, et une constante C (B ),
ne dépendant que de V , et du cham p m agnétique B, telles que, si n >  1, on ait

(1.16) Nm a k (22 ; H (! )) — Armin(2 2 ; Ilv(Zp > i9 . 2 6 ( ") — Cy(B)( 1 +  2 1 ), V A »  1

1 n — 3
avec 6(n) = n —  s i  n 1  0  4N  e t b(n) —  s i n — 1 e 4N.

2 2

Corollaire [1.3]. Sous les hypothèses (1.1) e t  (1.5) e t  la suiv ante, V(x)E
L ( R )  si 2 n 3, e t  V(x)e C (R") si n > 3, il ex iste un réel A  tel que
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(1.17) [A , +oo[ sp(Hv (Z')) .

Nos méthodes permettent traiter d'autres opérateurs elliptiques; nous trai-
terons le cas l'opérateur de Dirac avec un potentiel magnétique et électrique
périodiques au paragraphe § 3 .  Nous construirons l'opérateur d'évolution e t  dé-
montrerons les résultats ci-dessus au paragraphe §3.

Quitte à  changer de jauge on se ramènera au cas où on a

(1.18) -e (x) d x = Ô .f T"
Il existe alors alors une unique fonction g(x) e C (T"; R ) vérifiant

n a
(1.19) Ag(x) = div (e(x)) = E n ci (x) et

f r .  
g(x)dx = 0 .

.J =1 lux;

On peut donc se ram ener au cas où on a de plus

(1.20) div (-e(x)) = 0 .

Le potentiel e (x) vérifiant (1.18) et (1.20) est uniquement déterminé par le champ
magnétique B (x ).  Il est facile de voir que la série de Fourier de -e(x) vérifiant
(1.18) et (1.20) s'obtient, de manière unique, à partir de celle du champ magnétique
B(x).

Nous tenons à  remercier vivement Y. Colin de Verdière, J . C . Guillot et
B. Heifer pour l'intérêt porté  à  ce travail.

Dans la suite, toute constante ne dépendant que de V(x) et é (x) sera notée C.
On utilisera la notation o.p.d. pour opérateur pseudodifférentiel. Nous ren-

voyons à  [H O ] 2  pour les notions de base des o.p.d..
Dans toute la suite, le produit scalaire sur L 2 (R )  et celui sur L 2 ( T )  seront

notés < > ,  et les normes associées par II

§ 2. Démonstration des résultats

§ 2.1. Les o.p.d. sur le tore et la racine carrée de H .  Si P  est un  o.p.d.
sur R",

Pf(x)= (2n )  e i4 ( x - Y ) p ( x ,  ) f ( y ) d y c k  , Vf e
T N It")

de symbole p(x, r-périodique en x, p(x — a, 0 = p(x, 0, Va e r, alors P  induit
sur T" u n  o.p.d.. Plus généralement si  O e R", l'o.p.d. de symbole p(x, —  0)
induit sur T " un o.p.d. que nous noterons P°,  plus précisément si f(x )  est une
fonction COE' et r-périodique sur R", alors p(x, D — 0)f(x) est aussi r-périodique.
Le noyau distribution de cet opérateur P ° su r  T" est

KP(x, y) =  E  p(x, y — 0)e i v(x- Y) = (2n) "  E p(x, — 0)e'4(x- Y+a)d  ;
ye ri e F  f R.
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les variables x et y parcourent une cellule élémentaire i f  modélisant r, la cellule
de  Wigner-Seitz par exemple,

:= {z E Rn ; z  = r i e, + • • • + r n en , avec Ti e [—i, 1]} .

L a form ule de com position des o.p.d. est conservée . D e  p lus, s i p(x, est
d'ordre k , alors P

°
 opère continûm ent de l'espace de Sobolev W t ( T )  sur celui

ceci Vt e R .  L a théorie de F loquet m ontre que, si U  est l'isométrie
entre L 2 (W ) e t L 2 (Yr x

(2.1) U(f)(x, (9) = (2n)-
n / 2  1 T n i  1 / 2  

E e i0 (x -c 0 f (x ,

a E

(.1(* désigne la zone de Brillouin, une cellule élémentaire du reseau dual), alors
on a

(2.2) Pf(x) = U - ' [ PU (f )(x ,  O)],V f  e  9°(R").

Nous considérerons une autre classe de symboles. Si p(z, y, est un symbole
d'ordre k  sur (R.)3, i.e. pour tout multi-indices C, y et w, il existe C , ( »  >  0 tel que

e ;arP (z , Y , )1

< = + 1 )1/2, e t s i p(z, y + a, = p(z , y , 0,

V(z, y, e (W) 3 et Va e  ,

alors l'o.p.d., P, défini sur 5" (11") par

Pf(x) = (27 )' ei4("p (x  —  y , y , )f (y )dyck  ,
R2 "

induit un o.p.d., P
°
, sur r  de noyau distribution

K P ° (x, y) = (270' E p(x — y + a, y,
aE R" 

0ei4(x-Y +a)ck

On se place sous les hypothèses du théorème [1.1].

Proposition [2.1]. Sous les hypothèses du théorèm e [1.1], e t  s i  o n  a (1.1'),
(1.18) e t (1.20), alors l'opérateur Q =

(2.3) Q  = IH ( ) 1 1/2 ,

est un o.p.d. d'ordre 1. Plus précisém ent, il ex iste un sym bole q(x , )e  ( T * ( W ) )
qui est r-périodique (en la variable x), et qui vérif ie les propriétés suivantes.

(2.4) q(x, D) est proprement supporté

(2.5) q(x, — — '(2W(x) — le(x)1 2 — V(x)

+11 -

 
2 0 0 2 + 1- 2 a.g -c* (x)))] e S - 2 (T*(R")\ {0}) ,

et pour tout entier N  > 0, il ex iste CN >  0  tel que
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(2.6) 104(6) 1) 2(Q _  q ( x ,  D )) (H 0 ( 6)o l 2 11C N  •

C eci résu lte  du  ca lcu l de  [S E ] de  la  rac ine  carrée  de  Hv ( ), (voir aussi
[HO] 2 ).

Comme pour tout B e *  ,  il existe un opérateur t e  sur L 2 (Tn), de domaine
W l (T"), tel que

(2.7) Qf(x ) = U' [VU ( f )(x, û ) ] ,V f  e  1 4 7 1 (Rn) ,

on a forcement

(2.8) Q° = H° 1/2

On écrira que q(x, E; ‘ , ox, avec qi (x, = tiq i (x, VT > O et V(x, e
T*(R"), 911x, =  I et

(2.8') q0(x, )dx = 0.fT"
On a le résultat de perturbation suivant.

Proposition [2 .2 ] . Sous les hypothèses du théorème [1.1], si T  est un o.p.d.
sur Rn d'ordre-m, avec m E N, tel que T soit auto-adjoint sur L 2 (126 ), alors il existe
une constante CT > 0, ne dépendant que de T, V (x) et -C(x), tel que l'on ait

(2.9) N(2 — 2 - 1 "CT ; N(2; Q° + T 6)

N(2 + 2 - "'"Cr ; Q° ) , V). > 1 et VO e R" .

Preuv e. La F*-periodicité en la variable  û du spectre montre qu'il suffit de
considérer 0  dans d r e .  L'opérateur r( Q ° + i

) m est alors uniformement borné.
Si A ,(0) est une valeur propre de Q° e t  s i  E k est le sous espace propre associé,
alors

11(.26 + T 8 — ).k(0 ))ull = 1 Ak (0 ) + TatQ8 + i r u  ,V u e E, ,

ce qui montre que le nombre des valeurs propres de Q6 +  r  dans l'intervalle

C- 14(0 ) + iL tm t T
°( Q °  + i)tm II + k Ak 14(19) i rm  11T° (128 + i)tm II]

est supérieur ou égal à  la dimension de Ek.

Comme l'opérateur r( Q 6 + T 6 + i )_ " est aussi uniformément borné en 0 e
.Y (*, le même raisonnement, en intervertissant les rôles de Q  e t  Q + T , permet
de conclure.

La Proposition [2.2] permet de supposer que q(x, 0 s i 11 < C  et que

(2.9') Qf(x) = q(x, D)f(x) + Tf(x) , Vf e 1,11 1 (R") ,

avec T  qui est un o.p.d. d'ordre  — N ,  (on supposera N > n).
Comme q(x, est F-périodique, pour tout a e F et pour tout 0 e R", on a

ew ( x- a)(exp[itq(x, D)]f)(x — a) = (exp[itq(x, D —  0)]r)(x) ,
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f (x )  =  e ie(x-ay(x  _  a );avec on vérifie alors facilement que l'on a

U(exp [itg(x, D)] f )(x, 0) = exp [itg(x, D — 0)]U (f)(x, 0), Vf e

et donc que

(2.9") U exp (itQ) = exp W O U

(Q9g)(x, 0) = q(x, D — 0)g ° , si g9 (x) = g(x, O), V x  e T .

§ 2.2. Construction de l'opérateur d'évolution sur  W . O n construit, com m e
dans [HO ] 1 , exp (it Q )  comme un opérateur Fourier intégral, de phase

(2.10) iPt(x, Y, = — Y) + t

exp (itQ)f(x) = (S,)'f(x) = (27 )' ei't S(t, y ,  )f(y)dyck .

fC om m e Q(S f(x) = (2n ) el '4)q(x, )s(t, y ,  )f(y)dyck, e n  fa isa n t u n
R i.

développement de Taylor de q (x , ), en  x  et au  poin t y  — t/IJ, on peut écrire
Q(S,) " comme un Fourier intégral de phase P., et d'amplitude fonction de (t, y ,  ),
ceci modulo un opérateur régularisant.

Pour résoudre aisém ent les équations de transport donnant l'am plitude
s(t, y ,  ), on doit l'écrire sous la forme suivante,

(2.10') s(t, Y , ) = e i w `(''' 4)P(t, y ,  )

avec VI,1(y , )  =  f  qo (y — -t- , )ctr, (4  =  ) .
0 1

Soit alors l i , la nouvelle phase

(2 .10") 0 1(x, = Wi(x, Y, + Wri (Y, = Y, + t t4, 4) ,
(on  a  u tilisé  le  fa it que  V1 (y, =  g l ( y ,  V2 e R ) .  Il est facile de voir que
la fonction PID(y, z, n) est indéfiniment dérivable sur R3 n , et que, pour tout multi-
indice a, (  e t 6, il existe COE, "  tel que

(2.10") laylaR„Jqe(y, z, , v(y, z, q) G R 3
"  .

Pour tout entier N  fixé, on peut écrire

(2.11) exp (itQ) = +  ( f t exp (i(t — T )Q )(R )N T ) + exp (itQ)R °  ,

(P1) 1"  e t  (R , ) ' '  sont des opérateurs Fourier intégraux de phase 0,(x, y, et
d'amplitude p(t, y, 0  e t r(t, x — y, y, qui ont leur support en la variable  c q u i
évite un voisinage fixe de l'origine, et R°  e s t  u n  o.p.d. indépendant de t, de
symbole r a(x, F-périodique e n  x  e t r° (x, e  S- "(T * (R ")) avec N > n,



(2.12) (P,)',f(x) = (27r)- "

et

(2.12') ( R ) f ( x) = (2/ )'

e't(x•Y'4)p(t, y , )f (y )dycl , Vf e Y(12'1) ,

el't(".4)r(t, x — y, y, )f(y)dyck , Vf e
R2n

L'opérateur de Schrödinger périodique 1079

Le symbole p(t, y, s'écrit sous la forme

N-1
(2.13) PO, Y, =  E •i=o

Pour tout j, pour tout multi-indice co, 6 e t C, et pour tout entier i e t k, il existe
e t  C ( 0 , 6, , i , k e R, ne dépendant que de co, 6, C, i e t k , tel que l'on ait

(2.14) 4q)0y60,kp_i(t, y, e)I c..p.i.k<t>(3 +1 "1- k'<e> - j - la>1- 1,

et

+ - k l < > - 1 ‘1(2.14') lOpYraMatkr(t, z, y, )1 C >[3N

(p  = <t> = (1t1 2 1 ) 1 1 2  e t  [d],_ est égal à  d , s i  d ?; 0, et à  0, s i  d < 0).
Remarquons que si 11 > 1 on a

(2.15)0P o ( t ,  Y, = 1

et com pte tenu de (2.5)

(2 .1 5 )i P-1 (t, y, =
 —J Pex90(Y —  r4, + i(04 v1(y, ))(8q0(y —  T4, ))

—

et plus généralement, si

(2 .1 5 )  P-;(t, y ,  ) = i f

q 1 (y— t ) } d t ,

j > 0, on a

j j-1 •Ial1
e 44(Y'° E  q-k(y — T4, )s_ i +k(T, y, ) ± E E

0 k=1 m=1 ial=j-m  Œ.
a"4

et

q_k(y — )s er, y , 01} ,

(2.15) x — y, y, =  E q-k(x — Y + Y, )s-N+k(t, y, )
k=1

N-1 pal 1
+ E E

m=1 lai=N-m
—  ,a E

k=1

[ (..f
— t r - maGA_,

0

X  ()C  —  y + t + t(y —  te), e)dt)s_„,+k(t, Y,



1080 A lain Grigis et Abderemane M ohamed

N-1
avec la convention que q_N (x, =  q ( x ,  —  E q _; (x, et que

j-=0

si (t, y, = eW ( ''' 4 ) pi (t, y,

Les symboles p(t, y, e t  r(t, x, y, auront leur support dans 11 1 > CI.
Pour é tudier le  noyau du reste  de la  form ule donnant exp (itQ,), on est

amené à  étudier le  noyau KR,(x, y) donné par l'intégrale oscillante

(2.16) KR,(x, y) = (2 ) ' r(t, x — y, y,
R"

La formule (2.14') montre que les intégrations par parties en I permettent de
gagner des puissances de plus précisement, si N  est assez grand, pour tout
entier k e t j,  et pour tout multi-indice  4 e t  6, + 16 1 < N/2, il existe C„,.; > 0
tel que

(2.17) le ,K R ,(x ,  y ) l  C <t> 3 " < x  — (<1x —y — ItlY k + <t› - k ),

on a utilisé le fait que

(2.18) f < z o )  +  0 'c l ° )  C < z > - 1 (<1z1 — ItlYk < t y k)  5 VZ E Rn  .
sn-,

D e m êm e pour tout entier m  0, on a

(2.19) (Pt )Nf )(x) = (2n)-" e y,o [ NE1 p  
MO, X  -  Y, Y, 01.1.(Y)aYg ,i=o

ceci pour tout f  E (R"), si x est te l que  .. (x — y) + t 0, pour tout y  dans le
support de f: x — y, y, im[4(x — y) + trn(40)mp_ i (t, y,

§ 2.3. Etude du noyau distribution de l'opérateur d'évolution associé  à  l'opé-
rateur de Floquet.

Lemme [2.3]. L e noy au distribution, K,Q 6 (x, y), de l'opérateur sur /2(T"),
exp (it Q°) est donné par

(2.20) Kte(x, Y) = aE ei e ( x - a - Y ) KtQ(x — a, y ) ,

où K,Q(x, y) est le noyau distribution de l'opérateur Q sur OR") et où x  et y
parcourent la cellule S ' de R" modélisant T".

Preuv e. L a  r-périodicité de q(x, D) montre que

K,Q(x — a, y) = K,Q(x, y + a) , Va e

ce qui permet de voir que
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U exP (itQ)(f)(x , 0) = (27r)- "/2 IT" E em (x - c ° E f KiQ(x — a + b, y)f(y —  May
ae be

= f e i(x- c- Y)K,Q(x — c, y)
c. r ,,r

x  [(2n)" 11 7 11/2 E em (Y -b ).fiY  — bAdY
be

ceci pour tout f  e Se(Rn). L'égalité (2.20) résulte alors de (2.1) et de (2.9").

Si maintenant g  est une fonction réelle sur R, à. support compact et assez
régulière, pour tout b E r fixé, la moyenne pondérée par e '  de la trace de O n
est donné grâce à  (2.20) par

l i (
*

1
(2.21) L. T r  ( g ( Q

9
) ) ( 1 0  =  ( 2 n ) -

nir i ei0b

or*
Tr (g(Qe ))d0 .

1 f

(270—n-1 IT' 0 ( t ) K ,Q ( x  —  b ,  x ) d td x
Jr JR

On va étudier K,Q(x — b, y) pour x et y e .Y( et b appartenant à un borné. Il
s'agit donc d'étudier K,Q(x, y), pour x et y E Br ° , pour un ro > 0 donné, on a noté

(2.22) Br := 1z e 12"; I z  <  ,  s i  r > 0 .

Soit xo e C (R"), supp (x0 ) c B2r 0  e t  x0 (x) = 1, Vx E Bro .

Lemme [2 .4 ] . Le noyau distribution de xo  exp (itQ)x o  est donné par

(2.23) Xo(x)K(Pt)Nx, Y )X0(Y) + Xo(x)Kg/f(x,

où KCP,Nx, y), Kgl,(x, y) et K.9e(x, y) désignent les noyaux distributions des opé-

rateurs(13 , , M t = exp (i(t — r)Q)(12,)°'dt et = exp (itQ)R ° ,  (A„ (R )o,

et R °  étant ceux  de (2.11).
L e nouyau KR,(x, y) est continu en (t, x, y) et il ex iste un entier d o 0 ,  ne

dépendant que de n, une constante C(N), ne dépendant que de N , tel que l'on ait

(2.24) K (x ,  Y ) X o ( Y ) IC ( N ) < t > 3 N + d o ,

et

(2.25) K e x ,  Y)Xo(Y)I C(N)<t>3N ±d0 ,

si e  = (—  + 1 )" 12.e .

L'égalité (2.23) résulte de (2.11). Pour se convaincre de (2.24) e t (2.25), on
remarque que

Ilâtdo w.(R.) CIRQ +  Ongtrx0fIlL2 ( R. )

c o > sup {II R„,,I1L2(R.); t  G —
 1

, Id 1[}

Axo(Y) + xo(x)KAT(x, y)xc(y) ,



mb(A ; — (27 ) '  J, ( t ) e i ( t 1 4 1 - b 4 +  v '( x ' 4) ) p ( t ,  x ,  ) d t d x g(2.29') < C„ .
R R"
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Rk,r est l'opérateur Fourier intégral, d e phase et d'amplitude
(I +  i)kr,(x — y, y, Oz o (y). L'estimation (2.14') montre alors que, si N  est assez
g r a n d , le  n o y a u  d e  R „  vérifie, 11 K R (x ,  Y ) I L 2 ( v . ) C < T > 3" - 3 + ° °, e t donc

RtX0 11W .(R n ) C<T>3N-3+4.
Un raisonnement identique montre que II Xo(R,) *  II Wn(R.) C<T>3N-3+4, ce qui

permet d'établir (2.24). L'estimation (2.25) s'obtient de la m êm e façon, si l'on
re m a rq u e  q u e  — A + 0.12(Q + )'11 L 2( R „) <  C.

Lemme [2.5]. Pour toute fonction g e  C (R ), on a

(2.26)
1 Jre '  Tr (g(Q8))d0 = K[g(Q)R1(x — b, x)dx

,

+ (270- 1 f (OKA i (x — b, x)dxdt
R x.

+ (270- ' 1 e-  b, x, 4)p  jx , ) 0 (t)d td X g
R xJr R "

la troisieme intégrale est oscillante, K[g(Q )R1(x, y ) est le noy au de g(Q)R °  qui
est continu, et KR,(x, y) est le noyau de l'opérateur A , déf ini dans (2.23), Pt étant
le sym bole de (13

1) '  défini dans (2.11).

Le deuxième membre de l'égalité (2.26) trouve son sens dans (2.19) e t (2.24),
et l'égalité (2.26) elle-même est justifiée par (2.21) e t (2.23).

On vérifie facilement que (2.26) s'étend aux fonctions g qui sont telles que
<r>" - i g(r) e t 0(t)<t>3 N + d 0 soient dans L 1 (18).

§2.4. Comportement asymptotique de M 6 ().; Q). Soit alors 2 »  1, et soit g,
la fonction caractéristique de ]0, AL

(2.27) = 1, s i 0 < T , et g ( t )  = 0 autrement,

on a

(2.28) 0,1(0 = — 1) .

Lemme [2.6]. Pour tout b E 1", il ex iste une constante C,„ ne dépendant que
de b et V , telle que l'on ait

1
(2.29) A/ 1,(A; Q) = ebN(A; Od0

qui vérifie, pour tout 2 >  1, on a

Preuv e . Soit x i (t) une fonction de troncature sur R, paire, égale à  1
su r [— Cb , Cb ]  et à  support dans [ - 2C,,, 2Cb ], Ch = 1  ±  1 1 ,1 . On écrit que
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(2.30) g A (Q ) = g(Q) + if (Q — A) — if (Q) ,

où les transformées de Fourier de f ( t )  et g ( t )  sont données par
0 - L it 1

=f ( t ) 1 - Xi1t)e t g  (t) = x l (t)0 A (t) = x 1 (t) -  .

M ais on a

(2.30') f(T ) =  f
°
(t) +  f (t)

avec f  °(r) =  x i(t) f(r )  qui vérifie

(2.31) f °  e C,T (R) ,

et pour tout entier k >  0  on a

(2.31') f l (t) = (_ i t )_kr
,

Li xi(2T)]f 
k  ( t )

dk

la transformée de Fourier de f  ,k )  étant f "(0 —
dtk

(1 — X 1(0)
t ) •

Les propriétés (2.31) e t  (2.31') e t  l'ellipticité d e  Q  montrent aisément que
f(Q ) est à  noyau continu et borné,

(2.32) 1 Kf(Q)(x, .01 C,V x  et y e R .

D e plus, pour tout entier k > 0 , on peut écrire que

(2.33) f (Q  —  = f ° (Q — + X ,k(Q — f , k ( Q  _  / 1 )

OùX 1 , k ( T )  = — X1(2 t)] •

Il est clair que, grâce  à  (2.24) e t  (2.25), on a

Kg?(Q)(x — b, x) + Kf ° (Q — A)(x — b, x)

J_ (27
)
- n - 1 [00(t ) .+ e- iV ° (t)]p(t, x, )e i(t141-1'4 + 4 ( x' ))dtd

R x IV

(270- 1  f  [M (t )  +  e-  il  ° (t)][KM,(x — b, x) + K.e(x — b, x)]dt
R

,'.., c , VX e Y  .

(0,1 (x ,  )  est celui défini dans (2.10')).
On remarque maintenant que, si l'entier k est choisi assez grand, (2.23)-(2.25)

montrent que

K[xi,k(Q — A)f "(Q — A)](x — b, x)

_ (2n )
R  x  R "  

e-  i m ik(t) f  "(t)p (t, x , )e i(t141-194 + (x•4)) dtck,

c,V x  e

(2.34)

(2.34')
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Comme on a

C .

(il suffit d 'in tégrer par partie  à  l 'a id e  d e  (t10 - 1 C 4 pour se convaincre), les
estimations (2.32), (2.34) e t (2.34') prouvent (2.29'), ceci compte tenu de (2.30) et
de  (2.33).

Lemme [2.7 ] .  S o i t  p_ i (t, un sy m bole dans C (R  x R'") tel que, pour
tout entier i et k et pour tout multi-indice co et il ex iste Ci . k,c o , c >  0, ne dépendant
que de i, k , co  e t  C, de façon a ce que l'on ait

(2.35) atke . x,

avec p =
S 'il ex iste C > 0, assez  grand, tel que

(2.36) supp (P -i) {(t, x, e R x R 2 "; CI

alors, si b 0, on a

R x it"J 1(t)p(t, x, )e.i0141 - b4+01(x.40ddt

(2.37) x, 04,1(t)ddt C b (Agn — 1 ) /2) — + 1) ;

   

Ch étant une constante > 0  ne dépendant que de b.

Preuv e . Comme I ap (Mx — b, x, = It — b ,  le  théorèm e de la phase non
stationnaire perm et de négliger ce qui se passe quand I ti Ib l  +  1 .  O n peut
donc supposer que

supp (p_ i (t, x, ) ) {(t, e R2 n + 1  ;I C  e t  It I bl + .

On fait un développem ent de Taylor en t ,  au voisinage de t = 1), à  l 'o rd re  n
de s_ i (t, x, =  e it ° ( x'̀ " p _ i (t, x, Par des intégrations par partie, on remplace
les puissances de (t — be), (t —1,4)", p a r  (iap )"  appliqué à  l'am p litude . O n  est
donc ramené  à  considérer le cas où s_.;  est indépendant de t ,  d'où à  étudier

(2.38)p ,  A ( x )  : = e -iNg 2 (1 1)e 1bib0cx,k4,4)
p _i (x , Ock .

Rn

Dans l'intégrale de (2.38), on fait des intégrations par partie  à  l'a ide de i 1,1 - 2 b04

jusque à  ob ten ir un  6(1), la formule de Green donne alors des intégrales sur la
sphère { ;  A}, ce qui nous ramène  à  étudier

(2.38') p' ." (x )=  An- 1 e - '4 e i b 4 4 '° ( ''''4 " 2, .
sn-i

S ur S a ', la  phase - b  a  deux points critiques, 6 e t  -6, et elle est non
dégénérée en ces deux points, le hessien est défini-positif en 6 et défini-négatif
e n  -6, par conséquent le théorème de la phase stationnaire montre que
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p l  a(x) (,î» +  .0 1 2 )

ce qui permet de conclure quand b O.

Lemme [2 .8 ] . S i p_i (t, x, est comme dans le lemme (2.7) e t si p_i (t, x,
s'annule à l'ordre k 1 en t = 0,

qp_ ; (0, x, =  0  , si p < k ,

alors on a

JR x11̂

Preuv e. On suit la démonstration du lemme (2.7), on est ramené au cas où
p_i  est à  support dans {(t, x, ); t  < 2}. L'hypothèse (2.36), (2.10") e t  (2.10" )
perm ettent de faire le changem ent de variable 11 +  P ° (x, t4, 4), et de  se
ramener à 0 1(x, x, = x, =  t I ceci modulo l'addition  à  p_i  d 'un autre
symbole vérifiant les mêmes propriétés.

O n rem arque que t' l p_i (t, x, vérifie les mêmes propriétés avec k = 1,
ce qui permet, grâce  à  des intégrations par partie  à  l 'a id e  d e  Op ,  k — 1 fois,
(p = 1  I), de se ram ener au cas où j  est égal à  j +  k - 1  e t  k à  1. Enfin on
se ramène à  k = 0 e t (e't  —  1) à  la  place de 0,1(4

La phase en (t, t I n'a pas de point critique sur le support de l'amplitude,
(on a  u tilisé  (2.36)). L es points critiques de la  phase en  (t, t — tA, sont
dans {(t, ); I =  2  e t  t = 01, comme

fR" [(I _ 2)2 ± W C ±  1 ) - - i - k + l g  = (9(An - j - k)

on déduit facilement (2.39).

§ 2 .5 . Démonstration du théorème [1 .1 ] . La proposition [2.6] montre que

4 Mn - 1

M0(2; Q) = (27r)
- n -1  f 0 A(t) e itgl (1 Ve(x, t ,

R x . 1 r x R . 11 )

X  p(t, x, +  4 0 (x, t4, 4))dxg + &(1),q u a n d  A —> +co .

Un développement de Taylor en t et des intégrations par parties à l'aide de ap ,
(P = 10 ,  permettent de voir que

M0(1; Q) = + O(1) , quand A  +co ,
i=0

ao  = c„, et comme P° (x, t4, 4) est à  moyenne nulle sur .Y( et que p_1 (0, x, =  0 ,
on trouve que a l  =  0 . Le développement asymptotique de M 0 (2; Q) et les propo-
sitions [2.1] e t  [2.2] prouvent (1.11) e t (1.12).

Démontrons maintenant (1.13). Soit b e ['\{0}. I l  r é s u l te  d e  (2.13), (2.14),
(2.15),, (2.29') e t (2.37) que

(2.39) e im x •x .4 )p _ i( t , x, )0 .1.(t)ClU t + k) .
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4,P.; = (27 ) '  J( t ) e " ) `
( x - b , x , 4 1 [ 1

p_ i (t, x, )]cit -dxcg
R xX 'xR "

(V(2(n- 5)/2 ± 1)

La formule de Taylor à  l'ordre un appliquée à  la variable t au point b4 et aux
fonctions einP°( 'A ' 4) et p_ i (t, x, c ) de voir en utilisant (2.37) et sa preuve que

Mb(2 ; Q )= (27)-n-1 J+  p _1 (1)4, x ,  )]dtdxck

0 0 .r -  5 ) / 2  )

(on a utilisé le fait que 4a4[ttpo(x, t4, 4)] = 0), et donc

M b (;  Q) = (27 )-n gA(1 0e-i(174-ke(X,b44,6)[1 x, fldxcgJpx11̂
co A(n- 5)/2)

On intègre par parties en à  l'aide de i 1b1- 2 b04, la formule de Green montre que

(2.40) mb(A;i ( 2 7 )-n2n-1  
ib1 - 2

b 4 e -
iizt.4-bNocx,ba, 4))

x

x [1 + I b1 -213.04(b40° (x, 1)44, 4)) + p _1 (b4, x, ).4)] clxd4
).(n- 5)/2)

Com m e la phase, —) b4, n'a que deux points critiques qui sont non dégénérés,
6 e t  —6, en utilisant la formule précédant (2.40) et en intégrant par parties
l'aide de la variable radiale  I i ,  on a aussi que

(2.40')M b ( ;  Q) = i(27 )- "An- 1 (b4) - t e- i (z b 4 -b 4 0 0 (x,k4,4 ))

orxs.-1

x  x(b4)[1 + p_1 (b4, x, ,14) — iy1-1 (n — 1)(b4) - 1 ] dxd4

+ (9(1 +

où x est une fonction de troncature sur R, égale  à  un dans un voisinage de 1
et de —1, et nulle dans un voisinage de zéro.

Lemme [2 .9 ] .  S i f  E  CNR" \{0}), alors on a

(2.41)
e - i A b l f ( 4 ) e s  =  

1)1)

) 0 - 0 / 2  {

e
-i(A1b1-((n-1)14)n)

x  [ f  + b 1 (zi's f (6 ) — (n — 1 )a f (
6 ) n 2

4
 1  f(6))1

[
i  , , L+  e iG 1 16 1- ((n- 1 )/4 1n) f( — — tZ1

f ,6)
2,11 b I

6J l —  u)

R x.Yr x R"
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+ (n — 1 )4 f (  6) n 2
 4

 1 f (  6))1}

+ (9(1 + (2 b) 3 2 )

est la dérivation suivant le vecteur 6 et 4 '6 est le Laplacien sur l'hyperplan
orthogonal à  .

Pour s'en convaincre, il suffit de voir que la phase  c —0 b4 a seulement deux points
critiques 6 e t  —6, le théorèm e de la phase stationnaire m ontre que, si = (g, t),
avec T = k, alors

Je

-iAby( 4) 4 = x(r1)
[ e

-o.ibitoof,--,
Rn, t(11)

r(0) e i e l t ( 4 )fin,
s._,

t(q))]ch/

+ 0((.11b1)'), ceci Vk e N ,

où t(q) = (1 — 2)h/2 e t  x est une fonction de troncature  à  support dans un petit
voisinage de l'origine et valant 1 près de l'origine.

On fait le changement de variable 11 2 112 (1 + t(q)) - 1 /2 n, en négligeant dans
le Jacobien les termes qui s'annulent à  l'ordre trois à  l'origine, ceci compte tenu
de la phase stationnaire, on obtient que

e- i b 4f (4 )4  = Xo(q) (1 
n + 1

8  I 2)
R._,

x ,e-i , ibito.y(T1(n)n, to(q)) + e iA lb lr°(").f(ri — t0(0)]dri
+ (9(1 + (21b1) - 2 );

o ù  t o (q) = 1 — 11112 12 , T1(0= (1 — II/12 /4) 1/2 e t  xo est une fonction de troncature
comme x. Le théorème de la phase stationnaire permet alors d'avoir (2.41).

Les estimations (2.40') e t  (2.41) prouvent (1.13). Les estimations (1.14) et
(1.15) s'obtiennent facilement en remarquant que la fonction

(Pb(X, =
.Io

1) 

q0(X N T

9b(x, 6) =  b l  E
coe ri;

réseau du dual, de l'hyperplan normal  à  b, ceci si

go(x , =  E  cl0,.()e k "
(oe r*

On se place maintenant dans le cas où b est un m ultiple d'un prem ier. Si
e VO}, alors

= (oi e ; , avec coi  e Z , Sup {lcoi l; j = 1, , n} % ,j=i

vérifie o ù  Fb* = {co e F*;wb = 0 }  est le  sous-
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((el) est la  base  duale  de  la  base  (es )), par conséquent, il existe une constante
CF,  ne dépendant que de r ,  te l que 10 Cr 111b111, Vco e Fb * \{0}.

Par conséquent, comme q0 (x, h) e  C (T )  et que q0 ,0 ( ) = 0, pour tout entier
j ,  il existe c., indépendant de b, te l que  l'on  a it 1 cpb(x, 1)1 <

Ceci prouve, compte tenu de (2.40') et (2.41), que, pour tout entier j,  il existe
Cs te l que l'on  a it

(2.42) I di (B) — 21 <

Si f b (x, = ( b 0 - l e , on vérifie de la même façon que, pour tout entier j ,  il

existe Ci  tel que l'on ait

16 ajb(x, ±) + 11 +1.46fb (x, ± 6)1 Ci  111 br i

par conséquent, compte tenu de (2.40') e t d e  (2.41), on a

(2.42') Mb(22 ; Hy(-6 )) = Tn I (2n I br ( n + 1 ) / 2 2 ( n - 1 ) / 2  

fd i (b, B) sin [A — n(n — 1)/4]

+ CM/1) - 1 4 (h , B) cos [A1b1 — it(n — 1)/4]

I+ iA - i  e- " Ibl - a "- 1 "4 ) n)e 4 b( x '6 )1)-1(1b1, x, 6)dx
y

— iA- 1 e 1"4 ) ' ) 1.  e b P - 1 ( —  lm, x, —6)dx
.;‘,-

+ 0(1 + /V" - 5 2 );

et pour tout entier j ,  il existe q tel que

B) d 2 (b ,  0) C b IL e t d2 (b, 0) = n — 1 + (n2 — 1)/4 .

Soient cll(b, B) e t  4(b, B ) les constantes suivantes,

dl(b, [P-1(1b1, x, + P-1( - 1b1, x, —b)]clx ,

4(b, B) = Ibl [P-1(1b1, x, — P-1(—Ibl, x, --6)]dx

La propriété (1.1") et (2.5) et (2.15), montrent que dl(b, B) et d'Ab, B) ne dépendent
que de b e t  B(x) et que, pour tout entier j ,  il existe C;  te l que

Id2(b, — 4(b, — di(b, B)I

et 1d3 (b, B, V) — dY(b, C;1111,11111 + 1117  11L-(R))

ce qui établit (1.15) grâce à (2.42'). De plus la propriété (1.18) permet de voir que

dl(b, B) = i1b1 [le(x)12 — (6-6(x))2 ]dx

ce qui complète la preuve de (1.14).
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(

§2.6. Démonstration du théorème [1 .2 ]. S i  n - 1 0 4 N , o n  rem arq u e
Ir

s in  s +  -
2  

+  s in  2 s  + lr-
2  

..>:- 1, Vs e R, et si n - 1 E 4N, on remarque que, pour

ou t a 0, a e R, il existe E > 0, te l que , e t pour tou t z e C,

(1  +  f
s )

 sin (s) + c o s  ( s )  +  ( 1  +  —z ) sin (2s) + —a  cos (2s)
2s 2s

Ca /5 , vs >  + 2 lz 1

   

%

En prenant dans (1.13) b  puis 2b, on en déduit, compte tenu de (1.14), que
si b  est premier et assez grand, il existe  p  p„(b, B )> 0 , ne dépendant que de
n , b  e t B , tel que

(2.43) I Mb(A2 ; Hv ( c. ))1 + M2b( 2 2 ; Hv ( ))I % 2 Pne n)V A »   1  +  b ,

(5(n) étant celui de (1.16).
On écrit que,

(2 7 )—n eibO [N W ; H M )  A40(22; Hv (F))]cle = 0

et, grâce à  (1.13), (1.14) et à  (2.43), on trouve qu'il existe b e r  tel que

(270—n mil em [N (A 2; H v e )) _  mo , , 2kit ; H v O n d 0  ?„. pn p(n) (.9(A(n - 5)/ 2) ,

Jrt

cec V A »  1. On en déduit alors facilement (1.16).

§2.7. Démonstration du corollaire [1 .3 ]. Q uand V  est C ',  (1.17) résulte de
(1.16).

S i V e (R n) et vérifie (1.1) et (1.1"), pour tout e > 0, il existe un potentiel
V, e C(R"; R), vérifiant (1.1), (1.1") et

(2.44) V(x) - 1'c(x)111,-(R.)

Soit e > 0 assez petit et soit Ve com m e ci-dessus. Pour tout A  > 1, on a d'après
le principe du mini-max,

(2.45) Nmax(P; H ( )) % Nma.(A2 -  E; Hv ( )) •

(2.45') Nrnin(A2; H ( )) Nmin(A2 ± g; H V A ) ,

et

(2.45") M 0(A 2  e; IIV(e)) M 0 (A 2 ; H V fé)) M  0 (2 2 e ;  1 4 ( ))

Par conséquent (2.45)-(2.45") montrent que

Armax (22 ; H ( )) -  Nmin(A2 ; Hie) %  N m a,b1 2 ; Hv(e)) - M0(A 2  ; M ( ))

Nmax(A2  - E; Fly g ) )  — A1 0(112 e; H  v  f é))

[Nm ax (A2  - E; J O )  MO(A 2 E ; H v ( ))]

+ [M0(A 2  -  e ; Hie )  — MO(2 2  e ;  v  JO)] •
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(O n a utilisé le fait que M n i n (y; H )  M0(1.1; H )  Nmax(Y; H)).
Comme m0 (22 ; H v g))= Pv,(A)+ O(1), pv ,(A) étant le polynôme dans (1.11),

on déduit aisém ent des théorèm es [1.1] et [1.2] et du fait que n —  1 N  que

Nmax(A2 — e; H v ( )) M () 2e ;  H V ( )) % ) )f2 p,, C (Ve)(A(n —  5 )1 2  ± 1)

et que

m0(2 2  + e; Hv ( )) M o W  e; Hv ( )) n e a 0 ( 0 ) 2 "
-

2
 C ( V E ) ( A n - 3 4 -  1)

où C(I7,) est une constante ne dépendant que de K.

Comme n — 2 (n — 1)/2 , si n ‘. 3 ,

on conclut en prenant  e  assez petit que l'on a encore, si 2  n 3,

Nmax(A2 ; Hv(e)) — Ninin(A2 ; li v (e)) 2(n — 1 )/ 2 p n e ( 1 )

§3. Le cas de l'opérateur de Dirac

§3.1. Enoncé des résultats. O n considère l'opérateur de D irac Iwo sur
= L 2 (R"; C2 "),

r1 A * ( D  — F(x))1( 3.1) Pv Cc+
[ AD :"-e*(x))

+ v ( x )1 2 .

(1 , désigne la m atrice identité d'ordre k ), le potentiel électrique V(x) et celui
magnétique Z'(x) sont supposés réels, 1-périodiques et

L'opérateur A (D) est un système m x m elliptique, homogène d'ordre 1 et
vérifiant

(3.2) A *(D)A (D)= — A  .

On s'intéressera plus particulièrement aux cas suivants:

n = 3 avec m = 2 et A (D) = A *(D)= o -D =
2n = 2 avec m = 1 et Po = 2.,)=1 0 )Di

Les matrices o; sont celles bien connues de Pauli,

1- 0 0 [1 0
L1 0

].
=0-2 = [ et

0  — 1 ]0

Il est bien connu que pv ( e) est essentiellement auto-adjoint sur X°. Avec comme
domaine l'espace de Sobolev d'ordre 1, g / 1( R n; C2rnx ,) l'opérateur Pv (

-e )  est auto-
adjoint. Le spectre de pv ( e) est constitué de l'union des spectres des opérateurs
de Floquet:

(3 .3 ) sP (P (!)) = sP ( P ( ) ) , ( l e  p a r a m è t r e  0  parcourant W ),

o ù  we) est l'opéra teu r d iffé ren tie l dé fin i su r le  to re  T", auto-adjoint sur
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L 2 (T"; C 2 m), de domaine W  (Tn; C 2 m ), et défini com m e Pv (e )  en remplaçant
A(D — -e(x)) p a r A(D — B —

L e spectre  de P (-e )  est constitué d'une suite de valeurs propres, chacune
é tan t rép é tée  au tan t d e  fo is  q u e  sa  m u ltip lic ité :  sp  (P ( )) =  {4(0); k e Z*1,
av ec  _k_ 1 (0) L k ( 0 )  <  0 4 (0 ) Ak + 1 (0), si k > O.

P o u r  to u t k E Z *, on  considère  a lo rs  la  bande  bk q u i e s t  l 'im a g e  d e  la
fonction ). k (0),

(3.4) sp (P v(e)) =  U  bke t bk = U Ak(e) = N-] •
ke Z*

Il est facile de voir que, dans le cas de l'opérateur de Dirac classique quand
n = 3, les bandes b 2 k _i  e t  b 2 k  se touchent ainsi que les bandes b_ 2 „, 1 e t b _ 2 k ,
s i  k > 0. La conjecture de Bethe-Som m erfeld pour l'opérateur de D irac peut
être formulée ainsi: il existe un réel c > 0  tel que ] — Go, — c] e t  [c, +oo[ soient
inclus dans le spectre de P, c'est à dire qu'il existe un entier kc, > 0 tel que l'on ait

{bk+i .... b: , Vk > k o  , et
bik--1 b--+ k, Vk > k 0 . 

Pour tout opérateur G  et pour tout A  > 0, on définit N IA ; G) e t  N - (À; G)
le rang de la projection spectrale de G sur ]0, A [ et, respectivement, sur ] — A, 0[,
si le spectre de G sur [—  A, A] est purement ponctuel. L'entier N + (2; G) est le
nom bre des valeurs propres de G  dans ]0, A [ e t  N -  (À; G) celui dans ] — A, 0[.
Soient alors N4a,P.; P (-e)) e t  N, 1 (2; P (-e)) définis comme dans (1.6),

(3.6) Na„(A ; P( -e)) := Max {1V±(.1; P (-e)); 0 E Rn}

et

(3.6') Vin(.1; P ( ) )  := min {N±(A ; Pee); 0 e Rn} .

Théorème [3 .1 ] . Sous les hypothèses du théorèm e [1 .1] e t  (3.1) e t  (3.2), il
ex iste une constante p„ > 0 , ne dépendant que de n  e t  d e  F , et une constante
C(B ), ne dépendant que de V  et du cham p m agnétique B , telles que, si n >  1,
on ait

(3.7) N IJA ; Pv(e)) — N„t n (A; Pv ( )) > p).(") — cv (B)(i + ).u1- 5 )12 )

ceci V.1 » 1, 5(n) étant celui de (1.16).

Corollaire [3 .2 ] . Sous les hypothèses du théorème [3.1], il existe A  > 0 tel que

(3.8) ] —oo, —A [ U [A , +cc[ c sp owen .

§ 3.2. Démonstration du théorème [3 .1 ] . On notera OPSi(Rn; C k )  le s  opé-
rateurs surL 2 (R"; Ck )  qui sont des o.p.d. d'ordre j.

On se place dans le cas où (1.1") est vérifié et, par un changement de jauge,
dans le cas où (1.18) et (1.20) le sont aussi.

(3.5)
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Remarquons que les opérateurs A±(-C),

(3.9) A+(-e) = A (D — ve(x)) et A - (e) = A*(D — Z.(x)) ,

définis sur L2 (R"; Cm), avec comme domaine commun l'espace de Sobolev d'ordre
u n  Wl (R"; Cm), sont adjoints l'un de l'autre:

(3.10) [A+(-C)]* = A - (e) et [ A I N *  = A + W) .

Si les A , j = 1, n, sont le  n  matrices m x m, unitaires et telles que

(3.11) A(D) =
= 1

on a alors

(3.11') AfAk + A :A ;  = A A :  +  Ak A r = 245; ,k 1„,

et

(3.12) A ( )  A )ce) = Ho ol,„ + T + (B) et A+(Z')A - (e) = H0 (-C)1. + T (B ),
n  j - 1

avec T ± (B) = — E  E  [Di ck (x)— DkCi(X)]A7Ak
j=2 k=1

n  j - 1

et T ( B )  = —  E E [Di ck (x)— Dk ci (x)]A i A t,
j=2 k=1

(110 (-e) est celui de (1.4)).

Lemme [3.3]. H existe un opérateur unitaire U sur X °, qui est un o.p.d.
d'ordre un et qui est une transformation de Foldy-Wouthuysen, i.e. tel que l'on ait

(3.13) U*Pc,(e)U =  [ 1 2 4 - ( F ) 1 m

0 — Q - W)1.1

avec Q±(é") = [1 + H + cen 112 , et H + (e)= A - (e)A + (e) = A*(D — F(x))A(D — e(x)) et
H - W) = A+ ce)A -  ce) = A(D — è (x))A*(D - -e(x)).

Preuv e. Dans la suite, on omettra la référence  à  .  Soient g().) et f (2) les
fonctions réelles suivantes définies sur ] —1, +cc[,

g (A) = 1 I 2 [1 ( A +  0-1/2]1/2 et f ( 2) _  2 -112w  +  1 ) + ( 2 + 1 ) 112] -112 5

o n  a  g 2  (A) + . f 2 ( ' . )  =  1.
P our tou t z E C A O , + a l, e t p o u r  to u t k e N , on a

(3.14) A + (H +  — z1„,) - 1  = (H -  — z1,„) - 1 A +

et

(3.14') A -  (H -  — z1„,) - 1  = (H + — •

L ' égalité (3.14) perm et de voir que l'on a
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(3.15) A tf(H+) = f (H )A 1e t A + g(H+ ) = g(H - )A +

de même celle (3.14') m ontre que l'on a

(3.15') A-f(11- ) = f(11 + )A - e t A -  g(H - ) = g(I1 + )A -  .

Soit alors U  l'opérateur continu sur l e ,

[ g (H ) — A - f (H - )1
(3.16) U = ef (11 ± ) g (H ) •

Les égalités (3.15) et (3.15') montrent que U est unitaire, U*U = 1 2 m , et le calcul
de [SE] m ontre que U est un  o.p.d. d'ordre 1 et on peut vérifier aisément qu'il
est à  sym bole r-périodique.

Comme g 2 )  + 24(2)..f (A) A f 2w +  A)112

et que g2 (A) — 2g (A) f(2) —  2 (A) = 0 ,

on vérifie facilement en utilisant (3.15) e t (3.15') que  l'on  a  (3.13).

Lemme [3.4]. Pour tout entier N 0, il ex iste un opérateur unitaire UN sur
qui est un o.p.d., tel que l'on ait

(3.17) U M ()U N °L 0 - Q l v c c d + N)

avec L ( - C ,  V , N )  = [
L i i (e, V, N) L i 2 (F, V, N)1
L2 1 (F, V, N) L 2 2 W, V , Nd

les L ig ,  V, N) étant des systèmes m x  m d'o.p.d. à  symbole r - périodique vérifiant

(3.18) L i g ,  V, N) E OPS -
1 (Rn; Cm), Lig, V, N )e 0PS -

1
-

N (R"; C m ) s i i j ,

i  e t j e {1, 2},  le  sym bole  principal de  L e, V, N ) étant à  moyenne nulle sur le
tore T . ( S i  W(x) est un potentiel, on a noté Q4 ( ') l'opérateur Q±(-e) + W (x)1).

Preuv e . On fait une récurrence sur N. Pour N  = 0, il est facile de voir
que la transformation de Foldy-Wouthuysen U du lemme [3.3] convient, U0  =  U.
Si N c  N  e t  s i  U , est un  o.p.d. unitaire sur e ' tel les propriétes (3.17) e t (3.18)
soient vérifiées, on écrit alors que

(3.19) Ukk Pv (F)UN  = [ E  M *

F

]

LM  — 

o ù  E e t  F sont des opérateurs auto-adjoints sur OR"; Cm) de même domaine
tels que E + F, avec le domaine commun, soit autoadjoint. L'opérateur M  est
continu. C om m e E e t F sont des o.p.d. elliptiques de symbole principal 111„„
il existe des opérateurs auto-adjoints T , e t  TF E  OPS'(R"; Cm), tels que E + TF
e t  F + T F  soient positifs, on peut supposer plus précisém ent que, (m odulo
OPS'(R"; Cm)), on a
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(3.20) E> 1 et F >  1.

Les opérateurs  G ±  suivants sont alors bien définis,

(3.21) G =  2[E + F + [(E  + F) 2 + 4M*M]h/2 ] ,

(3.21') G =  2[E + F + [(E  + F) 2 + 4MM*]h12 ] ' ,

ainsi que les opérateurs
 J ±

 suivants,

(3.22) J =  [1 m +  G +M *M G +]I 2
,

(3.22') J =  [1 +  G M M * G ] 2
.

Soit W  l'opérateur défini sur °  de la  façon suivante,

(3.23) W = [
_ M * G J 1

L

on a w*w = [1;
] ,

 avec R =  J ( M G  -  G M ) J .

Comme les
 J ±

 son t  des o.p.d. d'ordre zéro  et que les  G ±  sont d 'ordre  -  1
et o n t le  même symbole  principal, R e s t  u n  o.p.d. d 'ordre  — N  -  2. G r â c e  à
(3.20), la norm e  d e  R e s t  < 1 , par  conséquent UN +l = W [W * W ]'/ 2  est bien
défini et c'est o.p.d. unitaire qui vérifie

(3.24) UN+l - W e OPS 2 (R ; C 2 m).

On vérifie facilement que

[E  M * l [ E '  CU *  I I —I
N +l[M  — F ]  N + l [ C  — F '

avec CE  OPS '(R ;  C t m ) , E  -  E ' e t F -  F' so n t d an s  OPS '(W ;  Ctm); comme
les symboles principaux d e  E, F, des G ±  e t d e s  

J ±
 ne dépendent pas de la

variable d'espace x, on  vérifie facilement que les symboles principaux  d e  E -  E'
et de F -  F' sont à  moyenne nulle sur  le tore.

Démonstration du théorème [3 .1 ]. On choisit N  assez grand dans le  lemme
[3.4]. La construction de  l'opérateur d'évolution  du paragraphe §2 marche  en-
core, pour les systèmes m x m elliptiques Q± avec

= Q ) + L 1 1 (, V, N) et Q =  Q I ( )  -  L 2 (, V , N ),

car leur symbole principal est I 1 m . D e plus, leur symbole sous-principal, qu i
e s t  ic i q (x , )  = [V (x )  -  I I 1 ( (x))] 1 , est, grâce  à (1.1"), (1.20) et (1.22), à
intégrale nulle sur le tore T; de même le symbole d'ordre -  1, q 1 (x , ), vérifie

Jqi- (x ,  ) d x  =  
JTn

 [1 + 2  +

Par conséquent les estimations de M b ; Q) du paragraphe  § 2 sont encore valables,
avec Q = Q±, et on a en  particulier on a

M G JJ I '
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(3.25) /1/10(A; Q±) = aj + (9(1),q u a n d  A +oo ,
i=0

(avec 4, = nic„„ c„, est la constante de Weyl classique et 4 . = 0), et si b e rvo}
est fixé on a l'équivalent de (1.13),

(3.26) 1A/ /,( ).; Q±) — rn (2,n1b1)-
( n + 1 2 2 0  - 1 1 / 2  

{d , (b, B) sin [A lbi —

+ (Alb1) - 1 d2 (b, B) cos [Albl — ir(n — 1)/4]

+ (21b1) - 1 d 3 (b, B, V) sin [A b l — 7E(n — 1)14]}1

Cv (B, b)(1 ,1,(.-5)12 )  5

ceci Vb e /MOI et VA.» 1 , Cv (B, b) étant comme dans (1.13) ainsi que les di (b, B)
et d3 (b, B, V ), ces derniers satisfont (1.14) et (1.15).

Mais (3.18) et une estimation du type (2.9) montrent que

(3.27) N ( 1  — CN A- ';  ( Q ± ) 0 ) N ± (À ; recen N ( 2  +  C N A';  ( Q ± ) ° )

ceci VO e ..e* et VA.> 1 , CN étant une constante >0  ne dépendant que de V, B
et N .  Le théorème [3.1] résulte alors aisément de (3.25)-(3.27) avec N  (n  + 5)72.

Remarque [3.5 ] .  L e  th é o rè m e  [3 .1 ] et son corollaire sont valables pour
l'opérateur de Dirac à. masse nulle P ( -C) = P(Z ) — [ e -

En effet la démonstration marche encore si on perturbe P,9(e) par un o.p.d.
R  d'ordre — N  de façon à ce que la transformation de Foldy-Wouthuysen soit
bien définie, N  étant supposé > 0  et assez grand. On prend

R  = far - (0)(fi + 12.) + fur no -12.) ,
avec fi' = P(Z) —  P ( ) et f (t) = (t + 1)- N12 .
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