MODULARE UNTERGRUPPEN ENDLICHER GRUPPEN

VON
Roranp ScHMIDT

Einleitung

Die Untergruppe M der Gruppe G heilit modular in G, wenn M mit jeder Un-
tergruppe von @ ein modulares Paar von Untergruppen von @ bildet (s. [8],
S.7), d.h. wenn gilt:

(UuM)nV =Uu(MnV) firalle U, VC G mit UCV
und

(UuM)aV = (UnV)uM firalle U, VC G mit M CV.

Bekanntlich (s. [8], Th. 5, S. 5) ist ein Quasinormalteiler, also eine Un-
tergruppe, die mit jeder Untergruppe von G vertauschbar ist, modular in G.
Dafl die Umkehrung nicht gilt, zeigt etwa das Beispiel der nichtabelschen
Gruppe der Ordnung 6, in der die 2-Sylowgruppen zwar modular, aber nicht
quasinormal sind. Die modularen Untergruppen sind also eine echte Verall-
gemeinerung der Quasinormalteiler, die ihrerseits eine Verallgemeinerung der
Normalteiler darstellen.

Ziel unserer Arbeit ist es, zu zeigen, dafl in endlichen Gruppen die modularen
Untergruppen ziemlich nahe daran sind, Normalteiler zu sein. Genauer: wir
wollen zeigen, dafl die Struktur der Faktorgruppe des minimalen 3/ enthal-
tenden Normalteilers 3/ ¢ von ¢ nach dem maximalen in M enthaltenen Nor-
malteiler M von G und die Struktur der von @ in M ¢/M ¢ induzierten Auto-
morphismengruppe recht stark eingeschrinkt sind, wenn M modular in G
ist. Wir erhalten die folgenden Ergebnisse:

Set M modular in der endlichen Gruppe G. Dann gili:

(a) M/M ¢ ist nilpotent (§5, Satz 2),

(b) MC/Mg ist uiberauflosbar (§5, Satz 4) und

(¢) G/Ce(MC®/Mg), d.h. die von G in M®/Mq induzierte Automorphsi-
mengruppe, st auflisbar der Nilpotenzlinge < 3 (§6, Satz 5).

Die Aussage (a) ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von Ito und Szép
iitber Quasinormalteiler (s. [6], Satz 1, S. 168). Die Aussage (b) kann im
Falle, daB M quasinormal in @ ist, verschirft werden zu: M °¢/Mg ist nil-
potent (85, Satz 3). FEine unmittelbare Folge von (a) und (e¢) ist, dafl eine
modulare Untergruppe einer perfekten Gruppe sowie eine perfekte modulare
Untergruppe einer beliebigen endlichen Gruppe Normalteiler sind (§6,
Korollar zu Satz 5). Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung eines Satzes
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von Kegel iiber Quasinormalteiler (s. [7], Satz 3, S. 211). Es ist ein Beispiel
dafiir, dafl aus der Modularitéit einer Untergruppe unter geeigneten Zusatz-
voraussetzungen ihre Normalitit folgen kann.

Haupthilfsmittel beim Beweis dieser Séitze sind Ergebnisse iiber modulare
Untergruppen M endlicher Gruppen G mit Primzahlpotenzindex bzw. mit
Ketten als Faktorverband [G/M], die vielleicht auch von unabhingigem
Interesse sind:

(d) Ist [G:M] = p" (p Primzahl), so ist (/Mg entweder eine p-Gruppe
oder eine P-Gruppe (s. §1) der Ordnung p"q, ¢ Primzahl, p > q (§4, Satz 1).

(e) Ist [G/M] eine Kette (d.h. durch Inklusion geordnet), so ist entweder
G/M ¢ eine p-Gruppe oder M maximal in G und o(G/Ms) = pq, p, ¢ Prim-
zahlen (§4, Lemma 3).

Die Bedeutung der modularen Untergruppen liegt darin, dafl ihre Bilder
unter Verbandsisomorphismen wieder modulare Untergruppen sind (wahrend
Normalteiler und Quasinormalteiler i. allg. nicht wieder auf Normalteiler
bzw. Quasinormalteiler abgebildet werden). Insbesondere sind also die Bilder
von Normalteilern unter Verbandsisomorphismen modulare Untergruppen der
Bildgruppe. Unter Benutzung dieser Tatsache lassen sich mit Hilfe unserer
Ergebnisse iiber die modularen Untergruppen endlicher Gruppen eine Reihe
der bekannten Sitze iiber nicht normale Verbandsisomorphismen beweisen—
z. B. [8], II, Prop. 2.11., 2.12., Th. 13, Th. 14, (1) und (3)—; insbesondere
folgt aus (e) sofort, dafl Bilder auflosbarer bzw. perfekter endlicher Gruppen
unter Verbandsisomorphismen wieder auflosbar bzw. perfekt sind (s. [8], II,
Th. 9 und 10).

Der erste Teil dieser Arbeit entstand wihrend eines sechswéchigen Stu-
dienaufenthaltes bei Herrn Prof. Dr. G. Zacher in Padua. Ihm und Herrn
Prof. Dr. R. Baer, der die Arbeit anregte, mochte ich fiir ihre wertvollen
Ratschlige und Hinweise sehr herzlich danken.

1. Bezeichnungen und Vorbemerkungen

Wir betrachten nur endliche Gruppen; “Gruppe” bedeutet also immer
endliche Gruppe.

Wir werden die folgenden mehr oder weniger iiblichen Bezeichnungen stets
beniitzen und stellen sie hier deshalb zum Nachschlagen zusammen.

Seil G eine Gruppe, U and V Untergruppen von G (U, V C @), W ein
Normalteiler von V, ¢ ein Element von G (g € G) und p eine Primzahl. Dann
bezeichnen wir mit

o(@) die Ordnung von G,

(@) die Frattiniuntergruppe von ¢ (=Durchschnitt aller maxi-
malen Untergruppen von @),

V(GF) den Untergruppenverband von G,

U, (@) den minimalen Normalteiler mit p-Faktorgruppe von G,
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[G:U] den Index von U in @,

[G/U] den Verband aller X ¢ O(G) mit U C X C G,

UuV die minimale U und V enthaltende Untergruppe von @,
UnV den Durchschnitt von U und V,

uv die Menge aller uv mit w e U und ve V,

U’ die Menge aller g 'ug mit u e U,

U¢ die normale Hiille von U in G (= U,.c U®), d.h. den minimalen
U enthaltenden Normalteiler von @,

Ug das Herz von U in G (= N, U%), d.h. den maximalen in U

enthaltenen Normalteiler von G,
Ne(U) den Normalisator von U in G,
Cu(V/W) den Zentralisator von V/W in U,
{g} die von ¢ erzeugte Untergruppe von G.
Weiter bedeutet
U <q@G: U ist normal in G,
U ,G: U ist quasinormal in ¢, d.h. UX = XU fir alle X C G,
H =~ K: H istisomorph zu K, wenn H und K zwei Gruppen oder Verbinde
sind.

@ ist eine P-Gruppe (s. [8], S. 11), wenn G entweder eine elementarabelsche
p-Gruppe ist oder von Elementen a;, ---, a, und b erzeugt wird mit
a’ = b = 1,a,a; = aja;,ba;b" = dimit =1 (p),r £ 1 (p),p und ¢
Primzahlen, p 5 q. [Der Untergruppenverband einer nichtabelschen
P-Gruppe der Ordnung p”q ist isomorph zu dem einer elementarabelschen
p-Gruppe der Ordnung p"™'. Damit ist auch jeder Faktorverband [G/U]
nach einer Untergruppe U einer P-Gruppe G isomorph zum Untergruppen-
verband einer elementarabelschen p-Gruppe.]

2. Definition und einfache Eigenschaften der
modularen Untergruppen

Derinirion. (a) Sei B ein Verband. Das Element M aus 8B heifit
modular im B (kurz: M mB), wenn gilt:

1) (UuM)nV=UuMnV)firalleU,VeBmit U C V und

@) (UuM)nV={UnV)uM firalle U, Ve Bmit M C V.

(b) 8Sei G eine Gruppe. Die Untergruppe M von G heilit modular in
@ (kurz: Mm@G), wenn M modular in V(@) ist.

M ist also modular in G, wenn M—in der Terminologie von Suzuki (s.
[8], 8. 7)—mit jeder Untergruppe U von G ein modulares Paar von Unter-
gruppen von G bildet.

Wir geben nun einige Eigenschaften der modularen Untergruppen, die
nicht nur fiir Gruppen, sondern sogar fiir modulare Elemente beliebiger
Verbinde gelten und deren Beweise man in [9], S. 72-76, finden kann, wo
diese modularen Elemente “Dedekind elements” genannt werden.
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(2.1) Genau dann ist M modular in der Gruppe G, wenn fir jede Untergruppe
U von G die Abbildung

! [UuM/MleV—>VaUelU/Un M|
ein Isomorphismus von [U u M /M) auf [U/U n M] zst (s. [9], 8. 72).

(2.2) Ist M modular in G und U eine Untergruppe von G, so ist M n U
modular in U (s. [9], Eigenschaft III, S. 74).

(2.3) Ist M modular in G und die Untergruppe N von G modular in [G/M],
so ist N modular in G (s. [9], Eigenschaft IV, S. 75).

(24) Ist M modular in G und N ein in M enthaltener Normalieiler von G,
so st M /N modular in G/N (s. [9], Eigenschaft IV, S. 75).

(2.5) Sind My und My modular in G, so ist auch M1 u My modular in G (s. [9],
Eigenschaft V, S. 75).

Schlieflich noch eine Kigenschaft, die zwar trivial ist, die aber spéiter
dauernd benutzt wird:

(2.6) Ist M modular in G und o ein Verbandsisomorphismus von G auf eine
andere Gruppe H, dann ist Mo modular in H.

Bewets. Erfillen M, U, VeU(G) eine der Gleichungen (i) oder (ii)
der Definition der modularen Untergruppen, so auch Mea, Us, Vo, da ¢ ein
Verbandsisomorphismus ist. Da die Bilder der Elemente von V(@) unter o
ganz UO(H) ausschopfen, ist also MomH, falls MmG ist.

(2.7) Ist M modular in G und ist N zu M konjugiert, so sind auch N und
M u N modular in G.

Beweis. Nach (2.6) ist N und nach (2.5) dann auch M u N mit M modular
in G.

3. Maximale modulare Untergruppen

Die maximalen modularen Untergruppen einer endlichen Gruppe charak-
terisiert das folgende

LemMma 1. Die Untergruppe M der Gruppe G ist dann und nur dann eine
maximale modulare Untergruppe von G, wenn entweder M ein maximaler
Normalieiler von G oder G/M ¢ nichtabelsch der Ordnung pq ist, p und q zwet
Primzahlen.

Bewets. Wir beweisen zunichst die folgende Aussage, aus der die restlichen
Behauptungen des Lemmas sofort folgen:

(%) Sei M eine maximale modulare Uniergruppe der Gruppe G. Dann ist
entweder M <] G oder G/M ¢ nichiabelsch der Ordnung pq, p und q zwei Prim-
zahlen.
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Sei also G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu (*) und sei M eine
maximale modulare Untergruppe von G, fiir die (*) falsch ist.

Angenommen: M¢ > 1. Nach (2.3) und (2.4) ist M /M ¢ eine maximale
modulare Untergruppe von G/Ms. Wegen der Minimalitit von G wire
daher entweder M /Mqs <1 G/Mg, also M < @, was nicht der Fall ist, oder es
wire (G/Mg)/(M/Mg)eug nichtabelsch der Ordnung pg, p und ¢ zwei
Primzahlen. Da aber (M/Mg)aus = Me/Me = 1 ist, wiire also G/Mgq
nichtabelsch der Ordnung pq, was auch nicht geht. — Es ist also

(l) MG = 1.

Sei nun M eine M enthaltende maximale Untergruppe von G. Wire
M 41 M, dann existierte ein x e M mit M* == M. Nach (2.7) wire M u M*®
modular in G, ferner, wegen x e M, M v M* C M, also M € MuM® C G.
Das widerspricht der Maximalitit von M. — Es ist also M <] M. An-
dererseits ist M 4] G, d.h. M die einzige maximale Untergruppe von G, die
M enthilt. Nach (2.1) ist M m[G/M]; nach (2.3) ist M mG und somit
schlieBlich M = M, wegen der Maximalitit von /. — Damit ist gezeigt:

(i) M st eine maximale Untergruppe von G.

Sei nun U eine beliebige Untergruppe von G. Sei x ¢ G. Nach (2.6) ist
Mm@, ferner natiirlich eine maximale Untergruppe von G. Nach (2.1) ist
also entweder U C M” oder M n U maximal in U; in jedem Fall ist ®(U) C
M® n U. Das gilt fiir jedes z € G; es ist also

<P(U)gnzeG(Mxn U) = Un nmng= Uﬂ]‘[(4=1,
d.h. ®(U) = 1. Damit haben wir insbesondere:
(iii)  Die Sylowgruppen von G sind elementarabelsch.

Seien nun M; und M, zu M konjugiert, My 5% M,, und sei X ein Normal-
teiler von M; mit w-Faktorgruppe (= eine Primzahlmenge), der in M, ent-
halten ist. Sei R der minimale Normalteiler von M; mit =-Faktorgruppe.
Dann ist R die von den #’-Elementen von M erzeugte Untergruppe von M .
Da X <1 My und M,/X eine w-Gruppe ist, ist R & X, also B € M, ; d.h. alle
' -Elemente von M, liegen in M,. Da M, und M, isomorph sind, kann M,
nicht mehr #’-Elemente haben als M, ; R ist also auch die von den #’-Ele-
menten von M, erzeugte Untergruppe und somit normal in M,. Es folgt
R < @, also R = 1, wegen (i). Ks ist also My, und daher auch M, eine
m-Gruppe. — Damit haben wir gezeigt:

(iv)  Sind My und M, zwet verschiedene Konjugierte zu M und existiert ein
Normalteiler X von Mymit X © Myund M1/X w-Gruppe, so st M eine m-Gruppe.

Sei nun N zu M konjugiert und sei @ = M n N. Dann haben wir drei
Fille zu betrachten.

1.Fall. Q <M und@Q <IN, also@Q <1 G. Nach (i) folgt @ = 1. Da N
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maximal und modular [nach (2.6)] in ¢ ist, ist @ maximal in M [nach (2.1)],
also o(M) = p, p eine Primzahl. Da M maximal und nicht normal in G ist,
ist M eine p-Sylowgruppe von G und Ng(M) = M. Nach einem Satz von
Burnside (s. [1], Th. II, S. 327) besitzt M ein normales Komplement L in G.
Da 1l = M n L nach (2.1) maximal in L ist, hat L die Ordnung ¢, ¢ eine
Primzahl, p ¢ ¢q. Damit hat schlieflich G = G/M¢ die Ordnung pq, was
nicht moglich ist. — Der erste Fall kann also nicht auftreten.

2.Fall. Q <1 M, aber @ 41 N (oder @ <{ N und @ 1 M; der Beweis
lduft hier analog). Da Q maximal in M ist, hat @ Primzahlindex p in M.
Nach (iv) ist M eine p-Gruppe. Da N zu M isomorph ist, ist auch N eine
p-Gruppe und somit @ <] N, als maximale Untergruppe einer p-Gruppe. Das
ist ein Widerspruch, da ja @ <] N sein sollte. — Dieser Fall kann also auch
nicht auftreten.

Es bleibt der

3. Fall. Q <1 M und @ «{ N. Da @ maximal und modular [nach (2.1)
und (2.2)], aber nicht normal in M und in N ist, ist M /Q wegen der Mini-
malitdt von G nichtabelsch der Ordnung pq, p und ¢ Primzahlen, p = ¢—
sei p > ¢; dann ist [M:Q] = p, da Q 41 M ist—und N/Qy nichtabelsch der
Ordnung pr, r eine von p verschiedene Primzahl [esist ja [N:Q] = [M:Q] = p,
also [N:Qny] = prund p > r,da @ € N ist].

Wir unterscheiden erneut zwei Fille:

Fall 3a. Qu #* Qn. Sei dann D = Qu n Qny. Da Qy I M mit
[M:Qxy] = pq und Qi & N ist, ist M nach (iv) eine (p, ¢)-Gruppe. Da
M = N ist, ist auch N eine (p, q¢)-Gruppe, d.h. r = ¢. Seinun U = U, (Q)
der minimale Normalteiler von @ mit ¢g-Faktorgruppe. Da Quy <1 @ mit Q/Q
g-Gruppe ist, ist U = U,(Qs). Damitist U <1 M. Genauso zeigt man (da
r = qist), daB U = U,(Qy) < N, also schlieflich U < G ist. s folgt
U =1, also:

(v) @ ist eine q-Gruppe und o(M) = pq",p > q,n = 1.

Nach (iii) ist @ abelsch, und wegen @ €1 M ist Q@ = N (Q); nach Burnside
ist also die p-Sylowgruppe von M normal in M und somit M tberauflosbar.
Damit hat jede maximale Untergruppe von M Primzahlindex in M (s. [4],
Cor. 10.5.1., S. 161), und jede Untergruppe vom Index ¢ in M ist normal in M.

Sei nun M, eine beliebige zu M konjugierte Untergruppe von . Dann ist
M n My maximal, also von Primzahlindex in M. Wire [M:M a M| = q,
sowdrealso M n M, I Mund M n M, I M;,dh. M n M1 <{ (. Nach (i)
folgte M n My = 1, also o(M) = g, was (v) widerspricht. — Es ist also
[M:M n My = p, dh. M n M, eine ¢g-Sylowgruppe von M. Da @y ein
g-Normalteiler von M ist, gilt Q & M n My © M,. Da das fir alle
Konjugierten My von M gilt, liegt @ also im Durchschnitt der Konjugierten
von M. Nach (1) folgt Q» = 1, was sicher nicht der Fall ist, da D C Qu
ist. Das ist ein Widerspruch; Fall 3a kann also nicht auftreten. — Es
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bleibt tibrig:
Fall3b. Qu =Qx. DannistQy = Qv I<MuN = G, alsoQu = Qx =1,
nach (i), und damit

(vi) o(M) = pq.

Wir nehmen einmal an, @ wire keine ¢g-Sylowuntergruppe von G. Sei dann
S eine @ enthaltende ¢-Sylowgruppe von @ und T der Normalisator von S in
G. WireT = G, also 8 < @, dann wire Q = Sn M < M, was nicht der
Fall ist. — Esist also T # G. Da somit M $ T ist, ist @ = M n T nach
(2.1) maximale Untergruppe von 7, d.h. T = 8. Da 8 nach (iii) abelsch
ist, liegt also die ¢-Sylowgruppe S von G im Zentrum ihres Normalisators;
nach Burnside existiert ein normales Komplement K von S in G. Da M
keinen Normalteiler 521 von G enthilt, ist K q; M. Damitist M n K maxi-
mal und modular in K; wegen der Minimalitdt von G hat also M n K Prim-
zahlindex in K. [Es ist ja entweder M n K <| K oder o(K/(M n K)g)
das Produkt zweier Primzahlen, also in beiden Fillen [K: M n K] eine Prim-
zahl.] Da K < G ist, ist [G:M] = [K:K n M], also [G:M] eine Primzahl.
Da mindestens ¢ die Ordnung von G teilt und o(M) = pq ist, ist somit
[G:M] = ¢. Damit folgt aber o(G) = pg’, also o(K) = p, womit K doch in
M enthalten ist. Das ist ein Widerspruch. — Es folgt also:

(vil) @ st eine q-Sylowgruppe von G.

Sei nun P die p-Sylowgruppe von M [nach (vi) existiert wegen p > ¢
nur eine]. Ist dann P; eine p-Sylowgruppe von G, die P enthilt, so folgt
P < Py, da Py nach (iii) abelsch ist, also P <{ Pyu M. Danach (i) P 4 G
ist,ist PLu M C G, also Pyu M = M, d.h. P, £ M und damit schlieflich
P = P,. Esfolgt also

(viil) P st eine p-Sylowgruppe von Q.

Wir wollen nun zeigen, dafl G ¢'-abgeschlossen ist, dafl also @ ein normales
Komplement L in G besitzt. Sei R der Normalisator von @ in G. Da
Q 4 Mist,ist R  Mund R ## (. Ist R = Q, so existiert nach Burnside
ein normales Komplement zu Q. Ist R O Q, so ist M n B = Q maximal in
R, also [R:Q] = s, s Primzahl, ¢ & s, und damit o(R) = ¢s. Angenommen:
s ¥ p. Nach (2.1) ist M; n R maximal in R fiir jede zu M konjugierte
Untergruppe M von G. Da s nicht die Ordnung von M, teilt, hat M, n B
also die Ordnung ¢, d.h. esist M\in R = @, da @ <l R ist. Damit wire @ in
jeder zu M konjugierten Untergruppe von G enthalten, was wegen (i)
unmoglich ist. — Hsist also s = p, d.h. R eine Gruppe der Ordnung pg. Da
p > qund die g-Sylowgruppe @ von R normal in R ist, ist R zyklisch. Damit
liegt auch in diesem Fall @ im Zentrum seines Normalisators, woraus erneut
die ¢'-Abgeschlossenheit von ¢ folgt. Damit ist gezeigt:

(ix) @ besitzt ein normales Komplement L in (.
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L ist nicht in M enthalten; damit ist M n L = P maximal und modular in
L, hat also wegen der Minimalitit von G Primzahlindex ¢ in L. Es ist also
o(L) = pt, ¢ Primzahl, und somit

(x) o(G) = pqt.

Nach (vii) und (viii) ist M eine Hallsche Untergruppe von (, also
p # q #£ t # p. Damit sind alle Sylowgruppen von G zyklisch, also G
metazyklisch (s. [9], Th. 11, S. 175), d.h. ' und G/@ zyklisch (¢’ die Kom-
mutatorgruppe von G). Da G/L abelsch ist, ist @ C L. Da P € @ ist,
ist L nicht zyklisch, also @’ die ¢-Sylowgruppe von L. Da G/G’ zyklisch ist,
gibt es einen Normalteiler W der Ordnung ¢t von G. W enthilt alle ¢-Sylow-
gruppen von G, also ganz M und N, da M und N Vereinigung ihrer ¢-Sylow-
gruppen sind. Damit liegt ganz G in W, was natiirlich nicht der Fall ist. —

Dieser Widerspruch zeigt, dafl auch Fall 3b und damit Fall 3 nicht auftreten
kann, womit ein endgiiltiger Widerspruch erreicht ist. Damit ist (%) be-
wiesen.

Nun zum Beweis des Lemmas. Sei M eine maximale modulare Unter-
gruppe von . Nach (%) ist dann entweder G/M ¢ nichtabelsch der Ordnung
pq, p und g zwei Primzahlen, oder M <] . Da jeder M enthaltende Normal-
teiler von G modular in G ist, ist im letzteren Fall M ein maximaler Normal-
teiler von (.

Sei umgekehrt M C G mit o(G/Mg) = pq, p und q zwei Primzahlen.
Da [G/M¢] =2 V(G/Mg) ein modularer Verband ist, ist M m[G/M¢], also
Mm@, wegen (2.3). Da auBlerdem M eine maximale Untergruppe von @ ist,
ist M dann sicherlich eine maximale modulare Untergruppe von (. Sei
schlieflich M ein maximaler Normalteiler von ¢. Dann ist M mG und G/M
einfach. Ist also M eine M enthaltende maximale modulare Untergruppe
von G, so ist My < G, da sonst wegen (*) die einfache Gruppe G/M ein
epimorphes Bild der Ordnung pq, p und ¢ Primzahlen, besitzen mifte.
Wegen der Maximalitdt von M folgt M = M, ; M ist also eine maximale
modulare Untergruppe von G.

Damit ist Lemma 1 bewiesen.

KoroLLAR. st M eine maximale Untergruppe der Gruppe G, die modular
in G ist, dann hat M Primzahlindex in G.
4. Modulare Untergruppen von Primzahlpotenzindex

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit modularen Untergruppen M von
Gruppen G beschiftigen, fir die [G/M] oder [G:M] besonders ‘‘einfach”
sind.

LemMA 2. Sei M modular in der Gruppe G und [G/M] eine Keite der Linge n.
Dann ist [G:M] = p", p eine Primzahl.

Beweis. Wir machen Induktion nach der Linge n der Kette [G/M].
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Nach dem Korollar zu Lemma 1 ist Lemma 2 richtig fiir » = 1. Sei also
n = 2 und Lemma 2 richtig fir Ketten der Linge <n.
Sei M mG mit [G/M] Kette der Linge n. Sei

M=McMcCc---CM,=0G

die M mit G verbindende Kette von Untergruppen von @, und sei zur Abkir-
zung M,_; = H. Da [G/M] eine Kette ist, ist [G/M] ein modularer Verband,
also sicherlich Hm{G/M]. Nach (2.3) ist HmG, und nach dem Korollar
zu Lemma 1 folgt

(1) [G:H] = p, p eine Primzahl.

Da M mH und [H/M] eine Kette der Linge n — 1 ist, folgt nach Induktions-
annahme

(Gi) [H:M) = ¢, q eine Primzahl.

Angenommen: q # p.

Sei dann P; eine p-Sylowgruppe von M und sei P eine P; enthaltende
p-Sylowgruppe von G. Da [G:H] = p ist, kann H keine p-Sylowgruppe von
G enthalten; es ist also H u P= G. Wire M u P # (, so wire M/ u P in
einer maximalen Untergruppe von ( enthalten, also in H, da H die einzige M
enthaltende maximale Untergruppe von ¢ ist. H enthilt aber P nicht.
— Wir haben also

(i) HuP =G = M uP.

TFerner ist M n P eine P; enthaltende p-Untergruppe von M. Da P, eine
p-Sylowgruppe von M ist, folgt also M n P = P,;. Da nach (ii) der Index
von M in H teilerfremd zu p ist, ist P; auch eine p-Sylowgruppe von H.
Nach demselben Argument wie fiir M ist also auch H n P = Py, d.h. wir
haben

(iv). HnP =P, =MnP.

Da M und H modular in G sind, erhalten wir nach (2.1) mit Hilfe von
(iil) und (iv) die folgenden Gleichungen und Isomorphien:

[G/M] = [M v P/M] = [P/P n M] = [P/P n H] =~ [H u P/H] = [G/H],

also [G/M] = [G/M ], was wegen n = 2 offenbar ein Widerspruch ist. —
Esist also ¢ = p. Nach (i) und (ii) folgt [G:M] = p", was zu zeigen war.
Damit ist Lemma 2 bewiesen.

Satz 1. Sed M modular in der Gruppe G und [G:M] = p", p eine Primzahl.
Dann ist G/M g entweder eine p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung
p"q, p > ¢, q etne Primzahl.

Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Satz 1 und sei M/
maximal unter den Untergruppen von G, fiir die der Satz falsch ist.
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Da G/M ¢ und M /M4 ebenfalls ein Gegenbeispiel zum Satz darstellen, ist
(i) Me =1,

wegen der Minimalitdt von G.

Wiire M eine maximale Untergruppe von @, so wire nach Lemma 1 entweder
M < G, also G/M¢ = G/M eine p-Gruppe, oder G/ M ¢ nichtabelsch der Ord-
nung pq, p und ¢ Primzahlen, also G/M¢ eine P-Gruppe der Ordnung pq,
p > q. Das widerspricht der Wahl von G. — Es ist also M nicht maximal
in G, d.h.

Gi) n =2

Sei nun P eine p-Sylowgruppe von G. Da [G:M] = p"ist,ist PuM = G,
also nach (2.1)

(iii) [G/M]=[P/PaM].

Die maximalen Untergruppen von P, die P n M enthalten, sind normal, also
modular in P und damit auch modular in [P/P n M]. Ist also S eine maxi-
male Untergruppe von G mit S D M, so ist nach (2.6) Sm[G/M], also SmG,
wegen (2.3). Damit ist gezeigt:

(iv) Ist S mazimal in G mit M < 8, so ist SmG .

Sei nun L der Durchschnitt der M enthaltenden maximalen Untergruppen
von (. Wir unterscheiden dann zwei Fille:

1. Fall. L < G. Da [G:L] eine p-Potenz ist, ist G/L eine p-Gruppe mit
®(G/L) = 1, d.h. eine elementarabelsche p-Gruppe. Insbesondere ist also
jede maximale Untergruppe S von @, die M enthilt, normal in G. Ferner ist
MmS mit [S:M] = p”". Wegen der Minimalitit von G ist also S/M s ent-
weder eine p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung p" ‘¢, p > ¢, ¢ Prim-
zahl. Wire S/M s eine p-Gruppe, dann wéire der minimale Normalteiler von
S mit p-Faktorgruppe U,(S) in My enthalten. Da aber S < ¢ ist, ist
U,(S) < G; nach (i) folgte also U,(S) = 1, oder S p-Gruppe. Da aber
[G:8] = p ist, wire dann ganz G eine p-Gruppe, was nicht der Fall ist. — Es
ist also S/M s keine p-Gruppe. Damit ist gezeigt:

(v) Ist 8 eine M enthaltende maximale Uniergruppe von G, so ist S < G und
S/M s eine P-Gruppe der Ordnung p™~q, q eine Primzahl, p > q.

Wir nehmen einmal an, es gibe zwei maximale Untergruppen S und 7" von
@, die M enthalten. Da S/Mg nach (v) eine P-Gruppe ist, ist [S/M] iso-
morph zum Untergruppenverband einer elementarabelschen p-Gruppe der
Ordnung p”". Sn T ist eine maximale Untergruppe von 8. Es gibt also
Untergruppen U; von S mit U; & 7', M maximal in U; und U; U; = S. Da
M maximal in U;und U; € T ist, ist 7n U; = M. Danach (v) T < G ist,
ist also M normal in jedem U;, d.h. M < U; U; = S. Das widerspricht (v).
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—Es gibt also keine zwei M enthaltenden maximalen Untergruppen von G,
d.h.

(vi) L st die einzige M enthaltende mazimale Untergruppe von G.

Da L/M; nach (v) eine P-Gruppe ist, ist [L/M] ein modularer Verband
Da L die einzige maximale Untergruppe von @ ist, die M enthilt, ist auch
[G/M] ein modularer Verband. Jede M enthaltende Untergruppe von @ ist
also modular in [G//M] und damit auch in G.

Angenommen: [L:M] = p’. Da [L/M] nach (v) isomorph zum Unter-
gruppenverband einer elementarabelschen p-Gruppe ist, existieren dann Un-
tergruppen Uund Vvon Gmit M Cc U, VC Lund UnV = M. Da U und
¥ modular in @ sind, sind G/Ug und G/V ¢ p-Gruppen oder P-Gruppen, wegen
der Maximalitdt von M. Da aber L die einzige U enthaltende maximale
Untergruppe von @ ist, kann G/Ug keine P-Gruppe sein; dasselbe gilt fiir V.
Es sind also G/Ug und G/V¢ p-Gruppen. Damit ist auch G/(Ugn Vg) =
G/(UnV)e = G/Mg eine p-Gruppe, was nicht der Fall ist. — Es ist also
[L:M] = p, d.h.

(vil) [G/M] ist eine Kette der Linge 2.

Seinun U eine von L verschiedene maximale Untergruppe von . Sei z ¢ G.
Dannist M C L, da L < Gist, und L ist die einzige M” enthaltende maximale
Untergruppe von G. Es ist also UuM® = @ und damit [U/M°n U] =
[G/M?] =2 [G/M] eine Kette der Linge 2. Nach Lemma 2ist [U : M n U] = 1,
r Primzahl. Dar = [U:Un L] = [G:L] = p ist, ist also [U: M"n U] = p’;
wegen der Minimalitét von G (und da [U/M® n U] nicht isomorph zum Fak-
torverband einer P-Gruppe ist) ist also U/(M" n U)y eine p-Gruppe. Das
gilt fiir jedes z € G; es ist also auch U/MN.c¢ (M*n U)y eine p-Gruppe. Da
Neeo (M0 U)y S Nyeg M* = 1 ist, ist also U eine p-Gruppe. Wir haben
damit gezeigt:

(viii) Ist U eine von L verschiedene maximale Untergruppe von G, dann st
U eine p-Gruppe.

Mit L verfahren wir ganz entsprechend. Sei 2 ¢ G. Dann ist M*mL mit
[L:M"] = p; wegen der Minimalitét von G ist also L/(M?),, eine p- oder eine
P-Gruppe, in jedem I'all aber iiberauflssbar. Damit ist auch L/N,eq (M%), ,
also L iiberauflésbar. Es ist also jede echte Untergruppe von G iiberauflésbar
und damit G entweder {iberauflosbar oder minimal nicht iiberauflésbar. In
beiden Fillen existiert eine Sylowgruppe von G, die normal in G ist (s. [4],
Th. 10.5.3., S. 159 und [2], Hilfssatz C,S. 199). Da [G:M] = p" und M¢ = 1
ist, ist das die p-Sylowgruppe von ¢. Da nach (viii) jede von L verschiedene
maximale Untergruppe von @ eine p-Gruppe und L nicht die einzige maximale
Untergruppe von @ ist, da sonst @ zyklisch und M <] G sein wiirde, ist also die
p-Sylowgruppe P von ¢ maximale Untergruppe von G, und @ besitzt nur P
und L als maximale Untergruppen. Sei nun ¢ ein Primteiler von o(G) mit
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q # p und Q eine ¢-Sylowgruppe von . Wegen L < ¢ und [G:L] = p gilt
@ < L, und nach dem Frattinischluff ist @ = 9e(Q)L. Damitist Ne(Q) $ L.
Da N¢(Q) auch nicht in der p-Gruppe P enthalten sein kann und P und L die
einzigen maximalen Untergruppen von G sind, ist Ne(Q) = G, also @ < G.
Das ist wegen [G:M] = p" und M¢ = 1 unméglich. —

Der Widerspruch zeigt, dal Fall 1 nicht auftreten kann. Es bleibt der

2. Fall. L 4 G. Angenommen, es gibt eine M enthaltende Untergruppe
RvonGmit R <] G. SeiS eine R enthaltende maximale Untergruppe von G.
Dann folgt S <1 G, da S/R maximale Untergruppe der p-Gruppe G/R ist.
Nach (iil) ist [G/L] =2 [P/D], wo D der Durchschnitt der P n M enthaltenden
maximalen Untergruppen von P ist. Da P eine p-Gruppe ist, ist D <| P und
P/D elementarabelsch. Es ist also [G/L] isomorph zum Untergruppenver-
band einer elementarabelschen p-Gruppe, d.h. es gibt Untergruppen U; von
Gmit U;n8 = Lund U, U; = G. DaS < Gist, folgt L <] U; fiir alle 7, also
L < @. Daswiderspricht der Voraussetzung im 2. Fall. — Damit ist gezeigt:

(ix) FKEsist R 4 G fir jedes R € Gmit M C R.

Sei nun S eine M enthaltende maximale Untergruppe von ¢. Nach (iv)
und (ix) ist Sm@, aber S € G. Nach Lemma 1 ist also (/S eine nichtabelsche
Gruppe der Ordnung pq, ¢ Primzahl; da [G:S] = p und S 4 Gist, ist p > q.
Sei N/S¢ der Normalteiler vom Index ¢ in G/Sq¢. Da M Q; N ist, ist
MuN=0@G. EsistalsoMaNmN mit [N:M nN] = [G:M] = p". Wegen
der Minimalitit von @ ist N/(M n N)y entweder eine p-Gruppe oder eine
P-Gruppe der Ordnung p"r, r Primzahl, r < p. Im ersten Fall folgt, dall N
eine p-Gruppe ist, da hier U,(N) in M enthalten und normal in G, also gleich
1 ist. Wir wollen zeigen, dafl der zweite Fall nicht auftreten kann, dafl also
gilt:

(x) N 1st eine p-Gruppe, d.h. o(G) = p"q, m = n.

Wir nehmen daher an, N/(M n N)y wire eine P-Gruppe der Ordnung p"r,
p > r. Dann wire [N/M n N], wegen (2.1) also auch [G/M], isomorph zum
Untergruppenverband einer elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung p".
Damit ist [G/M] ein modularer Verband; jede M enthaltende Untergruppe von
G ist wegen (2.3) also modular in G. Sei nun U eine Untergruppe von @, in
der M als maximale Untergruppe enthalten ist. Dann ist UmG mit
[G:U] = p""; wegen der Maximalitit von M ist also G/Ug entweder eine
p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung p"'s, p > s, s Primzahl. Wire
G/ Ug eine p-Gruppe, so folgte U <] G, da U/Us Durchschnitt maximaler Un-
tergruppen von G/Ug wire. Das widerspriche (ix). — Es ist also fiir jedes
U C @, in dem M maximal ist, G@/Ug¢ eine nichtabelsche P-Gruppe. Ferner ist
Ue maximal in U, also Ugn M eine maximale Untergruppe von M. Sei V
eine weitere Untergruppe von @, in der M maximal ist. Dannist UnV = M.
Wire Ugn M = Vgn M, dann wire Ugn M C Ugn Ve = Mg = 1, also
UsnM = 1 und damit o(G) = p"s. Das ist unméglich, da [G: (M n N)y]
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= gp"rist. — Esistalso VenM = Ugn M. Es gibt daher mindestens so
viele maximale Untergruppen von M, wie es Untergruppen von G gibt, in
denen M maximal ist. Da [G/M] isomorph zum Untergruppenverband einer
elementarabelschen p-Gruppe ist, existiert eine Untergruppe U von @, in der
M maximal ist, mit U $S. Dannist Sn U = M, also S¢gnUg = Mg =1

Da [G:8g] = pqist, folgt also (mit o(G/Uq) = p"'s): 0(Us) = [Ug:8¢n Ug]
teilt [G:S¢] = pq. Damit ist o(G) ein Teiler von p"¢gs; da aber
[G: (M n N)y] = p"gr ist, folgt o(G) = p"gr, also o(M) = gr. Damit hat M
héchstens ¢ + 1 maximale Untergruppen, wenn ¢ die grofere der beiden Prim-
zahlen ¢ und 7 ist; es gibt also auch hochstens ¢ 4+ 1 Untergruppen von @, in
denen M maximal ist. Da aber [G/M] isomorph zum Untergruppenverband
einer elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung p”(n = 2) ist, existieren
mindestens p + 1 solche Untergruppen. Das ist ein Widerspruch, da ¢ und r
kleiner als p sind, also auch ¢ < p gilt. — Damit ist (x) gezeigt.

Sei nun V die Vereinigung aller ¢-Sylowgruppen von . Dann ist V <] ¢
mit G/V p-Gruppe, also jede V enthaltende maximale Untergruppe von G
normal in . Wegen (ix) ist daher VuM = G, dh. @ = U(MuQ) (Q
g-Sylowgruppe von (7).  Da 0o(Q) = qist, ist M nach (2.1) maximal in M u Q
(oder M = M u @) fir jede ¢-Sylowgruppe @ von G, also G die Vereinigung
von Untergruppen, in denen M maximal ist. Wegen [N/M n N] = [G/M]
ist also N die Vereinigung von Untergruppen, in denen M n N maximal, also
normal ist. Ks ist daher M n N <] N, ferner natiirlich ¥ n N <1 M, also
schlieflich M n N <{ G. Nach (i) folgt M n N = 1 und daher

(xi) o(N) = p", also o((') = pq.

Damit ist M eine ¢-Sylowgruppe von (; die ¢g-Sylowgruppen von G sind
also modular in @.  Ternerist @ = M uV = M u U,ee M® = Upeq (M u M®).
Da nach (2.7) alle diese M u M® modular in G sind, ist G Vereinigung von
Untergruppen M ; mit M ,;mG und M maximalin M,;. DaO(N) = [G/M] ist,
wird N von minimalen Untergruppen N; erzeugt, die modular in N sind. Da
N, N; mN sind, erzeugen N; und N;(7 = ) eine elementarabelsche Gruppe
der Ordnung p°; die N; zentralisieren sich also gegenseitig. Damit ist N ele-
mentarabelsch. Sei nun X eine Untergruppe von N, o(X) = p’. Dann ist
X = (XuM)nN < XuM. Da N abelsch ist, ist auch X <] N, also
schlieflich X <] (. s ist daher jede p-Untergruppe von G normal in G,
ferner jede ¢-Untergruppe modular in (¢ und damit jede Untergruppe von @
modular in ¢, d.h. O(¢) ein modularer Verband. Nach einem Satz von
Iwasawa (s. [8], Th. 13, 8. 13) ist ¢ eine P-Gruppe. Das widerspricht der
Wahl von . —

Damit ist gezeigt, dafl auch der 2. 1all nicht auftreten kann, womit ein end-
glltiger Widerspruch crreicht und Satz 1 bewiesen ist.

Eine einfache Folgerung aus Lemma 2 und Satz 1 ist das folgende

Lemma 3. Sei M modular in G und [G/M] eine Kette.
Dann st entweder G/M ¢ eine p-Gruppe oder M maximal in G und G/Mg
nichtabelsch der Ordnung pq, p, ¢ Primzahlen.
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Bewers.  Sei Mm@ und [G/M] eine Kette.  Nach Lemma 2 ist dann
[G:M] = p" fiir eine geeignete Primzahl p. Nach Satz 1 ist somit G/M,
entweder eine p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung p”q, p > ¢, ¢ Prim-
zahl. Im letzteren Fall ist [G/M] isomorph zum Untergruppenverband einer
elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung p”. Da aber [G/M] eine Kette
ist, folgt n = 1, also M maximal in G und o(G/M¢) = pg. Damit ist Lemma 3
bewiesen.

5. Die Struktur von M° /M,

Wir wollen in diesem Abschnitt die Struktur von M ¢/M¢ fiir modulare
Untergruppen M von G untersuchen und dabei zeigen, da M ¢/M ¢ iiberauflos-
bar ist.

Fir M /Mg gilt eine schiirfere Aussage, die eine Verallgemeinerung eines
Satzes von Ito und Szép fiir Quasinormalteiler darstellt (s. [6], Satz 1, S. 168):

Sarz 2. Ist M modular in der Gruppe G, dann ist M /Mg nilpotent.

Bewets. Sei G ein minimales Gegenbeispiel zu Satz 2 und sei M maximal
unter den Untergruppen von G, fir die der Satz falsch ist.
Da G/M s und M /M ¢ ebenfalls ein Gegenbeispiel zum Satz darstellen, ist

(i) Me¢=1,

wegen der Minimalitdt von G.

Seinunz e G mit M* ¢ M und sei H = M u {z} eine echte Untergruppe von
G. Da @ ein minimales Gegenbeispiel ist, ist M /M y nilpotent. Wegen x ¢ H
ist Mgy € (MaM®)y, also M/(M n M?),y als epimorphes Bild der nil-
potenten Gruppe M /M x nilpotent.

Wire also M u {x} < G fiir alle z € G, so wire M /(M n M7)y nilpotent fiir
alle z € G, also auch M/Nyeq (M n M®)y, = M. Das widerspriche der Wahl
von M. — Damit ist gezeigt:

(ii) Es gibtein xe Gmit M u {z} = G.

Sei zur Abkiirzung {z} = X. Da MmG ist, folgt [(G/M] = [X/M n X] =
V(X/M n X), dh. [G/M] ist isomorph zum Untergruppenverband einer
zyklischen Gruppe und damit distributiv (s. [8], Th. 2, 8. 4), also erst recht
modular. Damit ist jede M enthaltende Untergruppe B von G' modular in
[G/M], also auch in G. Wegen der Maximalitit von M gilt:

(iii) R/Rg st fiir jedes B C G mit M C R nilpotent.

Existierten zwei verschiedene Untergruppen R und S von @, in denen M
maximal ist, dann wire RnS = M und wegen (iii) M/M n Ry sowie
M /M n 8¢ nilpotent. Damit wire auch M /(M nResnS¢) = M/RenSs =
M /M ¢ nilpotent, was nicht der Fall ist. — Es existiert also nur eine Un-
tergruppe von G, in der M maximal ist. Da 0(X/M n X) zu [G/M] isomorph
ist, ist daher X/M n X eine zyklische Gruppe, die nur eine minimale Unter-
gruppe besitzt, d.h. zyklisch von Primzahlpotenzordnung. Es ist also
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V(X/M n X) und damit auch [G/M] eine Kette. Nach Lemma 3 ist dann
aber M /M ¢ eine Priméirgruppe. Das ist ein Widerspruch, womit Satz 2 be-
wiesen ist.

Wir betrachten nun zunéchst den quasinormalen Fall. Hier kénnen wir
zeigen:

Sarz 3. Ist Q quasinormal in der Gruppe G, dann ist Q°/Qe nilpotent.

Bewets. Sei Q <l G. Da sich alle Betrachtungen in G/Q¢ abspielen, kén-
nen wir Q¢ = 1 annehmen. Nach Satz 2 (oder nach [6], Satz 1, S. 168) ist
dann @ nilpotent, also @ = [], @, @, die p-Sylowgruppe von Q. Nach [6,
Korollar 1, 8. 170] ist Q, <1, @, also (Q,) ¢ = U,ce (Q,)” eine p-Gruppe, da die
Vereinigung von p-Quasinormalteilern wieder eine p-Untergruppe ist. Damit
ist Q° = U, (@,)¢ = Il (@)% also QY nilpotent. Damit ist Satz 3
bewiesen.

Um den allgemeinen Fall einer beliebigen modularen Untergruppe behandeln
zu konnen, beweisen wir zunichst ein Reduktionslemma, das das Problem
weitgehend auf den quasinormalen Fall reduziert.

LEmma 4. Sei M modular in G, se¢ N = Nog(M) und D = D(M) =
Neco\v (M u M*) (dabei sei D(M) = @, falls M < G).

Ist M eine echte Untergruppe von D, dann ist entweder M /Mg eine nicht-
abelsche Gruppe der Ordnung pq, p, ¢ Primzahlen, oder M <1, G und M ¢/ M ¢ eine
p-Gruppe.

Bewets. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Lemma 4 und sei
Mm@, so daB das Lemma falsch wird. Dann ist M €1 G. Da D(M /M) =
D(M)/M g ist, ist mit G, M auch G/M s, M /M ¢ ein Gegenbeispiel zu Lemma
4, Wegen der Minimalitédt von G folgt also

(i) Me=1.

Da M 4 G ist, existiert ein z ¢ ¢ von Primzahlpotenzordnung mit M* == M.
Dannist MuM® C MuZ (mit Z = {2}), also [M u M*/M] eine Kette, da
[MuZ/M]| = [Z/M n Z] eine Kette ist. Da ze G\N ist, ist D C M u M".
Damit haben wir:

(i) [D/M] ist eine Kette.

Sei F die zwischen D und M liegende Untergruppe von G, in der M maximal
ist. Nach dem Korollar zu Lemma 1 ist [F': M| eine Primzahl; sei [F: M] = p.
‘Wir unterscheiden nun zwei Félle:

1. Fall. M < F. Wir zeigen hier zunichst, da M <], G ist. Sei dazu
2 e G\N mit o(z) = ¢", ¢ Primzahl, und sei (zur Abkiirzung) X = {z}. Dann
istMuX2DOMuM*"2D2DF,alsoF CMuX. Dal[MuX/M]eine Kette
ist, ist [M u X :M] nach Lemma 2 eine Primzahlpotenz; da M C F C M u X
und [F:M] = p ist, ist also [M u X:M] = p°, wobei s die Linge der M u X
mit M verbindenden Kette ist. Da [M u X/M] =2 [X/M n X] ist, ist die
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Lange der X mit M n X verbindenden Kette auch s, also [X:M n X] = ¢.
Sei nun ¥ = XnF. Da M < F ist, ist M mit Y vertauschbar, also
qg=[Y:MnY]=[YuM:M] = [F:M] = pund damit [M v X:M] = p° =
[X:M n X]. Nach [8, S. 7] ist daher schlieflich M mit X vertauschbar.
Damit ist gezeigt:

(i) IstxeG\N und o(z) = ¢", ¢ Primzahl, so ist ¢ = p und M mit {x}
vertauschbar.

Ist aber x ¢ N, so wird M von z normalisiert; in diesem Fall ist somit M erst
recht mit {} vertauschbar. Damit ist J/ mit allen zyklischen Untergruppen
von Primzahlpotenzordnung, und daher mit allen Untergruppen von G ver-
tauschbar, d.h.

(iv) M <,G

Nach Satz 2 ist M nilpotent. Angenommen, M wire keine p-Gruppe. Sei
also @ > 1 eine ¢-Sylowgruppe von M, ¢ 5 p. Dann ist @ <, G (s. [6], Ko-
rollar 1, S. 170), und jedes Element von G mit zu g primer Ordnung normalisiert
Q (s. [6], Bemerkung 2, S. 169). Ist aber y ¢ G mit o(y) = ¢", so ist y wegen
¢ ¥ p nach (iii) in N enthalten; M wird also von y normalisiert. Da M nil-
potent ist, wird @ ebenfalls von y normalisiert. Damit wird @ von allen Elemen-
ten von G normalisiert, ist also normalin G. Es folgt @ € M = 1, was nicht
geht. — Ksist also M eine p-Gruppe. Da die Vereinigung von p-Quasinor-
malteilern wieder ein p-Quasinormalteiler ist, ist schlieflich auch M¢ =
U.ce M? eine p-Gruppe. Das widerspricht der Wahl von G und M. — Fall 1
kann also nicht auftreten.

Es bleibt der

2. Fall. M 41 F. Wir zeigen hier zuniichst, daB F = M ®ist. Da M 4 F
ist, existiert ein ueF mit we¢N. Dann ist MuM*=F, also
D C MuM" = F. Damit haben wir

(v) D =F.
Sel nun z e N. Dann ist
Dx = (nyeg\u (MU My))z = nyeG\N (MIUMyz) = nzeg\N (MUMZ) = D,

da M® = M ist und z = yx wegen x e N mit y simtliche Elemente von G\N
durchliuft. Es wird also F von x normalisiert, d.h. wir haben

(vi) N & No(F).

Seinun z e G\N und o(z) = ¢", ¢ Primzahl. Dannist ¥ u M* 2 F. Ange-
nommen: M uM® D F. Sei zur Abkiirzung {z} = X und MuM® = H.
Dann ist [H/M] = [X/X n M), also eine Kette. Da M C F C H ist, ist M
nicht maximal in H. Nach Lemma 3 ist daher H/M y eine Priméirgruppe, also
eine p-Gruppe, da [F:M] = pist. Da F C H ist, ist My © Mg, also auch
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F /M ¢ eine p-Gruppe und damit M /M <| F/M r , als maximale Untergruppe
einer p-Gruppe. Das widerspricht der Voraussetzung im 2. Fall. — Es ist
also MuM® = F.

Dies gilt fiir jedes # ¢ G\N mit Primzahlpotenzordnung, also auch fiir 2,
falls 2” ¢ G\N. Damit ergibt sich

F* = (MuM®?® = M°uM” = M°uM = F, falls 2’¢N,

und \
F°=MuM” =F, falls 2*¢G\N,

da dann M* und M** in F enthalten sind. Wir haben damit gezeigt, da8 alle
2 e G\N mit Primzahlpotenzordnung in N¢(F) liegen; wegen (vi) ist also
F < @. Da M maximal in F ist, haben wir

(vii) F = M°,

Sei nun x ¢ G\N. Dann sind M und M° maximal in F, also ¥ = M u M".
Sei K = M nM®. Dannist [M/K] = [F/M?], also K maximal in M ; genauso
zeigt man, daB K maximal in M ist. Nach Satz 2 sind M und M” nilpotent,
also K <| M und K < M®, als maximale Untergruppe nilpotenter Gruppen.
Damitist schlieflich K <{F. Ist nun M?eine weitere zu M konjugierte Unter-
gruppe von G, soist M n MY = K, dasonst M = (M anM*)u (M nM*) A F
wire, was der Voraussetzung im 2, Fall widerspriche. — Esist also K in jeder
zu M konjugierten Untergruppe von @ enthalten, dh. K & My = 1. Da K
maximal in M ist, ist o(M) = g, q eine Primzahl, und damit M ¢ wegen (vii)
eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung pg. Der 2. Fall fithrt also auch zu
einem Widerspruch, womit ein endgiiltiger Widerspruch erreichtist. — Damit
ist das Reduktionslemma bewiesen.

Wir sind nun in der Lage, das Hauptergebnis dieses Abschnittes zu be-
weisen.

Sarz 4. Ist M modular in der Gruppe G, dann ist M /M ¢ diberauflosbar.

Beweis. Sel @ ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Satz 4 und sei M
maximal unter den Untergruppen von G, fiir die der Satz falsch ist.

Sei N = Ng(M) und xe G\N, d.h. ze G mit M* = M. Nach (2.7) ist
(M uM)mG. DaM® = Mist,ist M € M u M”; wegen der Maximalitit von
M ist also (M uM*)?/(M u M?)¢ iiberauflosbar. Da M € MuM® < M°
ist, ist (M uM*)? = M also M¢/(M u M®)g iiberauflésbar. Das gilt fiir
jedes z e G\N. Esist also auch M ¢/Nyeo\w (M 0 M*)g = M ¢/Dg tiberauflos-
bar, wenn D = Nyeq\w (M u M?) ist. Da M ¢/M ¢ nicht {iberauflosbar ist, ist
M c D.

Damit ist die Voraussetzung von Lemma 4 erfillt; es ist also entweder
M <, G oder o(M°/My) = pq, p und ¢ zwei Primzahlen. Im letzteren Fall
ist M ¢/M g sicherlich iiberauflosbar, was der Wahl von M widerspricht; im
ersteren Fall ist M ¢/M , nach Satz 3 sogar nilpotent, was erst recht nicht geht.
Mit diesem Widerspruch ist Satz 4 bewiesen.
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Bemerkung. Daf M /M ¢ im allgemeinen nicht nilpotent zu sein braucht,
wenn M md ist, zeigt das Beispiel der nichtabelschen Gruppe der Ordnung 6,
in der die 2-Sylowgruppen modular sind.

6. Die Struktur der von G in M°/M, induzierten
Automorphismengruppe

Zum SchluB der Arbeit beschéiftigen wir uns noch mit der von G in M ¢/M ¢
induzierten Automorphismengruppe. Wir kénnen zeigen, dafl diese Gruppe
auflosbar ist. Es gilt sogar der folgende

Sarz 5. Sei M modular in der Gruppe G.

Dann existieren Normalietler H und K von G mit

Cg(MG/MG) = CgH_C_KgG)

so daf G/ K nilpotent, K /H abelsch und H/C wieder nilpotent ist. G/Ce(M /M ¢)
st also auflosbar der Nilpotenzlinge < 3.

Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Satz 5 und sei M
maximal unter den Untergruppen von G, fiir die der Satz falsch wird.

Mit G, M ist auch G/M ¢, M /M ¢ ein Gegenbeispiel zu Satz 5. Wegen der
Minimalitéit von G folgt also

(i) Mg = 1.

Seinun N = Ng(M) und z ¢ N. Dann ist M u M*mG; wegen der Maxi-
malitdt von M existieren also Normalteiler H, , K, von G mit

Co((MuM")/(MuM)e) = Ca(M/(MuM)e) = C. SH:. S K. S G

und G/K., H,/C, nilpotent sowie K./H, abelsch. Sei H; = (o \w H.,
K1 = nmq\N Kx und Cl = nxeo\N Cz . Dann ISt

C, = nxeG\N CG(MG/(M uM?®)e)
= Co(M®/Nyegw (M uM)g) = @Ce(M®/Dyg).

Ferner ist G/K; nilpotent, da G/K, fiir alle x ¢ G\N nilpotent war, Ki/H;
abelsch, da Ki/H,n K, = H,uK; /H, & K,/H., also abelsch fiir jedes
x e G\N ist, und schliefilich H,/C; wieder nilpotent, da genauso Hi/H;n C, fur
jedes z ¢ G\N nilpotent ist. Es hat also G/Ce(M ¢/Dg) die im Satz fir
G/Ca(M°/M ) verlangte Struktur; wegen der Wahl von M ist daher

(i) M c D.

Nach Lemma 4 ist also entweder M ¢ nichtabelsch der Ordnung pg, p und ¢
Primzahlen, oder M <1, G und M ¢ eine p-Gruppe. Im ersteren Fall ist M ¢
iiberauflosbar in G eingebettet, woraus folgt, da G/Ce(M ) = G/C iiberaufls-
bar ist (s. [5], Satz 12, S. 420). Es ist also H/C nilpotent, wenn H/C die
Kommutatorgruppe von G/C ist. Mit K = H hitte daher G/C alle im Satz
geforderten Figenschaften, was nicht geht. — Es folgt also

(iii) M <, G, und M€ ist eine p-Gruppe, p Primzahl.
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Sei nun V die Vereinigung aller p’-Untergruppen von . Da ein p-Quasi-
normalteiler von jedem p’-Element normalisiert wird (s. [6], Bemerkung 2,
S. 169), normalisiert V alle zu M konjugierten Untergruppen von (. Ist also
U = VC, so gilt:

(iv) U C Ne(M®) fiir alle x € G.

Seien nun M = M,, M., ---, M, die Konjugierten von M und sei
D;=NiZ{M;(0=j=r),sowieD,; = UioM,(0<j<r). Dannist

1=DC--CD,=MC--- C Dy =M%

Da alle M ; von U normalisiert werden, werden auch alle D; von U normalisiert.
Seinun 0 < 7 < r. Dann ist

—(5+1)
Dj = ﬂ§=§’ Miﬂ M,-_j = Dj+1n Mr....j .

Sei M,_; = M®. Da M von allen p’-Elementen normalisiert wird, kénnen
wir z als p-Element annehmen. Da j < 7 ist, ist (mit X = {z})
DinCMCXuM, ;. DaM,;,Gist, folgt

[Dj+1/Dy] = [Djya/Djan M, ;] = [Djau M,—;/M,_j],
und dieser Verband ist wegen D;; © X n M,_; ein Intervall in
XuM,;//M, ;] =X/ XuM,_j.

Dieser letzte Verband ist ein Intervall in 0(X), also eine Kette. Damit ist

[Dj41/Dj] eine Kette. Da D; und D,y unter U invariant bleiben, sind auch

alle zwischen D; und D;y; liegenden Untergruppen von G unter U invariant.
Eine dhnliche Betrachtung machen wir fiir D,.;. KEsist

D,+j+1 = U:~=o M;u Mj+1 = Dr+j U Mj+1 .

Wie fiir M,—; existiert ein y ¢ @ von p-Potenzordnung mit M, = MY; sei
Y ={yl. DaM = D, C D,yjist,ist DypjuY D MuY 2 My, also
DiyjuMiy1 © Diyju Y. Daalle M; <, G sind, ist auch D, ; <, G. Damit
ist [Dryjs1/Dyyi]l = [Dryju Mjpa/D.yj] ein Intervall in [D,;u Y/D,yj] =
[Y/Y n D,.;], und dieser Verband ist eine Kette. Damit ist auch [D,;11/Dyj]
eine Kette; da D,.; und D, ;1 unter U invariant sind, sind es also auch alle
Zwischengruppen .

Indem wir nun aus der urspriinglichen Kette der D; die iiberfliissigen
weglassen [die D; mit D; = D;y4] und fiir die iibrigen k€ (0, - -+, 2r — 1) die
zwischen D; und Dy liegenden Gruppen einfiigen, erhalten wir eine Kette
von Untergruppen E; mit

l=ECEC..-CE,=M°

und [E;1:Ej] = p, sowie U C Ne(E;) (=0,---,n — 1).
Sei nun Uj = CU(Ej+1/Ej) fur0 = _7 <n. Da Ej < Ej+1 ist und alle E; von
U normalisiert werden, ist U; <{ U und U/U; die von U in E;.1/E; induzierte
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Automorphismengruppe. Da E;1/E; zyklisch der Ordnung p ist, ist die volle
Automorphismengruppe von E,.,/E; zyklisch der Ordnung p — 1. Damit ist
U/U, zykliseh,j = 0, -+ ,n — 1. Seinun S = N} U;. Dannist S <4 U
und U/S abelsch. Ferner zentralisiert S alle E;;1/E; ; 8/C ist also eine
Gruppe von Automorphismen von M ¢, die die Kette der E; stabilisiert (s. [3],
S.779). Da M€ eine p-Gruppe ist, ist nach [3, Lemma 8.1, 8. 795] auch S/C
eine p-Gruppe. Damit ist insbesoudere S/C ein Hallscher Normalteiler von
U/C,also S<1 G. Setzen wir nun § = Hund U = K, so hat, da G/U wegen
U 2 V ebenfalls eine p-Gruppe ist, G/C simtliche im Satz geforderten Eigen-
schaften. Das ist ein endgiiltiger Widerspruch, womit Satz 5 bewiesen ist.

Eine Verallgemeinerung eines Satzes von Kegel fiir Quasinormalteiler (s.
[7], Satz 3, S. 211) ist das folgende

KororLvrAR. Ist M modular in G und entweder M oder G perfekt, so ist
MG

Bewets. Sei MmG@. Dann ist M/Ms nach Satz 2 nilpotent. Ist also
M vperfekt, so folgt M = Mg, also M < G. Ferner ist G/Ce(M®/ M)
auflosbar. Ist also G perfekt, so folgt G = Co(M¢/M),dh. M <] G. Damit
ist das Korollar bewiesen.
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