ZUM ISOMORPHIEPROBLEM FUR GRUPPEN MIT
EINER DEFINIERENDEN RELATION

BY
GERHARD ROSENBERGER

Herrn Professor W. Magnus in Dankbarkeit gewidmet

1. Einleitung

A. In dieser Note beschiftigen wir uns mit den Gruppen

q a
(e J o) = 1),

a>1,n=>2((=1,...,9) sowie g > 2 falls ¢ = 0. Diese Gruppen sind
von groBem Interesse sowohl fiir die Gruppentheorie (als Gruppen mit einer
definierenden Relation) als auch fiir die Topologie (vgl. [9]).

Hier zeigen wir: Ist « > 2 und {x,, ..., X;,4,} ein Erzeugendensystem von
G, so gibt es einen freien Ubergang (Nielsen-Transformation) von {x,,...,
X34+4) Zu dem System {ay, ..., a, t;, Uy, ..., b, u,} (Satz 2). Dadurch 16sen
wir das Isomorphieproblem fiir die Gruppen G mit « > 2 in dem Sinn, daf3 wir
in endlich vielen Schritten entscheiden kénnen, ob eine beliebige Gruppe mit
einer definierenden Relation zu einer Gruppe G mit o > 2 isomorph ist oder
nicht. Weiter ist eine Gruppe G mit « > 2 nach Satz 2 und [4] eine Hopfsche
Gruppe, d.h. jeder Endomorphismus von G auf G ist ein Automorphismus.

Fiir eine Gruppe G mit a = 1 gilt eine Aussage wie in Satz 2 im allgemeinen
nicht. Eine Kennzeichnung aller Erzeugendensysteme {x,,..., X,,.,} einer
Gruppe G mit o = 1 wird durch Satz 3 gegeben.

Durch Satz 1 erhalten wir einen Uberblick {iber Losungen einer Gleichung in
einem freien Produkt zyklischer Gruppen.

B. Diese Note verwendet die Terminologie und Bezeichnungsweise von [8]
und [6], wobei {---|---> die Gruppenbeschreibung durch Erzeugende und
definierende Relationen bedeutet. Unter H = {ay,..., a,y verstehen wir die
von den a,..., a, erzeugte Gruppe. Sind {x;,...,x,} und {y,,..., Y.}
minimale Erzeugendensysteme von H = {ay, ..., a,y,sosagen wir: {x,, ... Xx,}
und {y,, ..., y,} liegen in einer Nielsen-Aquivalenzklasse, wenn es einen freien
Ubergang von {x,,..., x,} zu {yy, ..., y.} gibt.

Ist in einer Gruppe H eine Léinge L definiert, so sagen wir wie in [6], daB ein
System {g,};.; = H die Nielsensche Eigenschaft hat, wenn gilt:

(1) L(gig)) = max {L(gy), L(g;)} fir & n = £1 und i # j oder i =j,
€=,

(2 L(g:9:9) > L(g) — L(gy) + L(g;) fir ¢, n = £1 und k # i #j,
g #loderk =i#j,g,# 1l,e=1oderk #i=j9;,# 1,n=1.

G=<a1,... Ay Ly Ugs ooy By Uy
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2. Erzeugende von G
SAatz 1. Sei

K={s,a,...,a,|s" =1y, p=2

Sei {x1,...,x,) <« K n<g+1) und X die von den x,...,x, erzeugte
Untergruppe von K. Sei

Q.1 y (sa-- apyyeXfirn,>1(=1,...,9),eina # OundyeKk.
Dann tritt einer der folgenden Fille ein:

(@) Es gibt einen freien Ubergang von {x,, ..., x,} zu einem System, in dem
ein Element zu einer Potenz von s konjugiert ist.

(b) Es gibt einen freien Ubergang von {x,,...,x,} zu einem System
{(Viseo s Yay mity, = zalz" ! fiireini(l < i < g),y >2undzeK.

(c) Es gibt einen freien Ubergang von {x,....,x,} zu einem System
Vi Vut mit y, = z;@z7Y, y, = z,a%2; ' fiir ein i(1 <i<g) und
z4, 2, € K.

(d) Es gibt einen freien Ubergang von {x,, ..., x,} zu einem System, in dem
ein Element zu einer Potenz von sa'' - - - a;o konjugiert ist.

() Esistn =g + 1.

Beweis. Es trete nicht der Fall (e) ein; es sei also n < g. In K sei eine Linge
L und eine geeignete Ordnung relativ zu der Faktorisierung {s) * {a;) **--
* {a,» wie in [8] (und [6]) eingefiihrt. Im folgenden sei a die kleinste positive
Zahl, fir die eine Beziehung (2.1) gilt. Wir diirfen—eventuell nach Ersetzen
von x; durch yx;y~ '—annehmen, daB fiir das minimale o und {x, ..., x,} gilt:

(22) IT5=y xy) = (say' - rap), e, = £1, ¢ = g4 falls v; = v, q.

Indem wir analog wie beim Beweis von Satz 6 und Satz 8 aus [6] vorgehen,
erhalten wir mit [8; Korollar 1 und Hilfssatz 1] einen freien Ubergang von
{x{,..., X,} zu einem System, welches die Nielsensche Eigenschaft bzgl. L
besitzt oder in dem ein Element zu einer Potenz von s oder zu einem a’, y > 2,
konjugiert ist.

Wir brauchen nur den ersten Fall zu betrachten. Da die Aussage des Satzes
fir g = 0 oder p = 1 natiirlich richtig ist, diirfen wir im folgenden vorraus-
setzen:

23) 1) g>0,p>1.

(2) {xy,..., x,} hat die Nielsensche Eigenschaft bzgl. L und geniigt einer
Gleichung (2.2), wobei wir ohne Einschridnkung i = v, flireinj (@ = 1,...,n)
annehmen k6nnen.

(3) p ist minimal unter den Zahlen gewahlt, fiir die eine Gleichung (2.2) mit
dem minimalen o gilt.

Indem wir analog wie beim Beweis von Satz 5 und Satz 6 aus [6] vorgehen,
erhalten wir:

Tritt in der Gleichung (2.2) ein x; mindestens zweimal mit dem gleichen
Exponenten auf, so ist dieses x; zu einer Potenz von s oder von einem ga;
konjugiert.
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Es trete nun nicht der Fall (a) ein, d.h. es sei kein x; zu einer Potenz von s
konjugiert.

Angenommen es treten in der Gleichung (2.2) einige, aber nicht alle der x;
mindestens zweimal mit dem gleichen Exponenten auf, und es kommen die
anderen x; einmal mit dem Exponenten +1 und einmal mit dem Exponenten
—1 vor. Esist jedes der x;, das in (2.2) mindestens zweimal mit dem gleichen
Exponenten auftritt, zu einer Potenz von einem g, konjugiert. Wegen n < g
gibt es dann ein g, fiir das kein x; zu einer Potenz von diesem a, konjugiert ist,
etwa a;. Dann liegt nach Einssetzen von s und Abelschmachen ein af, n # O,
in der von den a,, . . ., a, erzeugten abelschen Gruppe. Das ist aber ein Wider-
spruch dazu, da nach Einssetzen von s und Abelschmachen die Gruppe
{a,, ..., a,) freie abelsche Gruppe vom Rang g ist.

Es liegt also einer der folgenden Fille vor:

(2.4) Ein x, tritt in (2.2) nicht zweimal mit dem gleichen Exponenten auf,
und es kommt dieses x, nicht einmal mit dem Exponenten + 1 und einmal mit
dem Exponenten —1 vor.

(2.5) Estrittin (2.2) jedes x; mindestens zweimal mit dem gleichen Exponen-
ten auf.

zu (2.4). Dann gibt es einen freien Ubergang von {x,,..., x,} zu einem
System, in dem ein Element zu einer Potenz von saf' - - - ajs konjugiert ist.

zu (2.5). Dann ist jedes x; zu einer Potenz von einem a; konjugiert.

Angenommen es sind nicht zwei verschiedene x; zu einer Potenz desselben a,
konjugiert. Dann ist n = g, denn fiir n < g erhalten wir einen Widerspruch
dazu, daB nach Einssetzen von s und Abelschmachen die Gruppe <{ay, ..., a,>
freie abelsche Gruppe vom Rang g ist. Sei ohne Einschrinkung

x; = zializ7' furi=1,...,gund z; e K.

Nach Einssetzen von a,,..., a, erhalten wir: (sa}')* liegt in einer zu {(a;)
konjugierten Untergruppe von K = (s, a;». Nach Einssetzen von a,, ..., q,
und ai'*! hat daher sa' endliche Ordnung in (s, a, | s = a%'*! = 1), und
das kann nicht sein.

Es sind also zwei verschiedene x; zu einer Potenz desselben a, konjugiert,

d.h. es tritt Fall (c) ein. Q.E.D.

LemMmA 1. G hat den Rang 2q + g, d.h. G ldfit sich nicht von weniger als
2q + g Elementen erzeugen.

Beweis. Das freie Produkt P, * P, mit

Py =Lay,...,qlad' = =ap=1)

und

P2 = <t1,u1,...,tq,uq

iljll [t ui] = 1>
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ist eine Faktorgruppe von G; sie hat nach dem Satz von Grushko (vgl. [8]) den
Rang 2g + g und damit auch G (P, hat den Rang 29). Q.E.D.

LemMA 2. Seio > 2undq > 1. Sei{xy,..., X3,4,} ein Erzeugendensystem
von G mit x; = hath™! fiireini(1 <i < g),y = Oundhe G. Dannisty = 1.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrdnkung i = 1 und 4 = 1, d.h. x; = a],
annehmen. Nach Lemma 1 ist y > 1. Nach Einssetzen von &' ergibt sich
(y, ny) = 1. Wir wollen y = 1 zeigen.

Istg > 2, so fiihren wir die Relation a3 - - - aj = 1 hinzu und betrachten das
freie Produkt P; * P, mit

(a'{‘ i]j} [t u,.]>“ - 1>

P, ={Kay...,q,|ay ap = 1).

Pl = <a1’ tlaul,-'-ytqauq

und

Die Bilder der x; seien wieder mit x; bezeichnet. Nach dem Satz von Grushko
gibt es einen freien Ubergang von {x,, ..., X34+4) ZU einem System {y,,...,
Vag+gy Mit yy = x; =a}, y;€e Py fir i =2,...,2¢g + 1 und y; e P, fiir
J=29+2,...,29 + g;undesist P; = {yy,..., Yage1)-

Es geniigt also, den Beweis fiir ¢ = 1 zu flihren. Sei nun g = 1. Wir
schreiben G als freies Produkt mit Amalgam H, *, H, mit

Hy = (s,a, | "= 1), Hy = {ty, Uy, ., by Uy

4 = Cay = (saby = <(n 1, ui])_1>-

In G sei eine Lange L und eine geeignete Ordnung relativ zu dieser Faktorisie-
rung wie in [8] (und [6]) eingefiihrt.

Darauf bezogen verkiirzen wir {x,,..., x5,4;}. Da x; bzgl. dieser Fak-
torisierung die Lange 1 hat, bleibt es unverdndert erhalten.

Nach Lemma 1 ist kein x; zu einer Potenz von a konjugiert. Damit k6nnen
wir nach [8; Satz 1 und Korollar 1] annehmen, daB einer der folgenden Fille
vorliegt :

und

(2.6) Esist L(x;) < 1firj=1,...,2g + 1.

(2.7) Es liegen Elemente x,,,..., x, , p > 1, in einer zu H, oder H, kon-
jugierten Untergruppe von G und ein Produkt in ihnen ist zu einem von 1
verschiedenen Element aus 4 konjugiert.

Liegt (2.6) vor, so ist nach Lemma 1 sogar L(x;) = 1fiirj = 1,...,2¢9 + 1.
Weiter liegen notwendig 2¢ der x; in H,. Wegen x; € H; sind x,,..., Xp541 €
H,. Sei H = {x,,..., X3441). Da H; den Rang zwei hat, miissen bei der
Darstellung von s die x,, ..., X,,. helfen, d.h. in H liegt ein Element aus G,
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das zu einem von 1 verschiedenen Element aus 4 konjugiert ist. Es liegt also
notwendig (2.7) vor.

Wir kénnen uns daher auf die Untersuchung von (2.7) beschrinken. Es liege
nun (2.7) vor: Die x,, . . ., x,, liegen wegen x; = a] in einer zu H, konjugierten
Untergruppe von G (diese p Elemente konnen nicht aus einer zu H,; konjugierten
Untergruppe von G sein, da sonst nach Einssetzen von H, die abelsch-gemachte
Gruppe einen Rang < 2g — 1 hitte). Nach Einssetzen von H, und Abel-
schmachen bleiben die x, , . . ., x, natiirlich unabhéngig. Nach [8; Satz 5] gibt
es damit einen freien Ubergang von {x,, ..., X34+1)} Zu einem System

-1
{zajz™ %, ty, uy, ..., t, 4}, z€G.

Nun stellen wir s und a, durch zajz™', t,, uy, ..., t,, u, dar. Es gibt natiirlich
keinen Fall (2.7), an dem zalz™! beteiligt ist. Wir diirfen annehmen, daB
zalz~! mit einem Faktor aus H, weder beginnt noch endet. Dann muB aber
L(zajz™') < 1 sein. Also ist notwendig H, = <zajz™!, a). Angenommen
y > 2. Fiigen wir in H, die Relation @} = 1 hinzu, so ist die Gruppe
(s, ay | s* = a}] = 1) zyklisch; und das ist ein Widerspruch. Also ist y = 1.
Q.E.D.

SATZ 2. Ista = 2und {xy, ..., X,,4,} ein Erzeugendensystem von G, so gibt
es einen freien Ubergang von {xy, ..., Xaqs,} 2U {Qy, ..., Qg ty, Uy, ..., By, Ug).

Beweis. Fir g = 0 ist dies Satz 12 von [6]. Fiir ¢ = 0 ist dies Satz 23 von

[6]. Seinung > 1 und ¢ > 1. Wir fassen G als freies Produkt mit Amalgam
H, %, H, auf mit

Hy =<{s,ay,...,a,|s" =15, Hy =t uy,..., 1L, ;>

und
A = Cay = Csal--ary = <(r[ [t u]>>

In G sei eine Linge L und eine geeignete Ordnung relativ zu dieser Faktori-
sierung wie in [8] (und [6]) eingefiihrt. Darauf bezogen verkiirzen wir
{X4s 0005 Xag4g)-

Nach Lemma 1 ist kein x; zu einer Potenz von a konjugiert. Damit kénnen

wir nach [8; Satz 1 und Korollar 1] annehmen, da8 einer der folgenden Falle
vorliegt:

(28) EBEsistL(x;)) < 1firj=1,...,29 +g.

(2.9) Es liegen Elemente x,,..., X, , p = 1, in einer zu H, oder H, kon-
jugierten Untergruppe von G und ein Produkt in ihnen ist zu einem von 1
verschiedenen Element aus 4 konjugiert.

Liegt (2.8) vor, so ist nach Lemma 1 sogar L(x;) = 1firj = 1,...,29 + g.
Weiter liegen notwendig 2¢ der x; in H, und g der x; in H,. Seien etwa x, ...,
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Xyg€ Hyund H = {xy, ..., X;,>. Da H; den Rangg + 1 hat, miissen bei der
Darstellung von s oder von mindestens einem g, die x, ..., X,, helfen, d.h. in
H liegt ein Element aus G, das zu einem von 1 verschiedenen Element aus 4
konjugiert ist. Es liegt also notwendig (2.9) vor.

Wir kénnen uns daher auf die Untersuchung von (2.9) beschrénken. Es liege
nun (2.9) vor: Nach Satz 1, Lemma 1 und Lemma 2 liegen die x,,, ..., x,, in
einer zu H, konjugierten Untergruppe von G. Natiirlich bleiben die x,, . . ., x,,
nach Einssetzen von H; und Abelschmachen unabhingig. Nach [8; Satz 5] glbt
es einen freien Ubergang von {x, ..., X24+4) Zu einem System {y,, ..., y,, t;,
Uy, ..., t, up. Nunstellen wirs, ay, ..., a,durch yq, ..., y, ty, uy, ..., 1, U,
dar. Nach Satz 1, Lemma 1 und Lemma 2 gibt es keinen Fall (2.9), an dem
einige der y,, ..., y, beteiligt sind. Wir diirfen annehmen, daB y,, ..., y, mit
einem Faktor aus H, weder beginnen noch enden und Nielsen-reduziert sind.
Dann koénnen groBere Verkiirzungen zwischen den yy,..., y, nicht durch
Elemente von H, bewirkt werden. Daher muBl L(y;) < 1,j = 1,..., g, sein.
Ferner ist H, = {(yy,...,y, ay. Wegen 2 < n; (j = 1,..., g) erhalten wir
als Konsequenz des Satzes von Grushko einen freien Ubergang von
{yi»...,vpa} zu dem System {ay,...,a, a}, der sich zu einem von
(Vi s Vg tis gy ooy Uy Zu{ay, ..., ay by, Uy, ..., L, U} erweitern 146t
Q.E.D.

KOROLLAR 1. Seia > 2. Dann gilt:

(i) Jeder Automorphismus von G wird von einem Automorphismus der freien
Gruppe vom Rang 2q + g induziert.

(ii) G ist eine Hopfsche Gruppe, d.h. jeder Endomorphismus von G auf G ist ein
Automorphismus von G.

Beweis. Die Aussage (i) gilt nach Satz 2. Nach Satz 2 hat G genau eine
Nielsen-Aquivalenzklasse von minimalen Erzeugendensystemen, und G ist
damit nach [4] Hopfsche Gruppe. Q.E.D.

Bemerkungen. (1) Aufgrund von Satz 2 146t sich mit der Methode von
Whitehead (vgl. [5], [7]) entscheiden, ob eine vorgegebene Gruppe mit einer
definierenden Relation isomorph zu einer Gruppe G mit « > 2 ist oder nicht.

(2) Fiir eine Gruppe G mit o = 1 gilt eine Aussage wie in Satz 2 im allge-
meinen nicht. Gehen wir bei einer Gruppe G mit « = 1 dhnlich wie in [6],
insbesondere wie beim Beweis von Satz 22 (der Fall ¢ = 0), bzw. wie beim Be-
weis von Satz 2 vor, so erhalten wir (wir verzichten hier auf den doch recht
langen Beweis):

SATZ 3. (a) Sei o = 1 sowie g > 3 falls q = 0. Ist {xy,..., Xp,4,} ein
Erzeugendensystem von G, so gibt es einen freien Ubergang von {x,, ..., X2g+4)
zu einem System

{al”'~’ai—1)a a1+1""aag’t13u1""5 qQ° q}
fireini(l <i < g)mit(y, n) =1lundl <y, < in,.
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(b) Seia =1,9 =0undg = 2. Ist {x,, x,} ein Erzeugendenpaar von G, so
gibt es einen freien Ubergang von {x,, x,} zu einem System {a}, a}?} mit
(01> 72) = O my) = (g, my) = Lund 1 < 9y < dyony, 1 <y, < dyyn,. Fiir
n, + n, = 5 besitzt G unendlich viele verschiedene Nielsen-Aquivalenzklassen
von Erzeugendenpaaren von G.

Die Gruppen G mit « = 1, g = 0 wurden schon in [8], die Gruppen G mit

=1,¢4=0,n =---=n, = 2schon in [3] und die Gruppen G mit a = 1,
q = 0, g = 2 schon in [2] behandelt. In [1] wurde gezeigt, daB eine Gruppe G
mita = 1,9 = 0,9 = 2,n;, = 2, n, = 3 unendlich viele verschiedene Nielsen-
Aquivalenzklassen von Erzeugendenpaaren besitzt.

(3) Satz 1, Korollar 1 und Satz 5 von [8], Lemma 7, Lemma 15 und Satz 6
von [6] sowie Satz 1, Lemma 2 und Satz 2 zusammen ergeben zum Beispiel
durch Kombination leicht folgende weitere Aussagen:

(a,;, ~al (.lfll [, uJ)“)y - 1>,

a=>1,y=22,nm=22G=1,...,9) und q > 1. Ist {xy,..., X4, ein
Erzeugendensystem von H, so gibt es einen freien Ubergang von {x,, ..., X2g+4)
zu{a13'~"ay, tlaula'~'9 q° q}

KOROLLAR 2. Sei

H = <al,...,ag, Py Ugs o ooy Bgy Uy

KOROLLAR 3. Sei
H =<ay,...,a,by,...,b | (a} - ap(by b7 = 1),

a>1ly=>2,n=22(G=1,...,9,m=22@G(=1,...,9),9 2 lundq > 1.
Ist {xy,..., X44,} ein Erzeugendensystem von H, so gibt es einen freien Ubergang
von {xl,... Xgiqt 2U{ay, ..., a5 by, ..., b}

<a e a;g)a 1—11 [ti’ u,])y = 1>,

a=ly=2,n=22(=1,...,9)undg = 2. Ist {xy,..., Xp44,} ein Erzeu-
gendensystem von H, so gibt es einen freien Ubergang von {xi, ..., Xp,1,} zu
{ay, ... ag ty, Uy, .oy g, Ul

KOROLLAR 4. Sei

H=<a1,‘..,ag,t1,u1,..., o U

KOROLLAR 5. Sei

H = <a1, by,...,a, by ty, Uy, ..., t,u,
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a>lundy > 2. Ist {xy,..., Xp,4,,} ein Erzeugendensystem von H, so gibt es
einen freien Ubergang von {x,, ..., Xpg42,} 2t {5, by, ..., a, by, ty, uy, ..
Ly Uy}

*
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