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SUR LA COHERENCE DE CERTAINS ANNEAUX
DE FONCTIONS

PAR

JEAN-PIERRE ROSAY

W. Mc Voy et L. Rubel ont montr6, dans [4], que l’anneau de touteR les
fonctions analytiques born6es sur le disque unit6 du plan complexe est un
anneau coh6rent. Nous 6tendons ce r6sultat aux domaines de connectivit6 finie
du plan complexe.
Dans tout ce qui suit D d6signe le disque unit6 ouvert de C et, pour tout

ouvert G de C, H(G) l’anneau des fonctions analytiques born6es sur G. Rap-
pelons qu’un anneau commutatif A est dit coh6rent si et seulement si pour tout
n 6 Net tout n-uple a an d’616ments de Ale module des relations entre les
at est un SOUR A-module de A de type fini.

PROPOSITION. Si G est un domaine de connectivitb finie du plan complexe,
H(G) est un anneau cohbrent.

Remarque. On peut pr6ciser: si G est de connectivit6 p etfl, f. H(R)(G)
il existe pour le module des relations entre les f un syst6me g6n6rateur d
(n 1)p 616ments (sauf caR triviaux: tOUR les f nuls et n ou p 1).

La d6monstration que nous donnons est tr6s proche de la d6monstration du
Th6or6me 1 de [4]. Le r6sultat d6coule pareillement des propri6t6s des sous-
espaces invariants de l’espace de Hilbert (H2(G))" dont l’6tude est abord6e,
comme dans [2] pour le cas du disque, d l’aide de la d6omposition de Wold
(mais la formulation, peu satisfaisante, du r6sultat obtenu en tours de d6mon-
stration serait en terme d’isomorphisme et non d’6galit6 car nous n’arrivons pas
dune description des sous-espaces invariants par exemple d l’aide de fonctions
mesurables d valeurs dans l’ensemble des isom6tries).

Dbmonstration. Soit Gun domaine du plan complexe de connectivit6 finie p
sans point fronti6re isol6; sans perte de g6n6ralit6 nous supposons que G est un
domaine Obtenu en consid6rant D priv6 de (p- 1) disques ferm6s disjoints
deux d deux, tous inclus dans D. On note tG la frorrti6re de G,
On sait (cf. 1, p. 277]) qu’il existe une fonction U analytique sur un voisinage

de la fermeture de G, ayant exactement p z6ros dans Get de module constant et
6gal h 1 sur dG. Quitte d composer U avec une transformation conforme du
disque sur lui-m6me, on peut supposer pour plus de simplicit6 que les z6ros de
U sont tous distincts. On voit facilement qu’il existe une constante C > 0 telle
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que sur G, 1/C < U’I < C, et en utilisant le principe de variation de l’argu-
ment que U d6finit un diff60morphisme de chaque composante connexe deG
sur le cercle unit6. Soit m la mesure longueur sur G. On note H2(G) le sous-
espace de L2(m) constitu6 par les fonctions dont le prolongement harmonique
sur G est analytique, H2(G) est 6videmment identifiable fi un espace de fonc-
tions analytiques sur G. De m6me on identifie, comme il est classique, H(G) it
un sous-espace de L(m). On note respectivement H(G)et H2u(G) les sous-
espaces respectifs de H(G) et H2(G) constitu6s par ceux de leurs 616ments f
pour lesquelsf(Z) =f(Z’) pour tout Z et Z’ G tels que U(Z) U(Z’); H2=(G)
(resp. H==(G)) est la fermeture de l’alg6bre unitaire engendr6e par U dans L2(m)
(resp. L=(m) muni de la topologie faible*).

Enfin si K est un espace vectoriel sur C norm6 de dimension finie nous
prendrons les notations 6videntes H2(G, K), 2Ha(G, K), etc. pour les espaces de
fonctions =i valeurs dans K dont (pour route base de K) les fonctions coordon-
n6es sont dans H2(G), H2u(G) etc.
La aortae dans H2(G, K) est naturellement" F (je F(t)II 2 dm(t))/2.
Soient n N et f,..., f. H(G), soit R l’ensemble des

tels que ;’ffi f/g 0.
II faut montrer que R est un module de type fini sur H(G). On note R

l’ensemble des (gl, gn) /(H2(G))n tels que Tffi xf0 0,/ est un espace de
Hilbert pour la norme induite de (L2(m))n. Sur/] la multiplication par U,

([1, 0n) (U[I, Ugh),

est une transformation isomtrique compltement non unitaire. Soit Ro l’or-
thogonal de U/] dans/], la dcomposition de Wold (cf. [3]), est la dcomposi-
tion de/ en la somme hilbertienne:

Ro URo U2Ro [’" UnRo ....
Si X1, Xp sont les z6ros de U et si Fl est l’application de R dans Cnp,

(01,..., On)-* (&(Xj)), 1 <_ <_ n, 1 < j p,

on a U/ Ker If. On a done une injection lin6aire de I]/UI, qui est iso-
morphe Ro, dans CnP; Ro est donc un espace de Hilbert de dimension finie (on
trouve la majoration (n 1)p sauf as triviaux).

Soit l’application de/ dans H2u(G, Ro) d6finie de la fafon suivante" Si

O (01,..., On) I, 0 s’6crit dans la d6composition de Wold 0 7--0 Ui(r)
ave rt Ro et E r [[2 < + 0, g(0)est la fonction qui i tout Z G assoie
l’616ment de Ro[o(g)](Z)=ffio(U(Z))ri. L’application qui /t tout

C
_
H2(D, Ro) associe U est un somorphisme bicontinu de H2(D, Ro) sur

H2u(G, Ro). L’application est la compos6e de cet isomorphisme et de l’isomor-
phisme isom6trique//de/ sur H2(D, Ro) d6fini, avec les notations pr6c6dentes,
par [/(O)](Z) --0 Zr Donc est un isomorphisme (lin6aire) bicontinu de

2R" sur Hu(G, Ro). II est facile de v6rifier que 0 est un isomorphisme de H(G)
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modules; en effet

 (vo) v’(,,_,) E (v(z))’r,_, v(z) E (v(z))’,,
i= i=1 i=0

par it6ration (Ung) Ung(g) pour tout n N, il suffit alors d’utiliser la lin6ar.
it6 et la continuit6 de
La d6monstration de la proposition sera termin6e si nous montrons que la

restriction de fi Rest un isomorphisme de H(G) module de R sur H(G, Ro).
Car il est trivial que H(G, Ro) est un module de type fini sur H(G) puisque
pour toute base rt, rk de R0 les fonctions constantes r t, rk engendrent
H(G, Ro) en tant que H(G) module; on aura donc que Rest un module de
type fini sur H(G) et donc a fortiori sur

Puisque R g c (H(G)), il s’agit de montrer que
(R) H(G, Ro) et -t(H(G, Ro)) .(H(G)).

Or ceci d6coule trivialement, par identification de (H(G)) t H(G, C"), du
lemme suivant (que par souci d’6conomie dans les d6finitions nous nous con-
tntons d’6crire darts le cadre des spaces de dimension finie):

LEMME. Soient K et L deux espaces vectoriels sur C normbs de dimensionfinie
et M un sous H(G) module de H(G, K) muni de la norme induite de HZ(G, K).
Soit co un morphisme de H(G) module de M dans HZ(G, L). Si co est continu,
alors co(M) H(G, L).

Dbmonstration. Dans la d6monstration II, I1 , I1 d6signent re-
spectivement les normes dans L, HZ(G, K) ou HZ(G, L) (il n’y aura pas ambigu-
it6), et H(G, K). Soit a 6 Met ;t > 0 tels que co(a)(Z)II > ;t sur on ensemble
E de mesure > 0 de cG. Pour tout j N soit , H(D) tel que sur U(E),
I’1 J et sur cD U(E), I1 1 p.p. Alors

(ljo U)a -< long c3G a I] 4- j2 a [l m(U-I(U(E)))
et ( jo V)co(a)I1 fl2m(E). Or il existe une constante A ne d6pendant que
de G et U telle que m(U-I(U(E))) <_ Am(E) (A pCZ). D’o5 faisant tendre j
vers l’infini dans l’in6galit6

U)co(a)I1 < U)a
od B est la norme de co, on tire g< AB llallL. Donc co(a)6 H(G, L).

REFERENCES

1. G. M. GoLuzIN, Geometric theory offunctions of a complex variable, Amer. Math. Soc., Prov-
idence, R.I., 1969.

2. H. HELSON, Lectures on invariant subspaces, Academic Press, N.Y., 1964.
3. B. NAGY ETC. FOIAS, Analyse harmonique de Operateurs de respace de Hilbert, Masson, 1967.
4. Mc. Vov ET L. A. RUnEL, Coherence ofsome rings offunctions, J. Funct. Anal., vol. 21 (1976), pp.

76-87.

UNIVERSITI DE PROVENCE ET LABORATOIRE DE MATHIMATIQUES DE MARSEILLE
MARSEILLE, FRANCE


