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PREDICTION D’UN PROCESSUS STATIONNAIRE
DU SECOND ORDRE DE COVARIANCE
CONNUE SUR UN INTERVALLE FINI

PAR
A. SEGHIER

Soit X(t) un processus stationnaire du 2° ordre connu sur (—a, a), on sup-
pose qu'on peut lui associer une infinité de corrélations R coincidant sur
(—2a, 2a). On se propose d’une part, de prédire X(s), pour R donnée, par
rapport a {X(u): |u| < a} et d’autre part de déterminer la corrélation R qui
donne la plus mauvaise des prédictions.

Introduction

1. On se donne une densité de probabilité f vérifiant:

+ o0
f __Logf(;c)dx > —o0.
e 14x
Soit L}(R) I'espace des fonctions ¢, définies sur R et a valeurs complexes,
telles que | (x)|? soit intégrable par rapport 4 la mesure f . dx.
Soit a, b, —00 < a < b < 00, on note par H,;, 'espace de Hilbert engendré
dans L}(R) par I'ensemble des combinaisons linéaires

N
Y a,e™, a,eC,t,eReta<t,<b,
n=1

et soit e, la fonction x — €%, ¢, € L#(R).

Dans la premiére partie on déterminera la projection de e, sur
H(—oo PEA H(~aoo)a §>a.

Avec une condition sur le poids f, on calculera dans la seconde partie,
la projection de e, sur le sous-espace H_,, (qui coincidera avec
H_ oD H_4py a>0)

On donnera dans la troisiéme partie des exemples de calculs de projections et
une application a un probléme d’extremum, a savoir, connaissant la covariance
d’un processus stationnaire du 2° ordre X(t) sur lintervalle (—a a) trouver
parmi tous les processus stationnaires ayant la méme covariance sur (—2a 2a),
celui qui donne la plus mauvaise prédiction pour s > a.

2. Le probléme de la projection d’un élément e, sur le sous-espace H_,,
a été étudié par M. G. Krein [8]. La solution qui en est donnée nécessite la
connaissance de solutions d’un probléme de Sturm-Liouville inverse.
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390 A. SEGHIER

Y. A. Rozanov [10] a étudié ce probléme et donne une solution explicite dans
le cas ou le poids f est une fraction rationnelle. Enfin Dym et McKean [2]
obtiennent la solution de ce probléme (pour une large classe de poids) en
utilisant la théorie de de Branges des espaces de Hilbert de fonctions entiéres.

Le but de ce travail est de montrer que I'étude de la structure du sous-espace
H_,q4 N H_,, donne, entre autres conséquences, une solution explicite de
la projection de e, sur H _,, pour une trés large classe de poids f. Ce qui
constitue la généralisation de la solution explicite donnée par Y. A. Rozanov
pour des fractions rationnelles. Les méthodes, toutefois, sont différentes.

Celles que nous utilisons sont basées sur les propriétés des fonctions
analytiques dans le demi-plan et un théoréme de Paley-Wiener.

3. Relation avec la prédiction d’un processus stationnaire du 2° ordre. (Voir
Dym et McKean [2, p. 300-302].)

Soit X(t), t réel, un processus du second ordre stationnaire de corrélation r:

rs—t)=[ X@OX(s)dP, r(0)=1.
Q

On suppose la corrélation t — r(t) continue, on ar(t) = (%2 e dpu(t), ou p
est une probabilité.

La représentation obtenue nous permettra d’interpréter la prédiction de
X (s), connaissant X(t), te T et s ¢ T, en termes de projection de e, sur le
sous-espace H _,, avec T = (—a a).

Un processus sans partie déterministe est caractérisé par les mesures
du=f.dx et

j_: Llog_*_—ff;)dx> —oo avec f(x)=f(—x)> 0 p.p.

Le sujet de cet article a été proposé par Monsieur le Professeur
Dacunha-Castelle.

L. Projection de e, sur H_, ,, N H_, )

Soit f(x) > O p.p. et vérifiant

+ o + Lng(X)
(1) Lw f(x)dx=1 et I_w Tix® dx > —o0.
On note par & = Fh la transformée de Fourier de h € I?(R) et définie par
1 +A4

h= lim ¥, dans I*(R), avec ¥ ,(x)= ﬁ J h(t)e™ " dx

A=+ —-A

et par g la fonction

x = g(e™).

On sait que & est une isométrie de I*>(R) sur *(R).
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H?* et H?- sont des sous-espaces fermés de I*(R) définis par
H** = {h e }(R), h(u) = 0 p.p., u < 0},
H?*- = {h e I>(R), h(v) = 0 p.p., v > O}.

On a d’autre part [>(R) = H** @ H*".
Les deux propositions suivantes sont classiques.

PropOSITION 1 [3, p. 18-20].  Soit f une fonction verifiant les conditions (1)
ci-dessus. Alors il existe une fonction g (dite exterieure) verifiant,

(i) [9(x)]> =) pp.
(il) ge H?**,
(i) g.Heu =H"

Soit # la transformation de Fourier sur I*(R), # ~! sa réciproque et 1g_
Iindicatrice de R_ = {x e R, x < 0}.

PROPOSITION 2 (Szegd [6]).  Soit g, avec |g |* = f, vérifiant les conditions de la
proposition 1 et ¢, la projection de e, s > 0, sur H_ , 0y= g~ *H?*, alors

¢=9 'F (F(ed)lr.)

Demonstration. La projection ¢, de e, vérifie

+

[ 16— eF@lePedx= min [ 16— aPwlePe) b

- ¢eH(-x0) "'~
ou encore, en tenant compte de H(_ 0, = g 'H*",

+ + o0

f wld)s.g—es.g]z(x)dx: min f | .7 — e . g*x)dx.

- g-oeH2- “—o0

La derniére expression montre que ¢, . g est la projection (dans I?(R)) de
¢ . g sur H>-.

D’aprés la définition de H?- et du fait que & soit une isométrie de I*(R),
ona

F (¢, . §) = projection de F (e, . g) sur F(H*>~)= F (e, . g) . 1n_

d’ou la proposition.

La proposition 2 permet de résoudre le probléme de la projection de e, sur
H_, o) (et plus généralement sur H _ ,, a =20, s > a).

Il reste a étudier le cas de H_, 5 N H(_ ;)

LeEMME 1. Soit f donnée et g associee a f par la proposition 1. Soit P, le
projecteur orthogonal de LE(R) sur H(_ ,, 5 N H(_ 4 ).
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Alors, pour s > a, il existe deux suites (01 )nz0 €t (02.4)nz0 dans I*(R) telles
que

(i) 6,,€H* eth,,eH* n=0,1,2,...,
(i) Pje,=e,+1lim, o (e_g-97 1.0y, +e,.5 10,,)

Demonstration. On a la relation d’orthogonalité suivante:
(H(—oo a0 H(—a oo))l = (H(l—oo a) + H(l—a oo))-
P,e, — e, étant orthogonal a H_ ,, o) N H(_, 4, il existe une suite

(hl,n)nzoa hl,n € H%—oo a)

et une suite

a8
h2,n9 hZ,n € H(—a ©)

telles que

Pa(es) — &= lim (hl,n + h2,n)'

n— + oo
D’aprés la proposition 1:
H_po=¢€.H_po=e,.5 ' . H*"
H_,py=¢€_,.Hpo=e€_,g7" . H*".
Donc pour tout n,
(hin€Hi-0y) < (h1n.e_,.5¢€H")
et
(han € Hoo)) < (hyp.e,.g€H")

En posant 0, ,,=h,,.e,.get6,,=h,,.e_,.g, on obtient (i) et (ii).
Nous allons établir deux relations qui caractérisent les suites (0 ,).>0 €t
(ez,n)nzo~

LeMME 2. Soit P (resp. Q) le projecteur de I>(R) sur H** (resp. sur H*"),

(O1.n)nz0 €t (O20)ns0 les deux suites du lemme 1 et s> a. On a les relations
suivantes:

lim (0, + Qeza-9- [g-]-1 . 0,,))=0,

n—+ oo

lim (P(e—2a . g * [g]_1 . ol,n + €5—q - g) + 02,n) = 0

n—+ o0

Démonstration. Soit P,e;€ H_,, o N H_, ) la projection de e sur cet
espace, on a

P, ce,.g ! . H>- et Pece_,.g”'.H**
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d’aprés la proposition 1, d’ou

P((Paes) c€-g- g) =0 et Q((Paes) ¢ eag) =0.
On a d’autre part, pour s > a, Q(g . €,) = 0. En remplagant P e, par son
expression du lemme 1, on obtient les deux relations annoncées.

Remarque. Dans le cas s < —a, on obtient des relations analogues en
remplagant 0, , par 0, , et vice et versa.

Introduisons quelques notations: Soit M I'opérateur linéaire de H?* dans
H?*- défini par

M: 0 Qles-g-[g]* - 0)

et soit M* I'opérateur linéaire de H>- dans H?* défini par
M*:0->Ple_,,.9.[9]".0)

on notera par ] = (122 [h(x)[? dx)1" et [, = (122 [k(x)f (x) dx)!'.

PROPOSITION 3.  Soit by= —P(g . e,_,), s > a. On suppose I — M*M inver-
sible, alors:

(i) P,es=e,—e_,g” ' . M(I — M*M)~ b, + e,g (I — M*M)~ b,
(@) [Paes|7=1+|M.(I—M*M)"'b||* - (I - M*M)~ b ||*.

Démonstration. Montrons (i). P,e, s’écrit, d’apres le lemme 1,

P,e;=e,+ lim (e_,.g97'0,, +e,3~'0,,)
ou6,,e€ H* eth,,c H* pourtoutn=1,2,....
D’apres le lemme 2, on a
lim (01,,, + M02,n) = 0, lim (02‘,, -_— M*Bl.n) = bs,

soit encore

0y,= —M0,, +0, pour toutn, avec o, € H*- et lim a,=0
n—+oo
et
0, + M*0,, = b, + B, pour tout n, avec §, € H** et lim B, =0,
n—* o0
d’ou

(I — M*M)d,, = b, + B, — M*a,.
Comme (I — M*M)™! existe et est borné sur H** par hypotheése,
lim 0,,=(I—M*M) ‘b, + lim (I — M*M)~'(8, — M*u,)

n—>+ o0 n—+ oo
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On a d’autre part |[M*|| = |[M|| < 1, il s’ensuit que
lim (B, — M*a,)=0,  lim 0,,= (I — M*M)" b,

n—+oo n—+ o

et

lim 0,,= — lim M6,,= —M Lm 0,,.

Prouvons (ii). Posons 6, = lim,_, ., 6, , et 8, =lim,,, 6,,,0ona
”Paes & “} =1- “Paes ”}
= ”e—ag_lel + eag__lol "i
= (6% + 02 + 2R.(0:, 0, 249[g] *)-
Comme 6, = —Q(0,¢e,,-9.[g]" '), on obtient R/6,, 0,e,,9.[g] !)=
—[6, > dou
1Paes |7 =1+ 16, — |62
ce qui donne (ii).
Dans ce qui suit nous allons donné des conditions suffisantes sur le rapport
g-[g]"' pour que M*M soit inversible. Soit b >0, supposons que

g-[g) ' =e,JB™! ou J est une fonction intérieure et B un produit de
Blaschke donné par

1 — A4\t
B“)=n(1 - )jz,,)

avec Im A, > 0, p, des entiers positifs ou nuls,n=1,2, ....

Soient  un élément de H?-, 8 la projection orthogonale de J6 sur
H?- © BH?_ et R TYopérateur de H?- dans H?*© BH?+ défini par
R.0=B.0.

Posons a' = 2a + b et U, opérateur de H>* © BH?* dans lui-méme défini
par U,y = P(e_q+n ) o0 ¥ € H** © BH?* et P la projection orthogonale
de I*(R) sur H**. Soit M* 'opérateur défini précédemment par

M*0 = P(e_,,g.[g9]"*.0)=Ple-,.J 'B.0),

on vérifie que M*@ = U, R pour tout 6 € H>*.

Notons par A 'ensemble de zéros de B (4,,n = 1,2, ...), I*(A) le sous-espace
de I2(0 o) engendré par les fonctions &, définies par &,(x) = xPe"*™ (x > 0),
n=1,2,.... Notons enfin par T}, l'opérateur de I?(A) dans lui-méme défini par
(T, &)(x) = &é(x + a') pour x =0 (a' > 0) et (T, ¢)(x) = 0 pour x < 0.

D’aprés la remarque de P. Lax [7] image de I?(A) par la transformation de
Fourier, notée &, est I'espace H>+ © BH?*.Onad’autre part U, = FT, F ~ .
Comme # est une isométrie de I?(0 oo0) sur H?+, U, est compact si et seule-
ment si T, est compact.
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Nous avons ainsi le théoréme:

THEOREME (P. Koosis [7]). L'opérateur T, est compact pour tout (@' > 0) si et
seulement si

lim z:(p,,+1 ) Im 4,

4 —of =0, oreeletlim Im 4, = oo.
lol= o0 -

n-—o

COROLLAIRE.  On suppose que les zeros de B(A) verifie les conditions du theor-
eme precedent. Alors

(i) M*M est un opérateur compact de H**,
[M*M| < 1 et I — M*M est inversible.

Preuve. (i) D’apres le théoréme de P. Koosis T, est un opérateur compact
donc aussi U,, d’autre part M*M = U, RM ou RM est un opérateur continu
(IRM| < 1) de H?* dans H?* © BH?**, donc M*M est un opérateur compact.

(ii) M*M est un opérateur auto-adjoint positif. Comme c’est un opérateur
compact sa norme est égale a sa plus grande valeur propre. On aura donc
[M*M| < 1 si toute valeur propre de M*M est strictement inférieur a 1.

En effet, soit ¢, € H** et supposons que l'on ait

1Mol = Q209 - [3]7 Do)l = l¢o .

Comme @ est un projecteur orthogonal, cela implique que
0 = e,,9[g] "¢ € H*>~. On a alors

(30)" () = (e24 - 9d0)" (u) = (9po)" (u — 2a) =0

pour presque tout # > 0. On a d’autre part (g¢,)" (v) = O pour presque tout
v <0, dou (g¢o)"(v) =0 presque partout. Comme g . ¢o€ L(R) et g+ 0
presque partout on obtient ¢, = 0 presque partout. On a donc [M¢| < |¢| et
[M*Mé|| < ||¢| pour tout ¢ € H>*.

IL. Consequences de I

PROPOSITION 4. Pour que la projection de H_, ., sur H_ , coincide avec
H(_ o O H(- 4o, il faut et il suffit que g . [g]™ e, soit une fonction interieure,
i.e., la restriction sur R d’une fonction ¢ telle que

(i) z— &(z) soit analytique dans Im z > 0,
i) |o@)| < |ox)| = |g(x). [g] (x)e**™| =1 p.p. avec z=x + iy et
Im z >0, et $(x)=lim,_o ¢(x + iy) p.p.

Démonstration. 1. Soit by la fonction définie dans la proposition 3 par
b, = —P(ge,_,). La condition M(b,) =0 pour tout s > a est nécessaire pour
que la pI‘O_]CCthl‘l de Hi_gu) SUr Hi— o) coincide avec H(— o N H(—4q): il
revient au méme de voir ce fait pour un élément e, s > a.
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Supposons que P, e, coincide avec la projection de e, sur H _, 4, (s = a),
alors M(b,) = 0. En effet en tenant compte du fait que P, e, — e, est orthogonal
a H_,n=e€,.9 'H*-, on obtient 60,,= —b, pour tout n et
0y,= —M0,,=M(b,)=0 pour tout n, (0,, et 6,, sont les fonctions du
lemme 1).

2. Supposons M(b,) = 0 pour tout s > g, alors g . [§] ™ 'e,, est une fonction
intérieure. En effet la condition M(b,) = Q(g[g] ™ 'e,.b,) = 0 implique

(1) g . [g]" 'esabs € H?* pour tout s > a.

Notons par # le sous-espace ferme de I?(R) engendré par le systéme {b s .
On a # = H**.

En effet, par définition b,= —P(g . e,_,) € H**, donc 4 < H**. D’autre
part soit ¢ € H?* orthogonal & .#, on a

@) (b, ) = (Fes-a» #) =0 pour s > a.

Mais comme g est extérieure, le systéme {ge,} u <0 engendre H>-, d’ou
(geu, #) =0, pour u <0. Il s’ensuit de (2) que (ge,, ¢) = 0 pour tout u € R,
Cest-a-dire (g . ¢)" (u) = 0 pour presque tout u, comme g . ¢ € [}(R) et g # 0
p.p.,ona ¢ =0 pp.,dou 4 = H>*.

Drapreés (1) on a aussi

g.[d] ‘eza. M =g.[g] ‘es,H** = H**.

Comme |(g . [7] 'e;.)(x)| =1 p.p., d’aprés un théoréme de Beurling, Cest
une fonction intérieure.

3. Sie,,g.[g] " est une fonction intérieure alors M(b,) = 0 pour s > a. Il
suffit en effet de remarquer que e,, . g[g]~'b, € H?*.

4. Supposons que M(b,) =0 pour s > a, d’aprés 2, e,,. g . [g] 10 € H**
pour tout 6e H?>*, donc M(9)=0. Il sensuit d’aprés le lemme que
0y,=—M0,,=0 et, 0,,=—b, et Pe,=e+ e[g] 'b,, Cest-a-dire la
projection de e sur H_, ,.

En résumé on a:

(i) 1la projection de e, sur H,_, , coincide avec P,e, pour s > a,
(ii) M(b,) = 0 pour tout s > a,

(iii) ey,g.[g] ! fonction intérieure,

avec (i)« (i) < (iii).

Remarque. La proposition 4 constitue une généralisation d’un résultat de
Levinson et McKean [9].

IITA. Quelques exemples de calculs de projection

Dans cette partie, nous allons donner des résultats explicites de calculs de
projections sur le sous-espace H_,, pour des conditions assez faibles sur le
poids f.
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Nous noterons par M, 'opérateur M de la partie I, (c = 0), i.e.,
M.: 60— Qlexg.[g]7" . 6)
THEOREME (H. Dym [4]). Soit f ~! localement sommable, alors

(1) H(_wa) &) H(_aoo) = m H(—a—ea+£) pour tout a 2 0.

£>0

Si de plus |M. || < 1 pour un nombre ¢ > 0, alors
() Hi_wa N Hc_goy=Hc_,, pourtouta>c.

Ce théoréme est la généralisation d’un résultat de 'auteur dans un manuscrit
non publié.

COROLLAIRE 1. Soit f(x) = |p(x)| ™% ot g = e, ¢~ " est une fonction exter-
ieure et ¢ une fonction entiere de type exponentiel < c. Alors pour tout a > ¢, la
projection de e, (s = a) sur H_,, est donnée par

Paes =€ — €5 q_bp(es+c—a$_l)a

IPacclf=1= ] [(erread™)" (@] du

Prewve. g .[g]™! = e, /¢ est une fonction intérieure d’aprés le lemme 2.1
[5]. D’apres le théoréeme de Dym [4] et le corollaire du théoréme de Koosis, on
a H_y 4 N H_,0 = H_,,. Lexpression de la projection de e, sur H_,,
découle enfin de la proposition 4.

COROLLAIRE 2. Soit f(x) = |R(x)/¢(x)|* ot g=R .[e,$] ! est une fonc-
tion interieure, ¢ une fonction entiere de type exponentiel < c et R un polynome
dont les zéros wy, ..., w, sont dans le demi-plan Im z <0, de multiplicités
Fiyeoes by

Alors pour tout a > c, la projection de e, (s = a) sur H _, , est de la forme

PN = - 5 (P e g + 3o (2 ))

1 X — W X — Wy

et 1
it anlt
g(x) lex_Wk . X — Wy

Preuve. g.[g]"' =R .[R] 'e, /¢ ou R[R]™! est linverse d’un produit
de Baschke et e, ¢/¢ est une fonction intérieure d’aprés le lemme 2.1 [5].
D’aprés les mémes remarques que dans la preuve du corollaire 1 on a
H_ya N H_,u = H_,, et la projection de e, sur cet espace est donnée par
la proposition 3. L’expression de la projection dans le corollaire s’obtient enfin
par un calcul de résidus.
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Exemple 1. Projection de e, sur H_ 5 N H_, o)

1 (x—1p
T= ey
on obtient
X —1
x—1

P (e;)(x) = (1 +i(i — 1)

(s — a)) e~ agiax,

Remarque 1. Onadanscecas H -, 5 O H(_4u) F H(-44 car P (e,) n’est
pas analytique (on sait que tous les ¢léments de H_,, sont de type exponen-
tiel, de paramétre inférieur ou égal a a; voir [9]. Cela est dii au fait que f ~*(x)
admet un pole en x = 1 (donc non localement sommable).

Exemple 2. Projection de e, sur Hi_,,
2 x*+4
T6) = v

S~ 1(x) étant localement sommable d’aprés le corollaire 2 la projection de e, sur
H_,, est aussi la projection sur H_ 5 N H_,,, les calculs donnent

Po(e;)(x)

— (X + l)2 —ixa ~(s—a) X = l (X - l)z ixa
—A(s).x2+4e + e 1+ (s a)x—2i +B(s).x2+4 .e
ou
36(s — a)e™ "D, g4 et
A(s)= — YT et B(s)= — 5 A(s).

IIIB. Application a un probléme d’extremum

(1) Position du probléme. Soit f une fonction positive presque partout,
sommable telle que f dx soit une probabilité sur R et telle que

J.Jm M—)dx > —o0.

o 1+ x?
On considére une famille de mesures de probabilités u sur R, vérifiant
+ 00 . + o0 .
@) | emauw)=| ef()dr, |u| <2a,a>0.

De telles mesures existent et différent de f. dx, un procédé de construction
est donné dans [1], on ne les obtient pas toutes cependant.

On note par H{_,, le sous-espace fermé de L(R) engendré par {e,, |u| < a}
(eu(x) = €™). Un nombre s > a étant donné, on cherchera parmi les mesures u
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vérifiant (i), celle pour laquelle la distance de e, a H{_,, dans LZ(R) est
maximum.
Des résultats peuvent étre donnés pour une famille particuliére de poids et
pour s, a <5 < 3a.
(2) Drapres la proposition 1, si f vérifie
+ oo L
I _og_f_(zx_)dx > —o0,
o 14X
alors il existe g telle que |g|*(x) =f(x) p.p. et g(u) =0, u < 0.
La norme d’un élément y de LZ(R) sera notée |||,

PROPOSITION 5. Soit ¢, 0 < ¢ < a. On suppose f ~! localement sommable et
g - [g] e, une fonction intérieure. Alors pour tout s tel que a <s < 3a — 2c la
distance de e, a H{'_, , est maximum pour f . dx.

Démonstration. 1. L’hypothése g[7] ™ le,. intérieure entramne que P'opér-
ateur M_ est nul sur H?* (autrement dit | M, || = 0), comme de plus on suppose
f ! localement sommable, on a, d’aprés le théoréme de Dym [4],

(1) H(_aa) = H(—ooa) N H(_a ) pour o> C

D’apreés la proposition 4, g[g] ~'e,, étant aussi intérieure (« > c), la projec-
tion de e, sur H_,,, est égale a la projection de e, sur Hi_, ,.
2. Soienta,0<c<a<aets>aqg;ona

min e~ ;= min |e— ¢],.
¢eH-qaq ¢eHg-240

En effet d’aprés 1,

min "es - ¢"f = min "es—a+a - eu—-a¢"f9
¢5H(a—2ua) er—aP € H(—a +a)
min les—a-a— €a—a@l;= min  |e,— e,_.¥|;
ex—g- PEH (-~ a) es-a €H(-xa)

Ce qui donne toujours d’aprés 1,
min [, — ¢f,= min e — ;.
¢eH-wa $eH(-44q
Il s’ensuit que la projection de e, sur H_,, est égale a la projection de e, sur

H, ;..
(a—2aa)

3. Ladistance de e, a H{_,, est maximum pour f. dx. Soit 0 < c < a < a.
On a, pour a < s < 3a — 2a,

N
Z ay €, — €
n=1

N
2 a, e, — €&
n=1

u S

avec d,,...,ayeCeta—-2u<t,<a,n=12,...,N.
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En effet

N
2 a, e, — € Z a,é,,
n=1

Comme ji(t) = f(t) pour |t| < 2a, on a d’une part

2

N
+1—2Re(z ae,, e )

u

N 2
Z an €y, = Z Qy am“(tn - tm)
n=1 I3 1<n<N
1<ms<N
= Z a,a, f(tn - tm)
1<n<N
1< N

2

b

n<
m<
N
Z ane'n

d’autre part,

a, fi(t, — 3)

N
( Z anet,.’ es) =
n=1 n n=1

avec |t, — s| < 2a par hypothése, donc ji(t, — s)=f(t, —s)yn=1,..., Net

N N
( Z a,é,,, es) = ( Z a,€y,, es)
n=1 " n=1 f

ce qui prouve I'égalité ci-dessus.
D’aprés 1, on a

1=z

min |¢ — |, = min
¢eH(-qq

N
Z a, e, — €
n=1 S

pour toute suite de nombres complexes a;, ..., ay €t pour toute suite ¢y, ..., ty
de nombres vérifiant a — 20 <t, <a,n=1,..., N.
Tenant compte de P'égalité ci-dessus on obtient

min ”‘l’ & ”u < min “¢ — & "f

€ Hi-gat €H(-a9)
pour toute probabilité u vérifiant fi(t)=f(t), |t| <2a, ce qui prouve la
proposition.

COROLLAIRE.  Soit f (x) = 1/|Q(x)|?, out Q(z) est un polynome de degré supér-
ieur ou egal a 1 et Wayant pas de zeros dans Im z = 0. Alors la distance de e;a
HY{_, ), pour toutes les mesures de probabilite verifiant [i(u) = f (u), |u| < 2a, est
maximum pour la mesure f . dx et pour a < s < 3a.

Exemple. Soit r(t) = e” " 1a corrélation d’un processus stationnaire connue
sur (—2a 2a). On peut la prolonger par R(t)= e " sur tout R. La mesure
spectrale associée est f (x) dx = (1 + x2)~! dx. [l existe une infinité de prolon-
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gements de R(t) en dehors de (—2a 2a). La distance de e, a H{_,,, ou u
parcourt I'ensemble des mesures vérifiant ji(t) = e™", |¢| < 2a, est maximum
pour la mesure f . dx.

Soit maintenant une autre corrélation F(t), prolongeant e~ " sur (—2a 2a)et
définie par

F(t)=e", [t] <2a,
=0, [t| =2a+e,
= —e 2|t| +e *e+2a), 2a<]|t|<2a+s

Pour s > 3a + ¢, la distance de e, a Hf_, ,, (F(t) = [*% e "*F(x) dx) est égale
a 1, donc strictement supérieure 4 la distance de e, a H{_,,. Cet exemple
montre que la propriété ci-dessus (corollaire) cesse d’étre vraie pour s > 3a + &.
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