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PREDICTION D’UN PROCESSUS STATIONNAIRE
DU SECOND ORDRE DE COVARIANCE
CONNUE SUR UN INTERVALLE FINI

PAR

A. SEGHIER

Soit X(t) un processus stationnaire du 2 ordre connu sur (-a, a), on sup-
pose qu’on peut lui associer une infinit6 de corr61ations R co’fncidant sur
(-2a, 2a). On se propose d’une part, de pr6dire X(s), pour R donn6e, par
rapport fi {X(u): ul -< a) et d’autre part de d6terminer la corr61ation R qui
donne la plus mauvaise des predictions.

Introduction

1. On se donne une densit6 de probabilit6f v6rifiant"

f
+ Logf(x) dxJ-oo 1 +x2

Soit L}(R) l’espace des fonctions b, d6finies sur R et i valeurs complexes,
telles que qb(x)12 soit int6grable par rapport t la mesure f. dx.

Soit a, b, -c < a < b < c, on note par Htab), l’espace de Hilbert engendr6
dans L(R) par l’ensemble des combinaisons lin6aires., anet"x, anC, tnReta<tn<b,

n=l

et soit e la fonction x --, ez, e L(R).
Darts la premi6re partie on d6terminera la projection de e sur

Ht-o a) H(-a o), s > a.
Avec une condition sur le poids f, on calculera darts la seconde pattie,

la projection de e sur le sous-espace Ht_) (qui coi’ncidera avec
H-oa) c H_aoo a-> 0).
On donnera darts la troisi&ne pattie des exemples de calculs de projections et

une application i un problrne d’extrernurn, i savoir, connaissant la covariance
d’un processus stationnaire du 2 ordre X(t) sur l’intervalle (-a a)trouver
parmi tous les processus stationnaires ayant la rnrne covariance sur (- 2a 2a),
celui qui donne la plus mauvaise prediction pour s > a.

2. Le probl6me de la projection d’un 616ment e sur le sous-espace H_aa
a 6t 6tudi6 par M. G. Krein [8]. La solution qui enest donn6e n6cessite la
connaissance de solutions d’un problme de Sturm-Liouville inverse.
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Y. A. Rozanov [10] a 6tudi6 ce probl6me et donne une solution explicite dans
le cas o6 le poids f est une fraction rationnelle. Enfin Dym et McKean [2]
obtiennent la solution de ce probl6me (pour une large classe de poids) en
utilisant la th6orie de de Branges des espaces de Hilbert de fonctions enti6res.
Le but de ce travail est de montrer que l’6tude de la structure du sous.espace

Ht_, , c Ht_o , donne, entre autres cons6quences, une solution explicite de
la projection de e sur Ht_o, pour une tr6s large classe de poids f. Ce qui
constitue la g6n6ralisation de la solution explicite donn6e par Y. A. Rozanov
pour des fractions rationnelles. Les m6thodes, toutefois, sont diff6rentes.

Celles que nous utilisons sont bas6es sur les propri6t6s des fonctions
analytiques dans le demi-plan et un th6or6me de Paley-Wiener.

3. Relation avec la pr6diction d’un processus stationnaire du 2 ordre. (Voir
Dym et McKean [2, p. 300-302].)

Soit X(t), r6el, un processus du second ordre stationnaire de corr61ation r"

r(s t)= Io x(t)X(s) dP, 1.

On suppose la corr61ation r(t) continue, on a r(t) +-o e-’’ d#(t), off #
est une probabilit&
La representation obtenue nous permettra d’interpr6ter la pr6diction de

X(s), connaissant X(t), 6 T et s T, en termes de projection de e sur le
sous-espace nt_o) avec T (-a a).
Un processus sans partie d6terministe est caract6ris6 par les mesures

d# f dx et

f
+o Logf(X)dx > -o avecf(x)=f(-x) > 0 p.p.

1 ""X2

Le sujet de cet article a 6t6 propos par Monsieur le Professeur
Dacunha-Castelle.

I. Projection de e sur H-oo ,,) H-aoo)
Soit f(x) > 0 p.p. et vrifiant

I
+

I
+ Logf(x)

dx -o.(1) f(x) dx=l et xZ
On note par ff h la transform6e de Fourier de h Lz(R) et d+finie par

1 +A

lim a dans LZ(R), avec a(x)= f h(t)e -’’ dx
A+ -A

et par la fonction

x

On sait que est une isom6trie de LZ(R) sur LZ(R).
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H2+ et H2- sont des sous-espaces ferm6s de L2(R)d6finis par

H2+ {h L2(R), (u)= 0 p.p., u _< 0},
H2- {h L2(R), ’(v)= 0 p.p., v _> 0}.

On a d’autre part L2(R)= H H2-.
Les deux propositions suivantes sont classiques.

PROPOSITION 1 [3, p. 18-20]. Soit f une fonction vbrifiant les conditions (1)
ci-dessus. Alors il existe une fonction g (dire extbrieure) vbrifiant,

(i) g(x) =f(x)p.p.,
(ii) gH2/,

=,H2+(iii) g. Hto oo

Soit - la transformation de Fourier sur LZ(R), ’-1 sa r6ciproque et lit_
rindicatrice de R_ {x R, x < 0}.

PROPOSITION 2 (Szeg6 [6]). Soit 9, avec [g [2 f, vbrifiant les conditions de la
proposition 1 et dp la projection de e, s > O, sur Ht-oo o -H2-, alors

Dbmonstration. La projection th de e v6rifie

Id el(x)lol(x) dx min 14)- e (x)l 0 (x) dx

ou encore, en tenant compte de/-/(-o o if-H-,

O e (x) dx rain - e (x) dx.-- .H2- -La demiOre expression montre que . g est la projection (darts Le(R))de. sur H2-.
D’aprds la d6finition de H2- ct du fait quc soit unc isom6tric dc L2(R),

on a

(b. )= projection dc ’(e,. 0) sur (Hz-) -(e. 0). 1_

d’ofl la proposition.
La proposition 2 permet de r6soudre le probl6me de la projection de e sur

Ht-oo o) (et plus g6n6ralement sur Ht-oo ), a > 0, s > a).
I1 reste/t 6tudier le cas de Ht-oo ) c Ht_

LEMME 1. Soit f donnbe et g associke i f par la proposition 1. Soit Pale
projecteur orthogonal de L(R)sur H{-oo c
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Alors, pour s > a, il existe deux suites (0,)0 et (02,)n_>o dans L2(R)relies
que

(i) 0t,. 6 H2- et 02, 6 H2/, n 0, 1,2,
(ii) Pae. e + lim._.(R) (e_o. e-t Ot,. + ea. -t02,.).
Dbmonstration. On a la relation d’orthogonalit suivante"

In,- o, +

Pe e 6tant orthogonal fi Ht_ ) Ht_ ), il existe une suite

(hl,.).o, hx, H_ a,

et une suite

telles que

h2,n, h2,n H’[-a oo)

Pa(es)- e lim (h.. + h2.,).

D’aprs la proposition 1"

H(-oo a) %. H(-oo o) ea t- H2-

H(-aoo) e-a. H(o oo) e-at- H2+.

Donc pour tout n,

(h,,, H_ooa)) (h,,n e-a H2+)
et

(h2,n - n-a oo)) <" (h2,n ea. t n2-)
En posant 0,. h2,.. %. # et 02,. h,.. e_. , on obtient (i) et (ii).
Nous allons 6tablir deux relations qui caract6risent les suites (0,.).>_0 et

LEMME 2. Soit P (resp. Q) le projecteur de L2(R) sur H2+ (resp. sur H2-),
(O,ko et (02,.).0 les deux suites du lemme 1 et s > a. On a les relations
suivantes

lim (0,. + Q(e2. #. []- 02,.))= 0,

lim (P(e-2. . []- 0,. + e,_. )+ 02,.)= 0.
+

Dbmonstration. Soit Pe H(_ ) H(_) la projection de e sur cet
espace, on a

Pe % - H2- et Pe e_ #- H2+
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d’apr6s la proposition 1, d’ofi

P((P.e). e_.. )= 0 et 2((P,e). e.g)= O.

On a d’autre part, pour s > a, Q(g. e/,)= 0. En remplaqant P.e par son
expression du lemme 1, on obtient les deux relations annonc6es.

Remarque. Dans le cas s <-a, on obtient des relations analogues en
remplag;ant 01, par 02,net vice et versa.

Introduisons quelques notations" Soit M l’op6rateur lin6aire de H2+ dans
H2- d6fini par

M" 0 --, Q(e2.. o. [.1- 0)
et soit M* l’op6rateur lin6aire de H2- dans H2+ d6fini par

M*" 0--, P(e_ 2.. . [g]-x. 0)
on notera par Ilhll Ih(x)l= dx) et Ilkll -- Ik(x)lY(x)dx)

PROPOSITION 3. Soit b -P(. e_.), s > a. On suppose I M*M inver-
sible, alors"

(i) P.e, e- e_9- M(I- M’M)-bs + ea-(I M’M)-b,
(ii) ][Paes II} 1 + JIM. (i M’M)-tb, II(I M*M)-

Dbmonstration. Montrons (i). Pae, s’6crit, d’apr+s le lemme 1,

Poe, e, + lim (e-a. g-tot,. + eo-02,.)

off 0x,. e H2- et 02,. e H2+ pour tout n 1, 2,
D’apr+s le lemme 2, on a

lim (0x,. + M02,.)= 0, lim (02,. M*Ot,.)=

soit encore

0x,. M02,n +

et

pour tout n, avec . H2- et lim a. 0
.-’ -I- o0

02, "{- M*Ox,. bs + fin

d’ofi

(I M’M)02,. bs + fl,, M*o..
Comme (1 M’M)- existe et est born sur H2+ par hypoth+se,

lim 02,. (I- M’M)-Xb + lim (I- M’M)-t(fl.- M*o.).
.- + n-- +

pour tout n, avec ft. H2 et lim ft. 0,
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On a d’autre part IIM*I[ [IM[I < 1, il s’ensuit que

lim (fl- M*a)= 0, lim 02,,, (I- M’M)-b.
n-- -- n-- +

et

ce qui donne (ii).
IIPaesll - 1 + II0 II0 

Dans ce qui suit nous allons donn6 des conditions suffisantes sur le rapport
g. []- pour que M*M soit inversible. Soit b >0, supposons que
g. [,q]-1= ebJB-10fa J est une fonction intrieure et B un produit de
Blaschke donn6 par

avec Im 2, > 0, p, des entiers positifs ou nuls, n 1, 2,
Soient 0 un 616ment de H2-, la projection orthogonale de 0 sur

H2- /H2- et iff l’op6rateur de H2- dans H2/BH2/ d6fini par
R.O=B.O.

Posons a’ 2a + b et Ua, l’op6rateur de H2/ @ BH2/ dans lui-mme d6fini
par Ua,, P(e-(2a+,)) ofl H2/ BH2/ et P la projection orthogonale
de L2(R) sur H2/. Soit M* l’op6rateur d6fini pr6c6demment par

M*O P(e-2,O. [g]-i, 0)= P(e_,,,. J-lB. 0),
on v6rifie que M*O U,,,O pour tout 0 H2+.
Notons par A l’ensemble de z6ros de B (2., n 1, 2, ...), L2(A) le sous-espace

de L2(0 ) engendr+ par les fonctions , dfinies par .(x)= x’"d"’ (x > 0),
n 1, 2, Notons enfin par T, l’op6rateur de LZ(A) dans lui-mme d6fini par
(Ta, )(x)= (x + a’) pour x > 0 (a’> 0) et (T, )(x)= 0 pour x < 0.

D’apr+s la remarque de P. Lax [7] l’image de L2(A) par la transformation de
Fourier, not6e , est l’espace H2 BH2 +. On a d’autre part Uo, ’T,- x.
Comme est une isometric de L2(0 ) sur H2+, Uo, est compact si et seule-
ment si Ta, est compact.
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Nous avons ainsi le th6or6me"

THEOREME (P. Koosis [7]). L’opbrateur To, est compact pour tout (a’ > O)si et
seulement si

lim
(p + 1) In2 2 0, cr rbel et lim Im ), .

COROLLAIRE. On suppose que les zbros de B(2) vbrifie les conditions du thbor-
brae prbcbdent. Alors

(i) M*M est un opbrateur compact de H2/,
(ii) IIM*MII < 1 et I- M*M est inversible.

Preuve. (i) D’apr6s le thbor6me de P. Koosis T., est un op6rateur compact
doric aussi U.,, d’autre part M*M Ua,gM off RM est un opbrateur continu
(II MII -< 1)de H2/ dans H2/ BH2/, doric M*M est un op6rateur compact.

(ii) M*M est un op6rateur auto-adjoint positif. Comme c’est un op6rateur
compact sa norme est 6gale i sa plus grande valeur propre. On aura donc
liM*MII < 1 si toute valeur propre de M*M est strictement inf6rieur i 1.
En effet, soit qbo 6 H2/ et supposons que l’on ait

Comme Q est un projecteur orthogonal, cela implique que
0 ez./[]- bo n2-. On a alors

(lO) (u) (e2a gdpo)^ (u) (gco)^ (u 2a) 0

pour presque tout u > 0. On a d’autre part (gqbo) (v)= 0 pour presque tout
v < 0, d’od (/o)^(v)= 0 presque partout. Comme g. o /(R) et g 0
presque partout on obtient bo 0 presque partout. On a donc IIM II < I1 11 et

IIM*M II < I1 11 pour tout qb Hz/.

II. Consequences de I

PROPOSITION 4. Pour que la projection de H(_ a oo) sur H(-oo a) ccffncide avec
H(_ ) c Ht_a), il faut et il suffit que [,]- ’e2 soit unefonction intb,rieure,
i.e., la restriction sur R d’une fonction relic que

(i) z --, dp(z) soit analytique duns Im z > 0,
(ii) I (z) -< I (x)l Iv(x). []-l(x)e2’x[ 1 p.p. avec z x + iy et

Im z > O, et tk(x)= limr-.o ck(x + iy) p.p.

Dbmonstration. 1. Soit b la fonction d6finie duns la proposition 3 par
b -P(ge_). La condition M(b)= 0 pour tout s > a est n6cessaire pour
que la projection de Ht-.oo) sur Ht_ a) CO’l’ncide avec Ht-ooa) Ht-oo)" il
revient au mme de voir ce fait pour un 616ment e, s > a.
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Supposons que Paes co’fncide avec la projection de e sur H(-oo ,), (s > a),
alors M(b) 0. En effet en tenant compte du fait que P,e e est orthogonal

H(-oo a) ea" ff-H2-, on obtient 02, -b pour tout n et
01,,, =-M02,. M(b)= 0 pour tout n, (0,, et 02,, sont les fonctions du
lemme 1).

2. Supposons M(b) 0 pour tout s > a, alors 9. []- le2, est une fonction
int6rieure. En effet la condition M(b)= Q(g[]-te2ab)= 0 implique

(1) g. [,]-e2ab n2 / pour tout s > a.

Notons par ’ le sous-espace ferme de L2(R) engendr6 par le syst6me {bs}s>_a.
On a ’ H2+.
En effet, par d6finition b= -P(. es-a) H2+, donc,/// H2+. D’autre

part soit b H2 orthogonal/ t’, on a

(2) (bs, b)= (,e_, q)= 0 pour s > a.

Mais comme g est ext6rieure, le systme {e} u < 0 engendre H2-, d’ot
(,e, qb)= 0, pour u < 0. I1 s’ensuit de (2) que (e, tk)= 0 pour tout u 6 R,
c’est-i-dire (g. qb)^ (u)= 0 pour presque tout u, comme g. b LI(R)et g 6 0
p.p., on a b 0 p.p., d’ot-/= H2/.

D’apr6s (1) on a aussi

g. [,]-le2a. // g [,]-e2aH2+ H2+.

Comme I(g" []-e’a)(X)l 1 p.p., d’aprs un th6orme de Beurling, c’est
une function int6rieure.

3. Si ezg. []- est une function intrieure alors M(b) 0 pour s > a. I1
suffit en effet de remarquer que eg. g[,]-b Hz/.

4. Supposons que M(b)= 0 pour s > a, d’aprs 2, e2a. g. [,]-0 H2+

pour tout 0 H/, donc M(0)=0. I1 s’ensuit d’aprs le lemme que
0,=-M0,=0 et, 0z,=-b et Pae=e+ ea[]-bs, c’est-i-dire la
projection de e sur H_
En r6sum on a:

(i) la projection de e sur Ht-oo ) co’’ncide avec Pe pour s > a,
(ii) M(b)= 0 pour tout s _> a,
(iii) eg. []-1 function int6rieure,

avec (i), (ii) ,, (iii).

Remarque. La proposition 4 constitue une g6n6ralisation d’un r6sultat de
Levinson et McKean [9].

IliA. Queiques exemples de calculs de projection

Duns cette partie, nous allons donner des r6sultats explicites de calculs de
projections sur le sous-espace Ht_ o) pour des conditions assez faibles sur le
poids f.
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Nous noterons par M l’op6rateur M de la partie I, (c >_ 0), i.e.,

" 0- (e. []-. 0).

THEOREME (n. Dym [4]). Soit f-1 localement sommable, alors

(1) Ht- oo ,) c Ht_ Ht_
_

+ pour tout a O.
e>O

S de plus IIM 1 pour un hombre c 0, alors

(2) Ht_ . H H . , pour tout a > c.

Ce th6or6me est la g6n6ralisation d’un r6sultat de l’auteur dans un manuscrit
non publi6.

COROLLA 1. Soit f(x) (x) l- 2 o 0 e - est une fonction ext&-
ieure et unefonction entire de type exponentiel c. Alors pour tout a > c, la
projection de e (s a) sur Ht_,. est donnbe par

P.e e- e,_.

IlPae 11} 1 fo (e+-a- ) (u)12 du

Preuve. g []-x e2 /4 est une fonction int6rieure d’apr6s le lemme 2.1
[5]. D’apr6s le th6or6me de Dym [4] et le corollaire du th6or6me de Koosis, on
a Ht_. Ht_, Ht_... L’expression de la projection de e sur Ht_..
d6coule enfin de la proposition 4.

COROLLAmE 2. Soit f(x) oh o R [e]- est une fonc-
tion intbrieure, une fonction entibre de type exponentiel c et R un polynme
dont les zkros w,..., w. sont dans le demi-plan Im z < 0, de multiplicitbs
rl rn.

Alors pour tout a > c, la projection de e (s a) sur Ht_a.I est de la forme

P.(e)(x) e P (e_.)(x) + Qk
X Wk X Wk

+b(xI x
Preuve. g. []- R. JR-]- e2c/ off R[R-]- est l’inverse d’un produit

de Baschke et e2t}/b est une fonction int6rieure d’apr6s le lemme 2.1 [5].
D’apr6s les mmes remarques que dans la preuve du corollaire 1 on a

Ht-oo . c Ht_. oo Ht_,, et la projection de e sur cet espace est donn6e par
la proposition 3, L’expression de la projection dans le corollaire s’obtient enfin
par un calcul de r6sidus.



398 A. SEGHIER

Exemple 1.

on obtient

Projection de e sur

1 (x- 1)2
f(x)

x --i
(S- a))e-(s-a)eiax1 + i(i- 1)x_ 1

Remarque 1. On a dans ce cas H(-oo .) H(-a oo) H(-aa), car P.(e) n’est
pas analytique (on sait que tous les 616ments de n(_aa sont de type exponen-
tiel, de paramtre inf6rieur ou 6gal a; voir [9]. Cela est dfi au fait quef-l(x)
admet un pgle en x 1 (donc non localement sommable).

Exemple 2. Projection de es sur H(_..)
2 X2 +4

f(x) 5- (x2 + 1)2
f- (x) &ant localement sommable d’apr6s le corollaire 2 la projection de e sur

Ht-a. est aussi la projection sur Ht-oo . c Ht_. oo), les calculs donnent

Po(e )(x)

A(s). (x + i)
X2+4

off

e-iX" + (e-(-a) (l + (s a) x-2i +B(s), x2+4

A(s) 36(s a)e -(s-a) e -’a

81 e -s"
et B(s)=

e ,a

----A(s).

IIIB. Application d un problme d’extremum

(I) Position du problme. Soit f une fonction positive presque partout,
sommable telle que fdx soit une probabilit sur R et telle que

|.
+ Logf(x) dx o0.

1 +x2

On considre une famille de mesures de probabilit6s # sur R, v6rifiant

f e -i"’ d(t)= e-’"(t) dt, u 2a, a > O.(i)

De telles mesures existent et different de f. dx, un procd de construction
est donn6 dans [1], on ne les obtient pas toutes cependant.
On note par H_,)le sous-espace ferm6 de L(R) engendr6 par {e., u a}

(e.(x) d*"). Un nombres > a tant donn, on cherchera parmi les mesures
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v6rifiant (i), celle pour laquelle la distance de e fi H_aa darts est
maximum.
Des rsultats peuvent tre dorm,s pour une famille particulire de poids et

pour s, a _< s _< 3a.
(2) D’apr6s la proposition 1, si f v6rifie

l"
+ oo Logf(x) dxJ >

1 + x

alors il existe telle que g ]Z(x)=f(x) p.p. et (u)= 0, u g 0.
La norme d’un 616ment @ de L(R) sera not6e @ u.

OPOSITION 5. Soit c, 0 c < a. On suppose f- Iocalement sommable et

ff. []-e2c une fonction intbrieure. Alors pour tout s tel que a s < 3a 2c la
distance de e H_ a) est maximum pourf dx.

Dbmonstration. 1. L’hypothse []-ez intrieure entrance que l’op6r-
ateur M est nul sur H2+ (autrement dit ][M 0), comme de plus on suppose
f- localement sommable, on a, d’aprs le th6orme de Dym [4],
(1) H_) H_ ) H_) pour > c.

D’apr6s la proposition 4, g[]-e2 6taut aussi int6rieure ( > c), la projec-
tion de e sur Ht_) est 6gale la projection de e sur Ht_ ).

2. Soient,0c<aetsa;ona

min [e-[[= min [e-
H( a) H(a- 2a a)

En effet d’apr6s 1,

H(a 2a a) ea a H( + )

ea-a. H(- a) ea-a H(- a)

Ce qui donne toujours d’apr6s 1,

min [e-x= min Ie-l[..

I1 s’ensuit que la projection de e sur H(_aa est 6gale fi la projection de e sur

Hta- 2 a)"

3. La distance de e H_)est maximum pourf, dx. Soit 0 < c < a.
On a, pour a < s 3a- 2,

ae,-e ae,-e
n=l # n=l

avec a,..., a 6 C et a- 2 t, g a, n 1, 2,..., N.
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En effet

a.e,.-es a,e,. +l-2Re aet,es
n=l n=l n=l #

Comme (t)=f(t) pour tl -< 2a, on a d’une part
N

E an et
n=l

d’autre part,

i E anlmt(tn- tin)
<n <N

l<m<N

<n<N
l<m<N

N

E an et

a, et.. e E a,t(t s)
n=l n=l

avec It. -s < 2a par hypothse, donc (t- s)= f(tn S), n 1,..., N et

n=l n=l f

ce qui prouve l’6galit6 ci-dessus.
D’apr+s 1, on a

min I1 es [If min
b H(-a a)

N

E an et. e
n=l

pour toute suite de nombres complexes a x, as et pour toute suite x, tu
de nombres v6rifiant a 2 < t, < a, n 1, N.

Tenant compte de l’6galit6 ci-dessus on obtient

min II’-e, llu -< min 114)-e,lly
H(-a a) H(-a a)

pour toute probabilit6 / v6rifiant /(t)=f(t), tl-< 2a, ce qui prouve la
proposition.

COROLLAIRE. Soitf(x) 1/I Q(x)l, o Q(z) est un polynbme de degrb sup&-
ieur ou bgal 1 et n’ayant pas de z&os dans Im z > O. Alors la distance de es h
H_., pour routes les mesures de probabilitb vbrifiant (u) f(u), u <_ 2a, est
maximum pour la mesure f dx et pour a < s < 3a.

Exemple. Soit r(t)= e -I1 la corr61ation d’un processus stationnaire connue
sur (-2a 2a). On peut la prolonger par R(t)= e -I’1 sur tout R. La mesure
spectrale associ6e estf(x) dx re(1 + x2)- dx. I1 existe une infinit6 de prolon-
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gements de R(t) en dehors de (-2a 2a). La distance de es fi H[-aa), o1 l.t
parcourt l’ensemble des mesures v6rifiant/(t) e -I’1, It < 2a, est maximum
pour la mesure f. dx.

Soit maintenant une autre corr61ation P(t), prolongeant e -I’1 sur (-2a 2a)et
d6finie par

/(t) e -I’1, tl -< 2a,

-0, Itl >_2a + e,

-e-Zlt + e-Z"(e + 2a), 2a _< It[ _< 2a

Pour s > 3a + e, la distance de efi H-a.), (;(t)= t e-i’F(x)dx)est 6gale
i 1, donc strictement sup6rieure fi la distance de e i H{_,,). Cet exemple
montre que la propri+t6 ci-dessus (corollaire) cesse d’etre vraie pour s > 3a + e.
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